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转子－电磁轴承非线性系统时滞减振研究∗

张国荣　王希奎　邹瀚森　张勇　席光†

(西安交通大学 能源与动力工程学院,西安　７１００４９)

摘要　电磁轴承具有与转子无接触、可施加主动控制等特性,越来越多地被应用于高速旋转机械的支撑与

减振．为了研究转子－电磁轴承系统中时滞的减振作用,在主共振情况下推导了八极电磁轴承支撑的转子非

线性振动方程．应用多尺度法获得了振动方程的近似解,并利用Lyapunov方法对解的稳定性进行判定．结果

表明,时滞的某些取值会使转子在x 和y 方向上的振幅相对于无时滞时减小,称之为时滞的“减振区域”,并

且x 和y 方向上“减振区域”不同;通过计算不同比例系数与微分系数下的时滞－振幅曲线,发现比例系数

对“减振区域”的范围影响更大;同一时滞量参数不能保证所有转速下均减振,当时滞量选取不合适时,会造

成系统失稳;通过计算偏心率－振幅曲线,发现时滞控制能有效降低由于转子不平衡所产生的振幅,并且消

除了非线性现象如多值、突跳等,系统稳定性增加．数值模拟验证了解析结果的正确性．
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中图分类号:TH１３３．３ 文献标志码:A

VibrationSuppressionofTimeDelayinRotorＧMagneticBearingNonlinearSystem∗
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Abstract　Activemagneticbearing(AMB)hasthecharacteristicsofnocontactwiththerotorandcanbe
appliedtoactivecontrol．ItismoreandmoreusedinthesupportandvibrationreductionofhighＧspeed
rotatingmachinery．InordertostudythevibrationsuppressionofthetimedelayintherotorＧmagnetic
bearingsystem,thenonlinearvibrationequationoftherotorsupportedbytheeightＧpolelegsmagnetic
bearingisderivedbasedontheprimaryresonance．Themethodofmultiplescalesisappliedtoobtainthe
approximatesolutionofthevibrationequationandthestabilityofthesolutionisalsoanalyzedbyLyaＧ
punovprinciple．The‘vibrationsuppressionarea’ofthetimedelayisdefinedastherangeinwhichthe
stablevibrationamplitudeislessthantheamplitudewhenthetimedelayiszero．Thestudyfoundthat
proportionalgainhasagreaterimpactonthe‘vibrationsuppressionarea’ofthetimedelayrelativeto
derivativegainbythetimedelayＧamplitudecurvesatdifferentproportionalgainsandderivativegains．
Thesametimedelaycannotguaranteesuppressingvibrationatallspeeds,andifthetimedelayisnotseＧ
lectedproperly,itwillcausesysteminstability．BycalculatingtheeccentricityＧamplitudecurves,itis
foundthatthetimedelaycontrolcaneffectivelyreducetheamplitudeduetorotorunbalanceandelimiＧ
natethenonlinearphenomenasuchasmultiplevaluesandjumping,andthesystemstabilityincreases．
Numericalsimulationsverifythecorrectnessoftheanalyticalresults．
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引言

旋转机械是工业生产中最重要的设备之一,在

大部分工业系统中都发挥基础性的作用,其工作性

能的好坏直接关系到整个系统的效率高低．主动电

磁轴承因其优良的特性如:转子与定子不接触、可

施加主动控制等越来越多地被应用于旋转轴的支

撑中．但电磁轴承具有开环不稳定性,需要对其进

行闭环控制,并且控制方法很大程度上决定了电磁

轴承的工作性能．很多先进的控制方法已被应用到

电磁轴承系统中,如滑模控制、H ∞ 鲁棒控制、模糊

控制、神经网络等．上述方法相对于传统的 PID控

制来说具有更好的控制性能及减振效果,但也存在

控制器阶数较高、物理意义不明显等短板,因此还

未在实际电磁轴承系统中广泛应用．
近年来,时滞控制越来越多的被用于减振．时

滞存在于各类控制系统中,在信号的采集、输送以

及处理过程中不可避免地会产生一定的时滞[１]．系

统中时滞的存在可能会使系统性 能 变 差[２],Ji
等[３]理论分析了转子－电磁轴承系统的主共振情

况,并分析了时滞对稳定性的影响,发现随着时滞

量的增加,系统振动幅值增大,稳定解会通过 Hopf
分岔失稳．近年来,研究人员发现当时滞量取某些

值时能对系统的振动起抑制作用．时滞控制就是通

过在控制器中添加主动时滞以达到系统减振的效

果．Saeed等[４Ｇ６]利用时滞饱和控制器去控制梁和转

子的振动,发现当时滞量取某些值时,系统的振动

被抑制．刘显波[７]利用时滞状态反馈改进了PID控

制器去控制纵扭耦合的钻柱系统,发现改进后的控

制器使系统稳定域扩大．Amer等[８Ｇ９]利用时滞反馈

控制器成功减小了 Duffing振子和 RayleighＧvan

derPolＧDuffing振子的振动幅值．赵艳影等[１０]研究

了时滞非线性动力吸振器的减振作用,发现当参数

都调整合适时,系统振动较无时滞可减小９０％左

右．为推进时滞反馈控制的实际应用,Yan等[１１]设

计了实验平台去研究车辆支撑系统中考虑时滞的

最优控制规律,研究结果表明合适的时滞量会降低

系统幅值,但时滞量与振动幅值之间为高度非线性

关系．邵素娟等[１２]利用时滞减振技术成功减小了车

辆主动悬架系统的振动,其运用多尺度法建立了系

统的非线性模型,并研究了系统参数对系统稳定性

的影响．
以上展示了近年来研究人员对于时滞控制的

研究进展,但在高速转子－电磁轴承系统中时滞对

系统的影响以及减振研究报道还较少．因此,本文

主要研究时滞反馈控制在转子－电磁轴承系统中

的应用．首先建立了时滞状态反馈的转子振动方

程;其次利用多尺度法推导出转子在主共振情况下

振动方程的近似解并进行稳定性判定;然后详细分

析了不同时滞量对振动幅值和稳定性的影响,研究

了控制参数对时滞“减振区域”的影响,以及在不同

转速、不同质量偏心率下时滞减振的效果;最后通

过数值计算验证了近似解的准确性．

１　建立模型

图１为转子－电磁轴承闭环系统示意图．电涡

流传感器获得转子位移;控制器根据转子位移计算

出相应控制电压;功率放大器根据控制电压的大小

产生相应的控制电流Ic．系统采用差动驱动模式,

即一个磁铁由偏置电流I０ 与控制电流Ic 的和驱

动,另一个磁铁由两者之差驱动,由此产生电磁力

对转子进行主动控制．

图１　转子－电磁轴承系统示意图

Fig．１　SchematicdiagramofrotorＧactivemagneticbearingsystem

１．１　方程推导

图２为转子－八极电磁轴承系统的截面图．转
子为刚性转子模型,忽略磁泄露、涡流效应等对本

文研究目标影响较小的因素．
第j(j＝１,２,３,４)个磁极对的电磁力[１３]为

００１
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Fj(Ij,wj)＝ －μ０AαN２

４
(I０＋Ij)２
(C０＋wj)２

－
(I０－Ij)２
(C０－wj)２[ ]cosθ,

j＝１,２,３,４ (１)

其中,μ０ 为真空磁导率,Aα 是磁极的横截面积,N
是线圈匝数,I０ 代表偏置电流,Ij 是第j个磁极对

的控制电流,C０ 是磁极与转子的额定间隙,wj 是

第j个方向的转子位移,θ代表电磁力作用在转子

上的角度．

图２　转子－八极电磁轴承系统截面图

Fig．２　SectionalviewofrotorＧeightpolelegsmagnetic
bearingsystem

采用时滞状态反馈的PD控制,有

Ic ＝kpw(t－τ１)＋kdw􀅰(t－τ２) (２)

其中,τ１ 为位移信号总时滞,τ２ 为速度信号总时

滞,kp 为位移增益,kd 为速度增益．
图２中磁极与磁极之间夹角２α＝π/４,因此转

子在第j个磁极对方向的位移与相应控制电流为

w１＝x,I１＝i１,

w２＝xcos(π
４

)＋ysin(π
４

),I２＝i０＋i２

w３＝y,I３＝i０＋i３,

w４＝xcos(３π
４

)＋ysin(３π
４

),I４＝i０＋i４ (３)

x,y 方向电磁力合力为

Fx ＝F１＋F２cos
π
４＋F４cos

３π
４

Fy ＝F３＋F２sin
π
４＋F４sin

３π
４

(４)

其中,Fj(j＝１,２,３,４)代表图２中j方向磁极对

的电磁力．将(１)~(３)带入(４)可得到电磁力的具

体形式．
转子在x 和y 方向上振动方程为

mx􀅰􀅰＝Fx －cx􀅰 ＋meΩ２cos(Ωt)

my􀅰􀅰＝Fy －cy􀅰 ＋meΩ２sin(Ωt)＋mg (５)

其中 m、c、e、Ω、g 分别为转子质量、转子阻尼系

数、质量偏心率、转速、重力加速度,Fx 为水平方向

电磁力合力,Fy 为竖直方向电磁力合力．
引入下列无量纲量

x∗ ＝
x
C０

,y∗ ＝
y
C０

,t∗ ＝
a

mC０
t,

τ∗
１ ＝

a
mC０

τ１,τ∗
２ ＝

a
mC０

τ２ ,

Ω∗ ＝
mC０

a Ω ,k∗
p ＝

kpC０

I０
,

k∗
d ＝

kdC０

I０

a
mC０

,c∗ ＝
cC０

a
a

mC０
,

e∗ ＝
e
C０

,i∗
０ ＝

i０

I０
(６)

其中a＝μ０AαN２I０
２

４C０
２ cosθ．

当转子稳定在中心即y＝０时,y 方向电磁力

合力应与重力平衡[１３],故有

mg＝
(２＋１)μ０AN２

４
(I０＋i０)２

C２
０

－
(I０－i０)２

C２
０

é

ë
êê

ù

û
úúcosθ

＝４(２＋１)ai∗
０ (７)

将式(４),式(６),式(７)带入式(５),得到无量纲

振动方程,见附录公式(１)．为方便表述,略去“∗”,

以下公式推导中符号均为无量纲形式．将得到的无

量纲振动方程进行 Taylor展开到三阶．由于有时

滞项的存在,难以直接表示x 和y 方向上固有频

率,因此进行以下处理[１４]

８kpxτ１＝８kp x－∫
t

t－τ１
x􀅰(σ)dσ[ ] ≈８kp(x－τ１x􀅰)

８kpyτ１＝８kp y－∫
t

t－τ１
y􀅰(σ)dσ[ ] ≈８kp(y－τ１y􀅰)

(８)

为应用多尺度法,在上述 Taylor展开后的无

量纲方程中引入小参数ε整理得

x􀅰􀅰＋ω２
１x＋εμx

􀅰 －ε(μ１y􀅰τ２＋α１yτ１＋３μ２x􀅰２
τ２＋

　μ２y􀅰２
τ２＋３μ３xτ１x􀅰τ２＋μ３yτ１y􀅰τ２＋３α２x２

τ１＋
　α２y２

τ１)x－ε(μ１x􀅰τ２＋２μ２x􀅰τ２y􀅰τ２＋μ３x􀅰τ２yτ１＋

　α１xτ１＋μ３xτ１y􀅰τ２＋２α２xτ１yτ１)y＋

　ε(９μ４x􀅰τ２x２＋３α３xτ１x２＋３μ４x􀅰τ２y２＋

　α３xτ１y２＋２β３xy＋６μ４xyy􀅰τ２＋２α３xyyτ１－
　β１x３－β２xy２＋４μ４x􀅰τ２)＝εeΩ２cosΩt (９a)

y􀅰􀅰＋ω２
２y＋εμy

􀅰 －ε(μ１x􀅰τ２＋２μ２x􀅰τ２y􀅰τ２＋

　μ３y􀅰τ２xτ１＋α１xτ１＋μ３xτ１y􀅰τ２＋２α２xτ１yτ１)x－

１０１
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　ε(μ２x􀅰２
τ２＋α２x２

τ１＋３μ２y􀅰２
τ２＋３α２y２

τ１＋

　 ２μ１y􀅰τ２＋ ２α１yτ１＋μ１y􀅰τ２＋α１yτ１＋

　μ３xτ１x􀅰τ２＋３μ３yτ１y􀅰τ２)y＋ε[β３x２＋

　３μ４x２y􀅰τ２＋α３x２yτ１＋(２＋１)β３y２＋

　９μ４y􀅰τ２y２＋３α３yτ１y２＋６μ４x􀅰τ２xy＋

　２α３xτ１xy－β２y３－β２x２y＋４μ４y􀅰τ２]＝

　εeΩ２sinΩt (９b)

其中xτ１ ,yτ１ 分别代表x(t－τ１),y(t－τ１),x􀅰τ２

,y􀅰τ２ 分别代表x􀅰(t－τ２),y􀅰(t－τ２)．式(９)中各参

数表达式见附录公式(２)．

１．２　多尺度法摄动分析

应用多尺度法[１５]求解无量纲振动方程(９),选

取两个时间尺度,假设解为下列形式:

x(t,ε)＝x０(T０,T１)＋εx１(T０,T１)＋O(ε２)

x(t－τj,ε)＝x０τj(T０－τj,T１－ετj)＋

　εx１τj(T０ －τj,T１－ετj)＋O(ε２)　j＝１,２

y(t,ε)＝y０(T０,T１)＋εy１(T０,T１)＋O(ε２)

y(t－τj,ε)＝y０τj(T０－τj,T１－ετj)＋

　εy１τj(T０－τj,T１－ετj)＋O(ε２)　j＝１,２
(１０)

其中T０＝t,T１＝εt．T０ 为快时间尺度,T１,为慢

时间尺度．
方程(９)中对时间的微分可通过(１１)转化到新

的时间尺度上．

d
dt＝D０＋εD１ ,d２

dt２ ＝D２
０ ＋２εD０D１＋ε２D２

１

(１１)

其中Dj ＝
∂

∂Tj
,j＝０,１．

将(１０),(１１)带入方程(９)中,整理后分离ε的

同次幂:

ε０ 为 　　　D２
０x０＋ω２

１x０＝０ (１２a)

D２
０y０＋ω２

２y０＝０ (１２b)

ε１ 为

D２
０x１＋ω２

２x１＝－２D０D１x０－μD０x０＋
　６μ３x０x０τ１D０x０τ２＋μ３y０y０τ１D０x０τ２＋μ３(x０y０τ１＋
　y０x０τ１)D０y０τ２＋α１(x０y０τ１＋y０x０τ１)－

　α３x０τ１y２
０ －３α３x２

０x０τ１＋α２x０y２
０τ１＋

　３α２x０x２
０τ１＋２α２y０y０τ１x０τ１－２α３x０y０y０τ１＋

　β１x３
０ ＋β２x０y２

０ －２β３x０y０－４μ４D０x０τ２－

　９μ４x２
０D０x０τ２－３μ４y２

０D０x０τ２＋３μ２x０D０x２
０τ２＋

　３μ３x０x０τ１D０x０τ２＋μ１y０D０x０τ２＋
　μ１x０D０y０τ２＋μ２x０D０y２

０τ２＋
　２μ２y０D０y０τ２D０x０τ２－６μ４x０y０D０y０τ２＋
　eΩ２cos(Ωt) (１３a)

D２
０y１＋ω２

２y１＝－２D０D１y０－μD０y０－
　α３x２

０y０τ１－３α３y２
０y０τ１＋α２y０x２

０τ１＋
　３α２y０y２

０τ１＋μ３x０x０τ１D０y０τ２＋
　３μ３y０y０τ１D０y０τ２＋μ３(x０y０τ１＋
　y０x０τ１)D０x０τ２＋α１(x０x０τ１＋y０y０τ１)－

　２α３x０y０x０τ１＋２α２x０x０τ１y０τ１＋ ２α１y０y０τ１＋

　２μ２x０D０y０τ２D０x０τ２＋ ２μ１y０D０y０τ２－

　６μ４x０y０D０x０τ２－４μ４D０y０τ２－(２＋
　１)β３y２

０ ＋β２y３
０ ＋β２x２

０y０＋３μ２y０D２
０y０τ２＋

　μ２y０D２
０x０τ２－３μ４x２

０D０y０τ２－９μ４y２
０D０y０τ２－

　β３(x０
２＋y２

０)＋μ１(x０D０x０τ２＋y０D０y０τ２)＋
　eΩ２sinΩt (１３b)

方程(１２)的解为

x０＝Ax(T１)eiω１T０ ＋A
－

x(T１)e－iω１T０

y０＝Ay(T１)eiω２T０ ＋A
－

y(T１)e－iω２T０ (１４)

其中Ax＝ax/２􀅰eiβx ,Ay＝ay/２􀅰eiβy ,A
－

x,A
－

y 分

别是Ax,Ay 的共轭,i为虚数单位．因此,相应有:

x０τj ＝Ax(T１－ετj)eiω１(T０－τj)＋A
－

x(T１－
　ετj)e－iω１(T０－τj),　j＝１,２

y０τj ＝Ay(T１－ετj)eiω２(T０－τj)＋A
－

y(T１－
　ετj)e－iω２(T０－τj),　j＝１,２ (１５)

对Ax(T１－ετj)和Ay(T１－ετj)进行Taylor
展开,由于ετj ≪１,为方便推导有

Ax(T１－ετj)＝Ax(T１)－ετjD１Ax(T１)＋􀆺≈Ax(T１)

Ay(T１－ετj)＝Ay(T１)－ετjD１Ay(T１)＋􀆺≈Ay(T１)

(１６)

考虑系统处于主共振、内共振、同时共振情况．
为描述Ω,ω２ 与ω１ 的接近程度,引入频率调谐参数

σ１ 和σ２,满足下列关系

Ω＝ω１＋εσ１,ω２＝ω１＋εσ２ (１７)

将式(１４)~(１７)带入式(１３),得到去除永年项

的条件．分离其实虚部,并引入βx(T１)＝εσ１T０ －
θx(T１),βy(T１)＝θy(T１)＋ε(σ１－σ２)T０,得到四

个自治微分方程,见附录公式(３)．
在上面得到的四个自治微分方程中,令θ′x ＝
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θ′y ＝a′x ＝a′y ＝０得到四个代数方程,因为此代数

方程组并没有封闭解,因此利用 NewtonＧRaphson
方法[１６]求解上述代数方程组,得到系统稳态解

[θx０,ax０,θy０,ay０]．上述所得周期解的稳定性可以

通过Lyapunov第一方法进行判定,假设平衡点

[θx０,ax０,θy０,ay０]．将θn ＝θn０ ＋θn１,an ＝an０ ＋

an１(n＝x,y)带入附录中公式(３),其中θ
􀅰
n＝θ

􀅰
n１,a􀅰n

＝a􀅰n１．因此得到在平衡点[θx０,ax０,θy０,ay０]处关于

摄动项的线性化方程

[θ
􀅰
x１,a􀅰x１,θ

􀅰

y１,a􀅰y１]T ＝[J][θx１,ax１,θy１,ay１]T

(１８)

若式(１８)中矩阵J 的所有特征值均具有负实

部,则该解为稳定解,否则为不稳定解．

２　计算结果及分析

为分析时滞反馈控制对转子－电磁轴承系统

的作用,求解上述所得四个自治微分方程[见附录

公式(３)]得到近似解,并利用 MATLAB中ode４５

(τ＝０)求解器及dde２３(τ＞０)求解器[１７]求解式(９)

以验证相同参数下利用多尺度法所得近似解．计算

所用基本参数为:kp ＝１．５、kd ＝０．００５、i０＝０．２、ε＝
０．１、μ＝０．０１、σ１ ＝０．如无特别说明,在下面的分析

图中实线代表稳定解,虚线代表不稳定解．为了分

析方便,本文认为无量纲位移信号时滞量τ１ 与无

量纲速度信号时滞量τ２ 相等,即τ１＝τ２＝τ．
图３展示了水平和竖直方向稳态幅值随时滞

量的变化曲线,时滞量的最大取值为转动周期．可

以看到不同的时滞量会导致不同的振动幅值,并且

稳定性也不同．定义使振幅小于τ＝０时振幅的时

滞范围为时滞量的“减振区域”．图３中标注“SupＧ

pressionrange”的范围内,任意一个时滞量下的振

动幅值均小于τ＝０时幅值,说明此时时滞有助于

减小系统的振动．x 方向该区域是τ ∈ [１．７４,２．

８０],y方向该区域是τ∈ [１．７４,３．１８],可见在x和

y 方向上虽然稳定解的范围一致,但“减振区域”并

不一样,这是由于x 与y 方向上受力不同．

图３　无量纲时滞量－无量纲幅值曲线(实线代表稳定解,虚线代表不稳定解)
Fig．３　DimensionlesstimedelayＧdimensionlessamplitudecurves

(Thesolidlinerepresentsthestablesolution,thedashlinerepresentstheunstablesolution)

　　图４展示了控制器中比例增益kp 为１．３,１．５,

１．８和２．２时的曲线,图５展示了微分增益为０．００３,

０．００５,０．００８和０．０１２时的曲线．对比之下,比例系

数变化时曲线的形状变化更大．表１和表２分别统

计了图４、图５中减振区域的区间,可以看到比例

系数变化时减振区域的变化更大,当kp 为２．２时

减振区域由不连续的四个区间组成．对比表１和表

２,微分系数增大对于减振区域影响较小．适当增大

微分增益有助于提高系统阻尼,也可减小系统的振

动幅值,但减振效果有限,因为过大的微分增益同

时也放大了系统的高频噪声,使系统性能恶化．

表１　不同kp 的减振区域

Table１　Suppressionregionatdifferentvaluesofkp

kp 减振区域

１．３ [２．３４３．９７]

１．５ [１．７４２．８０]

１．８ [１．３４２．２４]

２．２ (００．３１][１．０４１．８３][２．０４２．３５][３．１３３．８４]
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表２　不同kd 的减振区域

Table２　Suppressionregionatdifferentvaluesofkd

kd 减振区域

０．００３ [１．６７２．８２]

０．００５ [１．７４２．８０]

０．００８ [１．８４２,８９]

０．０１２ [１．９８２．９３]

图４　不同比例增益kp 时τＧax 曲线

Fig．４　τＧaxcurvesatdifferentproportionalgainskp

图５　不同微分增益kd 时τＧax 曲线

Fig．５　τＧaxcurvesatdifferentdifferentialgainskd

上面研究了转速与系统固有频率相等(σ１＝０)

情况下的减振效果．为研究其他转速下是否也具有

减振效果,图６展示了图３(b)中 A,B两点代表的

时滞量以及情况下的幅频特性曲线．当τ＝０时,系

统在各转速范围内均稳定且幅值较小,而当时滞量

为０．２３时(点 A),系统的共振区幅值明显增大,且

在σ１∈[－０．０５２,０．０５２]范围内失去稳定性,这对

转子的安全稳定运行造成很大威胁．当时滞量为２．

３时(点B),系统在水平和竖直方向上主共振峰值

均大幅减小,但当转速远离主共振情况时,时滞控

制的效果不一定好,如图６(a)中σ１＝－０．１,τ＝２．３

的幅值要高于无时滞振幅．

图６　不同转速下时滞控制的效果

Fig．６　Effectoftimedelaycontrolatdifferentrotationspeeds

图７展示了不同转速下时滞的“减振区域”．x
和y方向上“减振区域”的分布并不相同,上方区域

面积较大,包括了大多数σ１ 取值．x 方向的上方减

振区域左侧边界为σ１＝－０．０６,而在σ∈ [－０．１,－
０．０６]区间内只有下方减振区域．图６和图７说明在

转速变化时同一时滞量做不到全范围减振,此时可

能根据需要进行时滞量参数的变化以适应减振需

求．但在y方向上合适的时滞量是能做到σ∈ [－０．
１,０．１]范围内均减小振动．

转子不平衡是工程中较为常见的一个问题,质

量偏心相当于对转子施加一个同频激励,使转子产

生强迫振动．工程中若发现转子质量不平衡问题,

一般需要停止设备运行并进行动平衡处理,费时费

力．磁悬浮轴承具有可施加主动控制的优势,无需

硬件改造,只需在算法上进行处理,即可对转子的

不平衡响应进行抑制．图７展示了不同转速下时滞

对无量纲偏心量－无量纲幅值曲线的影响．时滞量

选取了图３“减振区域”中的τ ＝２．３．当τ＝０时,由
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图７　不同σ１ 时的减振区域图

Fig．７　Suppressionregionatdifferentσ１

图８　加入时滞控制前后转子偏心量e－幅值曲线(红点表示数值模拟解)
Fig．８　EccentricityＧamplitudecurvebeforeandafterconsideringtimedelay

(Reddotsindicatenumericalsimulationsolutions)

于电磁力的非线性以及电磁轴承的几何耦合,系统

表现出许多非线性现象,如多值、突跳现象等．系统

在某些转速范围内存在不稳定解,这使系统存在失

稳的风险,如图７(c)(d)中虚线所示．当σ１ 时随着

偏心量的增加转子振动幅值总体趋势是增大的,这

是因为偏心量的增加相当于对转子的激励增大,因

此振动幅值增大．当采用传统PD控制时(τ＝０),系

统在各偏心率下均保持稳定,但幅值较大;采用时

滞反馈控制后(τ＝２．３),系统在水平和竖直方向幅

值均降低．当σ１＝０．０８时系统响应的对比,如图７
(c)(d)．采用线性PD控制时(τ＝０),系统特性曲线

出现不稳定区域,说明系统在某些偏心量下可能会

发生失稳．加入时滞控制后(τ＝２．３),不稳定区域

消失,同时各偏心率对应的振动幅值也大大减小．
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红点表示通过 MATLAB中dde２３求得的数值积

分解,与多尺度法所得近似解吻合良好．以上分析

说明了时滞反馈控制对于最常见的转子不平衡问

题具有良好的抑制作用．

３　结论

本文建立了时滞反馈控制下高速转子－电磁

轴承系统的非线性模型,利用多尺度法求得方程的

近似 解 并 进 行 稳 定 性 判 定,利 用 MATLAB 中

dde２３求解器验证近似解的准确性．主要研究了时

滞反馈控制对于系统主共振峰值及稳定性的影响,

并对时滞量的选取进行了分析,同时考察了时滞反

馈控制对工程中最常见的转子不平衡问题的控制

效果．主要结论如下:

(１)相对于微分增益,比例增益kp 对时滞量

“减振区域”影响较大．
(２)在某些时滞量取值下,转子振动幅值增大

直至失稳,当时滞量取在“减振区域”时有助于减小

转子振动幅值,增强运行稳定性．由于受力的不同,

水平和竖直方向上“减振区域”并不相同．
(３)时滞反馈控制对于转子－电磁轴承系统的

主共振峰值具有良好的抑制作用,但当转速变化时

同一时滞量可能失去减振作用．
(４)时滞反馈控制对转子不平衡响应具有显著

的控制效果,并且消除了一些非线性现象如多值、

突跳等,具有广阔的应用前景．
在高速转子－电磁轴承系统的振动控制中,相

对于其他复杂的控制算法,时滞反馈控制相对简单

且容易理解．本文的研究结果表明其减振效果良

好,具有广阔的应用前景,但伴随而来的问题是若

时滞量取的不好甚至不对,系统将会失去稳定性．
系统非线性与时滞的联合作用使得系统非常复杂,

目前对于时滞量取值的理论指导还较少,多数情况

下要依靠数值模拟结果,为此需要更多的研究．

参考文献

[１] KANGGS,CUIXZ．Computingtimedelayandits

effectonrealＧtimecontrolsystems[J]．IEEETransＧ

actionson ControlSystems Technology,１９９５,３
(２):２１８－２２４．

[２] 胡海岩,王在华．非线性时滞动力系统的研究进展

[J]．力学进展．１９９９．２９(４):５０１－５１２．

HU H Y,WANG Z H．ReviewonnonlineardyＧ

namicsystemsinvolvingtimedelays[J]．Advances

inMechanics．１９９９,２９(４):５０１－５１２．(inChinese)

[３] JIJC．DynamicsofaJeffcottrotorＧmagneticbearing

systemwithtimedelays[J]．InternationalJournalof

NonＧlinearMechanics,２０１３,３８(９):１３８７－１４０１．
[４] SAEEDNA,EIＧGANINIW A,EISSA M．NonlinＧ

eartimedelaysaturationＧbasedcontrollerforsupＧ

pressionofnonlinearbeamvibrations[J]．Applied

MathematicalModelling,２０１３,３７(２０－２１):８８４６－

８８６４．
[５] SAEEDNA,EIＧGANINIW A．TimeＧdelayedconＧ

troltosuppressthenonlinearvibrationsofahoriＧ

zontallysuspendedJeffcottＧrotorsystem [J]．ApＧ

pliedMathematicalModelling,２０１７,４４:５２３－５３９．
[６] SAEEDN A,MOATIMIDG M,ELSABAAF M

F,etal．TimeＧdelayedcontroltosuppressanonlinＧ

earsystemvibrationutilizingthemultiplescaleshoＧ

motopyapproach [J]．ArchiveofApplied MechanＧ

ics,２０２１,９１(３):１１９３－１２１５．
[７] 刘显波．大柔性细长转子系统时滞非线性动力学及

主动控制 [D]．上海:上海交通大学,２０１７．

LIUXB．Dynamicsandcontrolofaslender,flexible

rotorwithtimeＧdelayeffects[D]Shanghai:Shanghai

JiaoTongUniversity,２０１７．(inChinese)

[８] AMERYA,EI－SAYEDAT,KOTBAA．NonＧ

linearvibrationandoftheDuffingoscillatortoparaＧ

metricexcitationwithtimedelayfeedback[J]．NonＧ

linearDynamics,２０１６,８５(４):２４９７－２５０５．
[９] AMERYA,EIＧSAYEDA,ABDEIＧSALAM MN．

PositionandvelocitytimedelayforsuppressionviＧ

brationsofahybridRayleighＧVanderPolＧDuffing

oscillator[J]．SoundandVibration,２０２０,５４(３):

１４９－１６１．
[１０] 赵艳影,徐鉴．时滞非线性动力吸振器的减振机理

[J]．力学学报,２００８,４０(１):９８－１０６．

ZHAOYY,XUJ．Mechanismanalysisofdelayed

nonlinearvibrationabsorber[J]．ChineseJournalof

TheoreticalandAppliedMechanics,２００８,４０(１):９８

－１０６．(inChinese)

[１１] YAN G,FANG M X．Analysisandexperimentof

timeＧdelayedoptimalcontrolforvehiclesuspension

system [J]．JournalofSoundandVibration,２０１９,

４４６:１４４－１５８．
[１２] 邵素娟,任传波,荆栋．时滞非线性主动悬架系统的

减振控制研究 [J]．应用力学学报,２０２１,３８(３):

６０１



第８期 张国荣等:转子－电磁轴承非线性系统时滞减振研究

１２１８－１２２５．

SHAOSJ,RENCB,JINGD．Vibrationcontrolof

nonlinear activesuspensionsystem with timedelay
[J]．ChineseJournalofAppliedMechanics,２０２１,３８
(３):１２１８－１２２５．(inChinese)

[１３] ZHANG W,ZHAN XP．PeriodicandchaoticmoＧ

tionsofarotorＧactivemagneticbearingwithquadＧ

raticandcubictermsandtimeＧvaryingstiffness[J]．

NonlinearDynamics,２００５,４１:３３１－３５９．
[１４] ZHENG K,YU L．EffectsoftimedelayonresoＧ

nanceofanonlinearmagneticbearingsystem with

delayedfeedback [J]．InternationalJournalofApＧ

plied Electromagneticsand Mechanics,２０１０,３３:

１５４７－１５５４．
[１５] 胡海岩．应用非线性动力学 [M]．北京:航空工业出

版社,２０００．

HU HY．Appliednonlineardynamics[M]．Beijing:

AviationindustryPress,２０００．(inChinese)

[１６] 韩丹夫．数值计算方法 [M]．浙江:浙江大学出版社,

２００６．

HAND．Numericalcomputingmethods[M]．ZheＧ

jiang:ZhejiangUniversityPress,２００６．(inChinese)

[１７] SHAMPINELF,THOMPSONS．SolvingDDEsin

MATLAB [J]．Applied Numerical Mathematics,

２００１,３７(４):４４１－４５８．

附录:

１　无量纲振动方程:

x􀅰􀅰＝
[１－kpx(t－τ１)－kdx􀅰(t－τ２)]２

１－x(t)( ) ２ －
[１＋kpx(t－τ１)＋kdx􀅰(t－τ２)]２

１＋x(t)( ) ２ ＋

　 ２
２

１－i０－
２
２

(kp[x(t－τ１)＋y(t－τ１)]＋kd[x􀅰(t－τ２)＋y􀅰(t－τ２)]{ }
２

１－
２
２

[x(t)＋y(t)]{ }
２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

－

　
１＋i０＋

２
２

{kp[x(t－τ１)＋y(t－τ１)]＋kd[x􀅰(t－τ２)＋y􀅰(t－τ２)]}
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

１＋
２
２

[x(t)＋y(t)]{ }
２ －

　
１－i０－

２
２

{kp[y(t－τ１)－x(t－τ１)]＋kd[y􀅰(t－τ２)－x􀅰(t－τ２)]}{ }
２

１－
２
２

[y(t)－x(t)]{ }
２ ＋

　
１＋i０＋

２
２

{kp[y(t－τ１)－x(t－τ１)]＋kd[y􀅰(t－τ２)－x􀅰(t－τ２)]}{ }
２

１＋
２
２

[y(t)－x(t)]{ }
２

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

－cx􀅰 ＋eΩ２cos(Ωt)

(１a)

y¨ ＝
[１－i０－kpy(t－τ１)－kdy􀅰(t－τ２)]２

[１－y(t)]２ －
[１＋i０＋kpy(t－τ１)＋kdy􀅰(t－τ２)]２

[１＋y(t)]２ ＋

　 ２
２

１－i０－
２
２

{kp[x(t－τ１)＋y(t－τ１)]＋kd[x􀅰(t－τ２)＋y􀅰(t－τ２)]}{ }
２

１－
２
２

[x(t)＋y(t)]{ }
２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

－

　
１＋i０＋

２
２

{kp[x(t－τ１)＋y(t－τ１)]＋kd[x􀅰(t－τ２)＋y􀅰(t－τ２)]}{ }
２

１＋
２
２

[x(t)＋y(t)]{ }
２ ＋
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１－

i０

I０
－

２
２

{kp[y(t－τ１)－x(t－τ１)]＋kd[y􀅰(t－τ２)－x􀅰(t－τ２)]}{ }
２

１－
２
２

[y(t)－x(t)]{ }
２ －

　
１＋i０＋

２
２

{kp[y(t－τ１)－x(t－τ１)]＋kd[y􀅰(t－τ２)－x􀅰(t－τ２)]}{ }
２

１＋
２
２

[y(t)－x(t)]{ }
２

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

－

　cy􀅰 ＋４(２＋１)i０＋eΩ２sin(Ωt) (１b)

２　式(９)中各参数意义:

μ１＝４２i０kd,α１＝４２i０kp,μ２＝２k２
d,μ３＝４kpkd,α２＝２k２

p,μ４＝２kd,α３＝６kp,β１＝１２＋４i２
０,

β２＝１２＋１２i２
０,β３＝６２i０,μ＝c－８kpτ１,ω２

１ ＝８kp －８－４i２
０,ω２

２ ＝８kp －８－８i２
０ (２)

３　利用多尺度法得到的自治微分方程:

axω１θ′
x ＝ax[ω１σ１－１６Γ６sin(Ψ３)]＋axa２

y[２Γ５cos(Ψ１５－２θx －２θy)＋２Γ５cos(Ψ１５)－Γ４cos(２Ψ４－
　２θx －２θy)－２Γ５cos(Ψ６)－２Γ１２sin(Ψ１６)＋Γ１２sin(Ψ１３)＋Γ１２sin(Ψ１１)＋Γ１２sin(Ψ１２－２θx －２θy)＋
　Γ１２sin(Ψ１３－２θx －２θy)－６Γ７sin(Ψ４－２θy －２θx)－１２Γ７sin(Ψ４)－３Γ６sin(Ψ３＋２θx ＋２θy)－
　Γ１cos(Ψ１＋２θx ＋２θy)－４Γ１cos(Ψ２)－２Γ１cos(Ψ２－２θx －２θy)－３Γ１１sin(Ψ７－２θx －２θy)－
　Γ１１sin(Ψ７)＋Γ１１sin(Ψ１０)＋２Γ２＋２Γ１０＋２Γ２cos(Ψ５)＋Γ２cos(２Ψ２－２θx －２θy)＋２Γ２cos(Ψ１４－
　２θx －２θy)＋２Γ２cos(Ψ１４)＋Γ１０cos(２θx ＋２θy)＋２Γ４ －６Γ６sin(Ψ３)－２Γ１axay

２cos(Ψ１)]＋
　a３

x[－３Γ３cos(２Ψ３)－９Γ１cos(Ψ１)＋６Γ１１sin(Ψ１３)＋３Γ１１sin(Ψ９)＋６Γ２＋Γ９＋３Γ２cos(２Ψ１)＋

　６Γ３－２７Γ６sin(Ψ３)]＋
１
２eΩ

２cos(θx) (３a)

ω１a′
x ＝ax[－μ

２ω１－１６Γ６cos(Ψ３)]＋axa２
y[３Γ６cos(Ψ３＋２θx ＋２θy)＋Γ１１cos(Ψ７)＋Γ１１cos(Ψ１０)－

　Γ１１cos(Ψ７－２θx －２θy)－Γ１sin(Ψ１＋２θx ＋２θy)＋２Γ１sin(Ψ２－２θx －２θy)－２Γ２sin(Ψ５)－
　２Γ５sin(Ψ１５ －２θx －２θy)－２Γ５sin(Ψ１５－２θx －２θy)＋Γ４sin(２Ψ４－２θx －２θy)＋２Γ５sin(Ψ１５)＋
　２Γ５sin(Ψ６)－Γ１２cos(Ψ１３)＋Γ１２cos(Ψ１１)＋Γ１２cos(Ψ１２－２θx －２θy)＋Γ１２cos(Ψ１３－２θx －２θy)－
　６Γ７cos(Ψ４－２θx －２θy)＋２Γ２sin(Ψ１４)－Γ２sin(２Ψ２－２θx －２θy)－２Γ２sin(Ψ１４－２θx －２θy)＋
　Γ１０sin(２θx ＋２θy)－６Γ６cos(Ψ３)＋２Γ１sin(Ψ１)]＋ax

３[３Γ１１cos(Ψ９)＋３Γ３sin(２Ψ３)＋

　３Γ１sin(Ψ１)－３Γ２sin(２Ψ１)－９Γ６cos(Ψ３)]＋
１
２eΩ

２sin(θx) (３b)

－ayω２θ′
y ＝ay[ω１(σ１－σ２)－１６Γ７sin(Ψ４)]＋a２

xay[－１２Γ６sin(Ψ３)－６Γ６sin(Ψ３＋２θx ＋２θy)－
　Γ３cos(２Ψ３＋２θx ＋２θy)＋２Γ５cos(Ψ１５)＋２Γ５cos(Ψ１５－２θx －２θy)－２Γ５cos(Ψ６)－２Γ１１sin(Ψ８)＋
　Γ１１sin(Ψ１０)－Γ１１sin(Ψ７)＋Γ１１sin(Ψ９＋２θx ＋２θy)－Γ１１sin(Ψ７－２θx －２θy)＋Γ１２sin(Ψ１１)＋
　Γ１２sin(Ψ１３－２θx －２θy)＋Γ１２sin(Ψ１３)－４Γ１cos(Ψ１)－Γ１cos(Ψ２－２θx －２θy)－２Γ１cos(Ψ１＋
　２θx ＋２θy)＋２Γ２cos(Ψ５)＋２Γ２cos(Ψ１４－２θx －２θy)＋２Γ２cos(Ψ１４)＋Γ２cos(２Ψ１＋２θx ＋２θy)－
　３Γ７sin(Ψ４－２θx －２θy)＋Γ１０cos(２θx ＋２θy)＋２Γ２＋２Γ１０＋２Γ３－２Γ１cos(Ψ２)－６Γ７ ysin(Ψ４)]＋
　a３

y[６Γ２＋３Γ１０＋６Γ４－３Γ４cos(２Ψ４)－６Γ１２sin(Ψ１６)＋３Γ１２sin(Ψ１２)－９Γ１cos(Ψ２)＋

　３Γ２cos(２Ψ２)－２７Γ７sin(Ψ４)]－
１
２eΩ

２sin(θy) (３c)

ω２a′y ＝ay[－μ
２ω２－１６Γ７cos(Ψ４)]＋a２

xay[Γ１１cos(Ψ１０)－Γ１１cos(Ψ７)＋Γ１２cos(Ψ１３)＋Γ１２cos(Ψ１１)＋

　Γ１１cos(Ψ９＋２θx ＋２θy)＋Γ１１cos(Ψ７－２θx －２θy)－Γ１２cos(Ψ１３－２θx －２θy)＋２Γ５sin(Ψ１０)－
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　２Γ５sin(Ψ１５)＋２Γ５sin(Ψ１５－２θx －２θy)＋Γ３sin(２Ψ３＋２θx ＋２θy)－２Γ２sin(Ψ１４)－２Γ２sin(Ψ５)＋
　２Γ２sin(Ψ１４－２θx －２θy)＋２Γ１sin(Ψ１＋２θx ＋２θy)－Γ１sin(Ψ２－２θx －２θy)－６Γ６cos(Ψ３＋
　２θx ＋２θy)＋３Γ７cos(Ψ４－２θx －２θy)－Γ１０sin(２θx ＋２θy)－Γ２sin(２Ψ１＋２θx ＋２θy)＋２Γ１sin(Ψ２)－
　６Γ７cos(Ψ４)]＋ay

３[３Γ１２cos(Ψ１２)＋３Γ４sin(２Ψ４)－３Γ２sin(２Ψ２)＋３Γ１sin(Ψ２)－９Γ７cos(Ψ４)]－

　 １
２eΩ

２cos(θy) (３d)

上式中各参数说明:

Γ１＝
α３

８
,Γ２＝

α２

８
,Γ３＝μ２

８ω２
１,Γ４＝μ２

８ω２
２,Γ５＝μ２

８ω１ω２,Γ６＝μ４

８ω１,Γ７＝μ４

８ω２,Γ８＝
f１

８
,Γ９＝

３β１

８
,

Γ１０＝β２

８
,Γ１１＝μ３

８ω１,Γ１２＝μ３

８ω２,Ψ１＝ω１τ１,Ψ２＝ω２τ１,Ψ３＝ω１τ２,Ψ４＝ω２τ２,Ψ５＝ω１τ１＋ω２τ１,

Ψ６＝ω１τ２＋ω２τ２,Ψ７＝ω２τ１－ω１τ２,Ψ８＝ω１τ１－ω１τ２,Ψ９＝ω１τ１＋ω１τ２,Ψ１０＝ω１τ２＋ω２τ１,

Ψ１１＝ω１τ１＋ω２τ２,Ψ１２＝ω２τ１＋ω２τ２,Ψ１３＝ω２τ２－ω１τ１,Ψ１４＝εσ２τ１,Ψ１５＝εσ２τ２,Ψ１６＝ω２τ１－ω２τ２
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