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一类小车倒立摆的起摆稳摆时滞控制研究∗
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(１．西南交通大学 力学与航空航天学院,成都　６１００３１)

(２．中国航发 四川燃气涡轮研究院,成都　６１０５００)

摘要　主动控制中不可避免地存在时滞现象．本文研究了一级小车倒立摆由起摆到稳摆的时滞切换控制,包

括非线性时滞起摆控制和线性时滞串级PD控制两种控制方法．为分析时滞对系统瞬态时域性能的影响,本

文使用含时滞的线性表达式对特定运动时刻的 Lyapunov函数导数进行近似,得到了时滞影响系统能量输

入的简单判别式,发现时滞可优化非线性起摆控制阶段的能量输入．同时,使用定积分法分析了稳摆阶段的

稳定性,得到了时滞的稳定性区间．针对本文所研究的小车倒立摆系统,综合起摆阶段和稳摆阶段的时滞取

值范围,以引入适当的时滞,可以同时实现优化瞬态时域特性和稳定性的效果．
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DelayedSwingupandStabilityControlofaClassofCartＧPendulumSystem∗
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Abstract　TimedelayisaninevitablefactorintheactiveＧcontrolloop．Thispaperstudiesthedelayed
switchingcontrolofaninvertedsinglependulumonacart,byusingthedelayednonlinearswingupconＧ
trolandthedelayedlinearcascadePDstabilitycontrol．ToanalyzethedelayeffectonthetransienttimeＧ
domainperformanceofthesystem,thederivativeoftheLyapunovfunctionataspecificmomentofmoＧ
tionislinearized,andasimplecriterionisthenproposedforjudgingthetransientperformancebasedon
thederivative．Itisfoundthatthetimedelaycandecreasetheenergyinputrateoftheswingupcontrol,
andhenceimprovethetransientperformance．ThedefiniteintegralmethodisthenusedtostudythestaＧ
bilityofthesinglependulum,andthestableintervalofthedelayvalueisobtained．Casestudyshows
that,withconsideringthedelayeffectofboththeswingupcontrolandthestabilitycontrol,anapproＧ
priatetimeＧdelayvaluecanbeidentifiedtoimprovethecontrolperformancesforbothtransientandstaＧ
bilityperformanceofthesystem．

Keywords　invertedpendulum,　timedelay,　transienttimeＧdomaincharacteristics,　cascadePDconＧ
trol,　stabilityanalysis
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引言

倒立摆系统结构简单,同时又具有强耦合、强

非线性和开环不稳定等特点,是控制理论和实验研

究的理想平台．含倒立摆原理的系统十分常见,以
四轴飞行器为例,孔凡国等[１]将该飞行器从三维空

间简化为二维平面内的倒立摆模型,从而降低了研

究难度．火箭在上升阶段对俯仰角的控制也可以抽

象为传统倒立摆的稳定控制[２,３]:Gomez等人[２]用

含复杂气动力的倒立摆模型对无尾翼火箭进行建

模,并提出了其主动导航策略;罗轶欣等[３]根据倒

立摆模型搭建了三维火箭稳定控制平台．Tanaka
等[４]将轮式机器人简化为轮式倒立摆模型,并在简

化后倒立摆模型的顶部安装控制力矩陀螺,进一步

研究机器人的姿态稳定控制．以上这些实例均为含

倒立摆原理的模型,将这些模型简化为倒立摆系统

后更便于检验控制律、优化分析等．
小车倒立摆系统通过小车控制倒立摆的运动,

其控制方式主要包括起摆控制和稳摆控制两种[５]．
起摆控制通常使用基于能量的控制律[６],即通过对

摆杆的能量控制来起摆．但纯能量控制策略可能导

致小车位移过大,因此需进一步优化,比如:通过引

入小车位移极限来满足系统对小车位移的限制[７];

利用自激原理改进的能量法[８]能够快速积蓄动能,

不仅能在极少的摆动周期内实现摆起,还能用力矩

很小的电机完成大负载倒立摆系统的摆起．稳摆控

制可以使用经典的PID控制或最优二次型控制等

等．针对PID控制使用试凑法调试参数的缺点,可
通过遗传算法等来整定 PID 参数[９],进而优化控

制效果．
在工程领域的主动控制技术中不可避免地存

在时滞现象,例如信号经过低通滤波器后存在延

时,这种特性称为滤波器的群时延[１０]．为了减少时

滞对控制的影响,需要将时滞引入控制律中进行考

虑．刘建均等[１１]在汽车悬架系统中引入时滞加速度

反馈控制,通过粒子群优化算法得到了不同路面激

励频率下的最优时滞,以改善汽车的隔振性能．姚

远等[１２]在研究列车转向架控制系统的稳定性时也

考虑了时滞的影响,发现列车在高速运行情况下,

在一定范围内增加时滞可提高系统稳定性,但较大

时滞导致系统失稳,文章同时提出了一种反馈附加

振子的方法来减小时滞的影响．在针对轮式倒立摆

的稳摆运动研究中,若以单个加速度计为传感器,

则时滞P控制和时滞 PD控制都无法使得系统稳

定,但通过附加阻尼装置,稳摆运动在包含控制时

滞的情况下得到控制[１３]．在实践中,实际控制器的

时滞量可能会存在波动变化．比如,由于传感器的

采样时间和时滞是时变的,Fritjof等[１４]设计了一

种测量系统偏差更新方法,使得在时滞和采样时间

是时变的情况下仍可以提供稳定的过程估计,但该

方法仅在时滞小于或等于采样时间时才成立．陈晓

昊[１５]在研究磁浮系统的时滞控制时,考虑真实条

件下时滞不是定值,并通过试验得知了时滞大小在

０．０１５~０．０２０s之间,据此研究了控制器波动时滞

对磁浮系统稳定性的影响．赵远征[１６]研究了车载伺

服系统时滞波动τ±３０时控制器的效果变化,并发

现分数阶PD控制器相比整数阶 PID控制器有更

强的鲁棒性．Insperger[１７]研究了车削过程状态相

关时滞模型的非线性动力学特性,该模型考虑的时

滞与系统状态,不仅取决于工件的旋转,还受到刀

具振动的影响．Stepan等将零阶保持的数字控制系

统等效为具有时变时滞的连续系统,进而使用半离

散化方法对系统的稳定性和非线性动力学进行研

究[１８,１９]．Lyapunov稳定性判据也被用于处理时变

时滞系统的稳定性问题,比如自由权方法[２０],转化

为区间时变时滞法系统进行研究[２１],等等,这些工

作相当一部分致力于降低结果的保守性．综上可

见,考虑控制系统中的时滞是有必要的,不仅可以

厘清时滞的不利影响,还可能利用时滞,实现更好

的控制效果,进行相关研究．
小车倒立摆从起摆控制到稳摆控制的过程,涉

及控制律的切换．切换系统是由一系列的连续或离

散的子系统以及协调这些子系统之间的切换规则

组成的混合系统．切换时滞系统是结合时滞和切换

信号提出的一种特殊的切换系统,其模型比一般切

换系统更加复杂[２２]．共同Lyapunov泛函方法[２３]是

早期学者研究切换时滞系统在切换信号下是否稳

定的方法,所有子系统共享一个公共的 Lyapunov
泛函,但没有考虑各个子系统的特殊性是它的局

限;后续的切换Lyapunov泛函方法则考虑了每个

子系统的特殊性,Daafouz等[２４,２５]就利用切换LyaＧ

punov泛函方法及相关理论研究了切换系统的稳

定性与控制问题．李志成[２６]用一种模型转化方法,

将切换时滞系统转化成首尾相连的输入输出系统,

３８
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通过新的Lyapunov函数辅助输入输出方法,研究

切换时滞系统的稳定性,其还利用输入输出方法研

究了具有部分转移概率已知的时变时滞马尔科夫

跳变系统的稳定性分析[２７]．Sun等[２８]研究了切换

时滞系统的稳定性分析和增益分析问题．Zhang
等[２９]讨论了离散切换时滞系统的稳定性分析问题．
值得注意的是,当前针对切换时滞系统的研究中,

主要集中于探究系统的稳定性,而鲜有关于瞬态时

域性能的研究工作．在小车倒立摆的控制中,小车

的摆幅大小是典型的瞬态响应．过大的小车摆幅受

限于系统空间限制可能难以实现,同时也会消耗过

多的控制能量．因此,研究小车倒立摆的起摆和稳

摆的切换控制,也应该关注时滞对于瞬态时域性能

的影响．
本文以一级小车倒立摆系统为研究对象,使用

时滞能量起摆控制和时滞串级 PD 控制分别对系

统进行起摆和稳摆控制,同时研究了两种控制在切

换过程中时滞的影响．本文所研究控制器中均为常

时滞,并不考虑控制器中时滞量的波动变化．在研

究过程中,提出了一种简化方法,以分析时滞对系

统稳定性以及瞬态时域性能的影响;同时,将时滞

作为优化参数,发现考虑系统时滞的控制律,可以

实现比无时滞控制更好的控制效果．本文的研究成

果可为类似系统的时滞控制研究提供理论参考．

１　系统的切换控制模型

１．１　系统模型

图１　小车倒立摆系统的模型示意图

Fig．１　Modeldiagramoftrolleyinvertedpendulumsystem

倒立摆的系统模型如图１所示,其结构参数等

由表１给出．由Lagrange方程法[３０],可以得到系统

的动力学模型为:

(M ＋m)x􀅰􀅰＋bx􀅰 ＋mlφ
􀅰２sinφ－mlφ

􀅰􀅰
cosφ＝u

(１a)

(I＋ml２)φ
􀅰􀅰
－mglsinφ＝mlx􀅰􀅰cosφ (１b)

其中x 为小车位移、φ 为摆杆与竖直向上方向的夹

角角度,u 为控制力．
初始状态下,倒立摆位于垂直向下的角度,即

φ＝－π．本文通过控制力u 控制小车的运动,先使

用起摆控制律将倒立摆摆起,再切换至稳摆控制

律,使倒立摆稳定在垂直向上的角度．整个控制过

程应当尽可能使小车位移小、稳摆时间短．

表１　小车倒立摆系统的参数设置

Table１　Parametersettingoftrolleyinverted
pendulumsystem

Physicalquantities
andvariables Physicalmeaning

Numericalvalue
andphysicalunit

M Massoftrolley １kg

m Massofthependulum ０．２kg

b Dampingoftrolley ０．１N/m/s

l Halflengthofpendulum ０．２５m

I Momentofinertiaofpendulum ０．００４１７kg􀅰m２

g Accelerationofgravity ９．８m/s２

１．２　起摆控制

我们考虑含时滞的能量控制律来进行起摆控

制,参考文献[３１]中的控制律,其中控制律的能量

描述主要是基于摆杆的机械能．
设摆杆在自然下垂的状态下重力势能为－２mgl,

在摆杆竖直向上稳定时重力势能为０．摆杆在转动

时,机械能为

Ep＝
１
２

(I＋ml２)φ
􀅰２＋mgl(cosφ－１) (２)

考虑到轨道长度的限制,小车的速度最终应收

敛到零．将Lyapunov函数设置为

V＝
１
２

(E２
p＋mlηx

􀅰２) (３)

式(３)应满足V ＞０、dV
dt ＜０,且其中可调系数

η的量纲为 MLT－２,对式(３)求时间导,得到

４８
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dV
dt＝Epφ

􀅰[(I＋ml２)φ
􀅰􀅰
－mglsinφ]＋mlηx

􀅰x
􀅰􀅰

(４)

并根据式(１b),可得

dV
dt＝x􀅰􀅰ml(Epφ

􀅰
cosφ＋ηx

􀅰) (５)

本文直接根据文献[３２]构造控制律:

u＝k􀅰(Epφ
􀅰
cosφ＋ηx

􀅰) (６)

其中k为小于０的可调参数,量纲为L－１T,式(６)

与式(５)括号内表达式相同,其中φ
􀅰

项是为了施加

与小车摆角相反的力,以利于迅速起摆[６];ηx
􀅰 项是

为了控制小车的位移[３１]．
本文考虑状态变量具有时滞,对式(６)进行处

理,最终得到时滞起摆控制律为:

u＝k{[１
２αφ

􀅰２(t－τ)＋β(cosφ(t－τ)－１)]

　􀅰φ
􀅰(t－τ)cosφ(t－τ)＋ηx

􀅰(t－τ)} (７)

其中k、α、β、η均为可调参数,且α、β的量纲分别为

ML２、ML２T－２,本文中取α＝０．００４２、β＝０．４９,将k
和η作为主要控制参数．

１．３　稳摆控制

当倒立摆摆起到一定角度后,控制律切换为稳

摆控制律．在稳摆阶段,摆杆晃动幅度较小,可以使

用线性控制方法．在此平衡点φ＝０处对系统方程

(１a)、(１b)进行线性化处理,可得:

(M ＋m)x􀅰􀅰＋bx􀅰 －mlφ
􀅰􀅰
＝u

(I＋ml２)φ
􀅰􀅰
－mglφ＝mlx􀅰􀅰{ (８)

后续使用时滞串级 PD 控制来对摆杆角度和

小车位移进行控制,控制流程如下图:

图２　串级PD控制示意图

Fig．２　SchematicdiagramofcascadePDcontrol

其中Φ(s)、X(s)、U(s)分别为φ、x、u的拉氏变换．
在该控制下,系统所受控制力即:

u＝－Kp１φ－Kd１φ
􀅰
－Kp２x－Kd２x􀅰 (９)

式(９)中 Kp１、Kd１、Kp２、Kd２ 为分别为角度、角速

度、小车位置、小车速度偏差增益．
在串级PD控制中引入时滞τ,可得时滞串级

PD控制:

u＝－Kp１φ(t－τ)－Kd１φ
􀅰(t－τ)－

　Kp２x(t－τ)－Kd２x􀅰(t－τ) (１０)

２　起摆时滞的影响分析

本节探究时滞对起摆控制时系统能量的影响．
我们研究摆杆一个周期内的运动状态的变化．其

中,摆杆运动的一个周期定义为,摆杆从竖直向下

且负方向摆动开始,并再次回到竖直方向且角速度

方向同样为负的状态．探究此时时滞的影响．

Lyapunov函数(３)主要与能量有关,本文从该

函数入手,并研究 Lyapunov函数的时间导数(５)．
起摆控制律依据式(５)括号内的式子,类似于起摆

控制中引入时滞,在式(５)括号内式子中也引入时

滞,可以得到

　dV
dt＝x􀅰􀅰(t)􀅰ml{{１

２
(I＋ml２)φ

􀅰２(t－τ)＋

mgl[cosφ(t－τ)－１]}φ
􀅰(t－τ)cosφ(t－τ)＋

ηx
􀅰(t－τ)} (１１)

式(１１)是一个复杂的非线性方程,难以进行有

效分析．为简化分析,我们对系统每次由负方向运

动至φ＝－π时的情况进行分析．此时有φ(t)＝－

π,由于时滞很小,也近似认为φ(t－τ)＝－π．同

时,考虑时滞很小,对式(１１)做关于时滞的一阶泰

勒展开．可得

dV
dt

(τ)＝A＋B􀅰τ (１２)

其中

　

A＝x􀅰􀅰ml{[１
２

(I＋ml２)φ
􀅰２＋mgl(cosφ－１)]

　　􀅰φ
􀅰
cosφ＋ηx

􀅰}

B＝x􀅰􀅰ml􀅰[－
３
２

(I＋ml２)φ
􀅰２φ

􀅰􀅰

－mgl(cosφ－１)φ
􀅰􀅰
cosφ－ηx

􀅰􀅰]

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(１３)

对于无时滞系统,有A＜０,当时滞很小时,可

以得到:(a)若B＞０,则引入时滞会令式(１２)的系

统的能量变化变慢;(b)若B＜０,则引入时滞会令
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式(１２)的系统的能量变化变快．需要注意的是,以

时滞为小量进行泰勒展开,需要考虑研究问题的特

性,比如将时滞微分方程泰勒展开为常微分方程以

进行稳定性分析,往往是不可取的．同时,上式分析

的是摆杆竖直向下时刻的能量变化速度,该规律是

否适用于整个周期的运动,我们可以使用数值方法

进行验证,或者多选取一些特殊位置进行类似分析．
接下来根据调试结果,我们设定系统的控制增

益为k＝－１．３、η＝－１进行数值仿真分析,初始条

件为 [φ φ
􀅰

x x􀅰]T ＝[－π －０．２ ０ ０]T ．对

于无时滞系统,摆杆运动完第一个周期后,将系统

状态参数代入式(１２)中,此时系统各状态变量为φ
􀅰

＝ －１．８３６７rad/s、φ
􀅰􀅰 ＝ －６．６０３５rad/s２、x􀅰 ＝

０．００１９m/s、x􀅰􀅰 ＝２．２１２８m/s２,再代入其他参数,有

A１＝ －０．１９３６kg２m４/s５、B１＝１．０２２４kg２m４/s６,可得

dV
dt

(τ)＝－０．１９３６＋１．０２２４􀅰τ (１４)

式(１４)中,随着时滞τ的增大,dV
dt

的幅值会变

小,这说明引入时滞起到阻尼的效果,使得系统的

能量变化变慢．
同理,继续研究摆杆运动完第二个周期后的状

态可得φ
􀅰

＝－９．００４２rad/s、φ
􀅰􀅰

＝－２８．７８００rad/s２、

x􀅰 ＝０．０５２７m/s、x􀅰􀅰 ＝９．２６８９m/s２,进一步计算可得

A２＝ －１．３２２２kg２m４/s５、B２＝４４．４０１４kg２m４/s５,有

dV
dt

(τ)＝－１．３２２２＋４４．４０１４􀅰τ (１５)

可见此时时滞的效果与第一个周期时相同．
首先研究前几个周期内系统 Lyapunov函数

(３),考虑三种时滞情况,τ＝０s 时,初始条件为

[φ φ
􀅰

x x􀅰]T ＝ [－π －０．２ ０ ０]T ;τ＝０．

０２s和τ＝０．０３s时,分别将初始函数设置为

φ(t)＝－π

φ
􀅰(t)＝－０．２

x(t)＝０

x􀅰(t)＝０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

,t∈ [－０．０２,０] (１６)

φ(t)＝－π

φ
􀅰(t)＝－０．２

x(t)＝０

x􀅰(t)＝０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

,t∈ [－０．０３,０] (１７)

图３给出了前几个周期内系统 Lyapunov函

数(３)的结果．可以发现,在前两个周期,带有时滞

系统的能量明显比无时滞系统的能量变化地慢．再

研究前几个周期内经处理的 Lyapunov函数导数

(１２)的变化,此时只利用无时滞系统的仿真数据,

将三种时滞代入式(１２)中,结果于图４可见．图４
中在２．５s后虽有部分数值会大于０,但此时摆杆已

基本摆起,可以顺利切换到稳摆控制,因此可以认

为起摆控制律总体上是有效的．在３s之前,图４主

要有三个峰值,后两个峰值处含时滞系统的能量变

化速度(幅值)要明显小于无时滞系统的能量变化

速度．这使得时滞系统的摆杆到达切换控制处时,

角速度会比无时滞情况下要小,进而令后续的稳摆

控制也能更快稳定．但在时滞较大时,起摆过程中

摆杆则会出现明显的滞后,所以要选择合适的时滞

来优化起摆．

图３　不同时滞下的Lyapunov函数

Fig．３　Lyapunovfunctionwithdifferenttimedelays

图４　不同时滞下的Lyapunov函数的导数

Fig．４　DerivativeofLyapunovfunctionwithdifferenttimedelays
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３　稳摆时滞的影响分析

３．１　系统特征函数

稳摆过程摆杆晃动角度较小,因此可以使用线

性方法,通过分析受控系统的最大实部特征根的位

置,来讨论控制效果．将控制律(１０)代入式(８),并

进行拉普拉斯变换,可得

　 (M ＋m)X(s)s２＋bX(s)s－mlΦ(s)s２＝

－Kp１Φ(s)e－sτ－Kd１Φ(s)se－sτ－Kp２X(s)e－sτ－
Kd２X(s)se－sτ(I＋ml２)Φ(s)s２－mglΦ(s)＝
mlX(s)s２ (１８)

由式(１８)可得:

L􀅰
X(s)

Φ(s)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú＝

０

０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(１９)

其中L＝
C D
E F
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

,有

C＝(M ＋m)s２＋bs＋Kp２e－sτ ＋Kd２e－sτ

D＝－mls２＋Kp１e－sτ ＋Kd１se－sτ

E＝mls２

F＝mgl－(I＋ml２)s２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(２０)

将式(２０)中的替换为λ,并由|L|＝０,可得系

统的特征方程

　f(λ;τ):＝ [(M＋m)(I＋ml２)－m２l２]λ４＋
[(I＋ml２)(b＋Kd２e－λτ)＋Kd１mle－λτ]λ３＋
[Kp１mle－λτ ＋(I＋ml２)Kp２e－λτ－(M＋m)mgl]λ２＋
[－mgl(Kd２e－λτ ＋b)]λ－mglKp２e－λτ ＝０

(２１)

３．２　特征根计算

为研究时滞对于特征根λ(τ)的影响,我们采用

数值算法[３２],通过隐式微分求解由f(λ;τ)＝０得到

的非线性常微分方程来得到λ(τ)．该方程如下:

dλ
dτ＝－

∂f
∂τ

(λ;τ)

∂f
∂λ

(λ;τ)
,τ ＞０

λ(０)＝λ０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(２２)

通过代入不同的初始条件λ(０),可以得到满

足f(λ;τ)＝０的不同解支的λ(τ)．
对于线性时滞系统而言,其特征根解支有无穷

个,此处我们列出对系统响应影响最大(即特征根

实部最大)的两个解支,如下图５所示．这两个解支

可由特 征 方 程 的 特 征 根 －０．２０６８±１．３４６７i和

－１１．７４２３±９．３９７７i为初始条件得到．系统其他的

特征根实部均非常小,对系统响应的影响也很小,

因此可以忽略．

图５　特征根实部与时滞关系图(为便于观察最大实部特征根,
图(b)为图(a)中纵轴靠近零处的放大)

Fig．５　Therelationshipbetweenrealpartofcharacteristicroot
andtimedelay(Fortheconvenienceofobservingthe

maximumrealpartofcharacteristicroot,Fig(b)showsthe
magnificationoftheverticalaxisnearzeroinFig(a))

计算结果于图５可见,特征根λ１ 的实部在区

间[０,０．０５s]内,随着时滞的变大先变小再变大,最

终在τ ＝０．０４６２s处越过坐标轴;特征根λ２ 的实部

变化不大,并且始终没有越过坐标轴．于是可以得

到时滞稳定区间为[０,０．０４６２s]．进一步地,由于最

大实部特征根的实部在[０,０．０４５s]内一直减小,甚

至在时滞区间[０,０．０２１s]内两对根的实部均在变

小,我们可以得出结论:系统在小时滞情况下,有时

滞控制相较于无时滞控制效果理论上应该更好．不

过由于最大实部特征根的实部变小的程度较低,实
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际上有时滞控制相较于无时滞控制,在收敛速度上

的区别并不明显．从最优的角度来说,根据文中图

５(b),系统的稳摆时滞约０．０４５s时,最大实部特征

根实部为负,且绝对值最大,故可以认为此时系统

稳定性最好,且摆角收敛最快;但考虑到系统鲁棒

性,若时滞值超过０．０４６２s,系统将会失稳,控制律

会失效,因此０．０４５s的时滞从鲁棒性角度来说不

是较好选择,实际时滞应该取小于０．０４s更为适宜．
后续用定积分判别法[３３,３４]来验证其时滞稳定

区间．定积分判别法由辐角原理发展而来,计算相

对简便,且适用于含多个离散时滞的中立型或滞后

型时滞微分方程的稳定性分析．首先计算系统的特

征函数f(λ;τ),利用式

N ＝round(－
１
π∫

T

０R(f′(iω;τ)
f(iω;τ))dω＋

n
２

)

(２３)

将特征函数f(λ;τ)代入式(２３)中,积分上限

T取２００(积分上限的临界值可参考文献[３４]);

R(􀅰)为实部,n 为特征函数最高次数,对于该系统

n＝４,为取整函数．代入时滞进行计算,计算结果

若,则系统渐近稳定;若N＞０,系统不稳定．将相关

的参数代入式(２３)中,通过计算,可得到不稳定根

个数与时滞的关系,于图６可见．

图６　不稳定根个数与时滞的关系图

Fig．６　Diagramoftherelationshipbetweenthenumberof
unstablerootsandthetimedelay

系统特征方程的解的不稳定根个数为零时,此

时系统为渐近稳定,即图６的 N＝０的部分,在该

时滞范围之内,系统渐近稳定．取 N＝０时最右端的

点,可以得到该点的坐标为(０．０４６,０)．因此,在时滞

范围[０,０．０４６s]内,该系统能够渐近稳定．与图５得

到的时滞稳定区间[０,０．０４６２s]可以相验证．

４　时滞的综合影响

在前两节的研究基础上,本节联合起摆控制和

稳摆控制对小车倒立摆系统进行数值仿真分析．设

定系统的控制增益为k＝－１．３,η＝－１,Kp１＝１００,

Kd１＝１０,Kp２＝－１５,Kd２＝－５;当摆杆与竖直向上

位置的夹角小于０．４rad时,进行由起摆到稳摆的

控制切换;同时由于硬件相同,本文假设起摆和稳

摆的时滞一致,不考虑控制器中时滞的波动,同时

作者认为研究时滞τ＝０s、τ＝０．０２s、τ＝０．０３s三种

情 况．将 初 始 条 件 [φ φ
􀅰 x x􀅰]T 设 置 为

[－π －０．２ ０ ０]T ,含时滞的两种情况的初始

函数为

φ(t)＝－π

φ
􀅰(t)＝－０．２

x(t)＝０

x􀅰(t)＝０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

,t∈ [－０．０２,０] (２４)

φ(t)＝－π

φ
􀅰(t)＝－０．２

x(t)＝０

x􀅰(t)＝０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

,t∈ [－０．０３,０] (２５)

仿真结果见图７到图１０．
由图７到图１０可知,三种时滞都可以使得系

统实现起摆到稳摆的控制,但是控制过程中系统的

瞬态响应有较大区别,尤其是小车的运动范围在稳

摆阶段的差异尤其明显．进一步地,三种时滞情况

下摆杆到达平衡位置的时间以及摆杆的角速度相

差无几,但在τ＝０．０２s、τ＝０．０３s的情况下,稳摆阶

段小车的运动范围以及速度幅值均要比零时滞时

更小,且τ＝０．０３s时小车的运动范围最小．由前面

的分析可知,虽然稳摆阶段小车运动范围差异最

大,但其原因实质是因为时滞对起摆阶段的影响不

同,使得切换后,稳摆阶段摆杆的初始角速度在有

时滞时,比无时滞情况下要小．因此,综合两阶段时

滞对摆杆和小车的影响,我们认为对于该系统,选

取τ＝０．０３s可有效达到优化控制效果的作用．考虑

到实践中控制器已存在一定的时滞,若该时滞比需

要的时滞τ＝０．０３s还低,则可以通过在控制律中

人为引入时滞来改善控制效果;若控制器里时滞比
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需要的时滞τ＝０．０３s高,则需要通过改善硬件、时

滞补偿等方法来降低时滞．

图７　倒立摆角度与时间关系

Fig．７　Relationshipbetweenangleofpendulumandtime

图８　倒立摆角速度与时间关系图

Fig．８　Relationshipbetweenangularvelocityof
pendulumandtime

图９　小车位移与时间关系图

Fig．９　Relationshipbetweendisplacementoftrolleyandtime

图１０　小车速度与时间关系图

Fig．１０　Relationshipbetweenspeedoftrolleyandtime

另外,本文尚未综合考虑起摆稳摆控制下的时

滞最优解问题,由于起摆控制和稳摆控制的优化目

标不同,故稳摆控制的最优时滞也并非最优的起摆

时滞．综合控制下的最优时滞,需要根据优化目标

确定各指标的权重,并结合多参数最优方法进行分

析．本文在满足一定鲁棒性的基础上,在０,０．０２s,

０．０３s三种工况中选取了时滞影响较好的情况,而

对于最优时滞还有待进一步研究．

５　结论

本文对一级小车倒立摆进行起摆和稳摆控制,

并研究了时滞控制效果的影响,包括系统的瞬态时

域特性和稳定性．其中,提出了一种简化方法,使用

线性时滞表达式,对特定运动时刻的 Lyapunov函

数导数进行近似,证明了时滞可以优化非线性起摆

控制阶段的能量输入;同时使用定积分法分析了稳

摆的稳定性．研究表明,在小时滞的情况下,由于时

滞能有效减小系统摆杆在切换时刻的动能,增大时

滞使得小车的往返运动幅值也会明显变小．在稳摆

阶段,随时滞增大,系统的稳定性先是增强,而后减

弱直至失稳．因此,对于小车倒立摆系统引入适当

的时滞控制,可以同时实现优化瞬态时域特性和稳

定性的效果．
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