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具有时滞反馈控制的双稳态压电－电磁式

俘能器的随机动力学∗

孙成佳１　靳艳飞１†　张艳霞２

(１．北京理工大学宇航学院力学系,北京　１０００８１)(２．西安科技大学理学院数学系,西安　７１００５４)

摘要　本文研究了色噪声激励下具有时滞反馈控制的双稳态压电－电磁混合式俘能器的动力学特性．首先,

建立了非线性双稳态压电－电磁俘能器的集中参数型机电耦合运动方程,并基于能量包线随机平均法推导

得到系统稳态概率密度函数和平均输出功率表达式,通过蒙特卡洛数值方法验证了理论解的正确性．其次,

分析了时滞和反馈增益系数对系统输出功率的影响．研究结果表明:在一定参数范围内,随着位移时滞与速

度时滞的增加,输出功率出现周期性变化,并在特定的时滞与反馈增益组合下达到最大值;调节反馈增益系

数可以改变输出功率的相位和大小．说明通过合理地设置时滞反馈控制可以提高俘能器的采集功率,为随机

激励下非线性振动俘能器的设计和优化提供一定的理论依据．

关键词　压电－电磁混合式俘能器,　能量包线随机平均法,　时滞反馈控制,　输出功率
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StochasticDynamicsoftheBistablePiezoelectricandElectromagneticHybrid
EnergyHarvesterwithTimeＧDelayedFeedbackControl∗

SunChengjia１　JinYanfei１†　ZhangYanxia２

(１．DepartmentofMechanics,BeijingInstituteofTechnology,Beijing　１０００８１,China)

(２．SchoolofSciences,Xi’anUniversityofScienceandTechnology,Xi’an　７１００５４,China)

Abstract　Inthispaper,thedynamicalbehaviorsofabistablepiezoelectricandelectromagnetichybrid
energyharvesterunderthecolorednoisearestudied,whichisconsideredtheeffectsoftimeＧdelayed
feedbackcontrol．Firstly,thelumpedparameterelectromechanicalcouplingmotionequationofabistable
piezoelectricandelectromagneticenergyharvesterisestablished．TheexpressionsofstationaryprobabiliＧ
tydensity(SPD)andaverageoutputpowerofthesystemarederivedbyadoptingtheimprovedstochasＧ
ticsaveragingmethodofenergyenvelope．TheobtainedtheoreticalsolutionisverifiedbynumericalreＧ
sultsthroughMonteCarlonumericalmethod．Secondly,theinfluencesoftimedelayandfeedbackgains
onthesystemoutputpowerisanalyzed．Theresultsshowthatwithinacertainparameterrange,theoutＧ
putpowerchangesperiodicallywiththeincreaseoftimedelaysinthepathofdisplacementandvelocity．
Anoptimalcombinationoftimedelayandfeedbackgainsexisttomakethemaximumofoutputpower．
Thephaseandvalueofoutputpowercanbechangedbyadjustingthefeedbackgains．Thatis,theharＧ
vestingperformancecanbegreatlyimprovedbychoosingtheproperdesignoftimeＧdelayedfeedbackconＧ
trol．Therefore,thedynamicalanalysisinthispaperprovidesatheoreticalbasisfortheparameteroptiＧ
malizationanddesignofnonlinearvibrationenergyharvesterunderrandomexcitation．
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引言

随着物联网技术的发展,无线传感器得到广泛

的应用．为了充分发挥无线传感器的潜力,需要一

种可持续的电源在恶劣情况下为传感器供电．振动

能量采集为这一问题提供了解决方案[１Ｇ２]．振动在

自然环境中普遍存在,例如:海洋平台受到的随机

波浪载荷、路面不平度对运动车辆的作用、强地震

引起的地面运动等,且真实环境振动中随机性是普

遍存在的,因此亟需针对随机振动下非线性俘能器

的动力学开展研究．传统的线性谐振式振动俘能器

的频带窄,无法满足实际应用需求[３]．为了充分采

集环境中的随机振动能量,研究者考虑了结构的非

线性因素,提出非线性俘能器扩大频带宽度,提高

系统的俘能特性[４Ｇ７],其中非线性双稳态俘能器相

比于单稳态俘能器可以产出更高的输出功率,极大

地提高俘能效率[８Ｇ１１]．振动俘能器通常有电磁式、压

电式、静电式,为了提高能量采集器的性能,研究人

员将不同类型能量采集技术进行融合．压电－电磁

混合式俘能器由于具有功率密度高、转换效率高、

适应性强等优点[１２]受到了许多研究人员的关注．

Yang等[１３]开发了一种基于悬臂梁结构的压电－
电磁混合式能量采集器,并通过改进微加工线圈的

设计和制造,减少了采集器的附加尺寸和重量．

Hafizh等[１４]设计了一种压电与电磁转换模块相结

合的采集器,成功完成了水流动能到电能的转换,

并研究了不同扰动流体形状对发电性能的影响．

Javed等[１５]提出了一种压电－电磁能量采集装置,

并提出了系统的耦合动力学模型,分析了压电振动

采集器和电磁振动采集器的外接负载阻值对起振

速度、耦合阻尼、频率以及输出功率的影响．Zhang
等[１６]利用数值方法分析了 Lévy噪声作用下三稳

态压电－电磁能量采集系统的随机分岔和随机共

振现象．因此,压电－电磁混合式振动能量采集系

统可以有效发挥二者的优势,提高了环境振动能量

转换效率和俘能效果,并具有更高的环境适应性．
双稳态混合式振动俘能器已被证明是改善能

量采集性能的较好解决方案,但是如果非线性系统

设计或控制不当,可能会诱发复杂的非线性动力学

现象,如分岔现象等[１７Ｇ１８]．通过引进控制方法,可以

进一步改善环境随机激励和压电悬臂非线性振动

的相互作用[１９Ｇ２０]．从振动控制的角度,时滞反馈控

制可以调整系统的非线性振动并优化系统性能,

使系统稳定性增强[２１Ｇ２３]．Jin等[２４Ｇ２５]在具有时滞状

态反馈的Duffing振子的研究中证明,选择适当的

时滞参数和反馈增益可以提高系统的动态性能．

Belhaq等[２６]研究了一种延迟非线性微机电系统,

发现存在一种适当的时滞参数组合可以使周期内

能量采集效率最大化．Yang等[２７]发现时滞反馈控

制可以增强随机共振现象,从而获得更显著的系统

响应和更高的输出功率．Jin等[２８]利用多尺度方法

研究了窄带随机激励下具有时滞状态反馈的 DuffＧ

ing型能量采集器,确定了适当的时滞和反馈增益

组合使得系统的能量转化率和平均输出电压极大

的提高．可见,时滞反馈控制已成为提高振动能量

采集效率的理想解决方案,并受到广泛关注．然而,

大多数研究集中于时滞反馈控制下的压电能量采

集器,而揭示时滞反馈控制下混合式振动能量采集

器的复杂动态行为具有重要意义．
本文考虑双稳态压电－电磁能量采集器的非

线性特性,建立了集中参数型机电耦合时滞反馈控

制方程,利用色噪声模拟环境激励,基于能量包线

的随机平均法得到系统运动输出的解析解表达式,

分析了时滞、反馈增益、色噪声等对系统稳态响应

和俘能的影响,并通过蒙特卡洛方法验证了理论方

法的有效性．

１　双稳态压电－电磁俘能器的时滞动力学方程

考虑如下具有时滞状态反馈控制的机电耦合

的混合式双稳态振动俘能系统,其结构示意图如图

１所示．
该混合式双稳俘能器包括一个耦合到电路的

机械振荡器,可通过压电模块将振动的机械能转换

为电能;一个固定线圈,振荡器一端的永磁体与线

圈产生相对位移从而产生感应电动势;以及一个时

滞状态反馈控制器,设计为线性位移和速度的时滞

６７
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图１　双稳态压电－电磁混合式俘能系统的结构示意图

Fig．１　Theschematicdiagramofabistablepiezoelectric
andelectromagnetichybridenergyharvester

图２　混合式能量采集器中压电和电磁单元的等效电路

Fig．２　Theequivalentmodelofthepiezoelectricand
electromagneticelementsforhybridenergyharvester

状态反馈控制．压电单元与电磁单元的等效电路如

图２所示,其中Rp 为压电阻值,RE 为线圈阻值,

X


为悬臂梁尖端的磁铁运动速度．根据牛顿第二定

律和基尔霍夫定律,具有时滞反馈控制的无量纲耦

合双稳态混合俘能系统可以表示为

X


＋βX

＋

dU０(x)
dx ＋κ１V＋κ２I＝

　μXτ１ ＋νX


τ２ ＋ξ(t) (１)

V

＋α１V＝X


(２)

I

＋α２I＝X


(３)

其中Xτ１＝X(t－τ１),X


τ２＝X

(t－τ２),τ１,τ２ 为时

滞参数,X 为质量M 的位移,V 为压电模块采集电

压,μ 表示位移的反馈增益,v 表示速度的反馈增

益,β为阻尼系数,κ１,κ２ 分别表示压电模块和电磁

模块的机电耦合系数,α１,α２ 分别表示压电模块和

电磁模块的时间常数比,ξ(t)分别表示模拟环境激

励的色噪声,统计学特性如下

＜ξ(t)＞＝０

＜ξ(t)ξ(s)＞＝
D
cexp －|t－s|

c
é

ë
êê

ù

û
úú

其中D 为噪声强度,c为噪声相关时间．
方程(１)中势函数U０(x)表达式为U０(x)＝－

１/２δ１x２＋１/４δ３x４,其中δ１,δ３ 分别为线性刚度系

数和立方刚度系数．通过对势函数分析可知,系统

存在两个稳定的平衡点和一个不稳定的鞍点X∗
３ ,

其具体形式为 X∗
１ ＝ δ１/δ３ ,X∗

２ ＝－ δ１/δ３ ,

X∗
３ ＝０．

在下面的分析中,除特殊说明外,选取如下的

参数值:β＝０．０２,κ１＝０．３,κ２＝０．３,α１＝０．０５,α２＝

０．０５,δ１＝３,δ２＝３,D＝０．００５,c＝０．０３．

２　系统的随机响应分析

２．１　能量包线随机平均法

根据能量包线的随机平均法[２９],引入广义调

和函数,系统的位移和速度可以表示为

X(t)＝A[H(t)]cos{ω[H(t)]t＋φ(t)}＋
　X∗

i [H(t)] (４)

X

(t)＝－A[H(t)]ω[H(t)]×

　sin{ω[H(t)]t＋φ(t)} (５)

根据总能量 H 的不同,系统存在三种不同的

周期运动:右侧势阱内的振动(i＝１)、左侧势阱内

的振动(i＝２)和两势阱间的大范围往复振动(i＝

３)．由式(２)和式(３),此时电压、电流可近似表示

为[３０]

V(t)＝∫
t

０
e－α１sX


(t－s)ds (６)

I(t)＝∫
t

０
e－α２sX


(t－s)ds (７)

其中

X

(t－s)＝X


(t)cos{ω[H(t)]s}＋{X(t)－

　X∗
i [H(t)]×ω[H(t)]sin{ω[H(t)]s}}

(８)

将式(８)代入式(６)和式(７)可得电压与电流表达式

V(t)＝
ω２[H(t)]

α２
１＋ω２[H(t)]

{X(t)－X∗
i [H(t)]}＋

　
α２

α２
１＋ω２[H(t)]X


(t) (９)

I(t)＝
ω２[H(t)]

α２
２＋ω２[H(t)]

{X(t)－X∗
i [H(t)]}＋

　
α２

α２
２＋ω２[H(t)]X


(t) (１０)

结合式(９)和式(１０),可将系统(１)解耦后的方

程写为

７７
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X


＋β
~
X

－δ１X ＋δ３X３＋δ~{X(t)－

　X∗
i [H(t)]}＝ξ(t) (１１)

这里

β
~
＝β＋

κ１α１

α２
１ ＋ω２(H)＋

κ２α２

α２
２ ＋ω２(H)＋

　 μ
ω(H)sin[ω(H)τ１]－νcos[ω(H)τ２]

δ
~
＝

κ１ω２(H)
α２

１ ＋ω２(H)＋
κ２ω２(H)

α２
２ ＋ω２(H)－

　μcos[ω(H)τ１]－νω(H)cos[ω(H)τ２]

此时势能和总能量函数为

U(X)＝－
１
２δ１X２＋

１
４δ３X４＋

１
２δ~X２ (１２)

H ＝
１
２X


２＋U(X) (１３)

方程(１１)中依赖于能量的频率ω(H)的表达

式为

ω(H)＝
２π

T(H)＝２π∫
xb

xa

dX
２H －２U(X)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

－１

(１４)

其中xa 和xb 分别为不考虑时滞影响下系统运动

位移的最小值和最大值．由于势能函数的表达式

(１２)中含有未知的频率ω(H),此时可以利用迭代

法对方程(１４)进行求解得到频率[３１],如图３所示．

图３　依赖于能量的系统频率,其中τ＝１．３,τ２＝０．５,μ＝０．０１,v＝０．０１
Fig．３　TheenergyＧdependentfrequencyunderthegivensystem

parametersforτ＝１．３,τ２＝０．５,μ＝０．０１,v＝０．０１

由公式(１３)可得如下运动方程

X

＝± ２H －U(X) (１５)

H


＝－X

(β
~

X

－δ

~

X∗
i )＋X



ξ(t) (１６)

系统的能量是慢变量,则能量过程是一个慢变

过程,可近似为一维马尔可夫过程,利用能量包络

线的随机平均法可得对应的伊藤方程为

dH ＝m(H)dt＋σ(H)dB(t) (１７)

其中,B(t)为标准布朗运动,m(H)和σ(H)为平

均后的漂移系数和扩散系数．

m(H)＝－‹X

(β

~
X

－δ

~
X∗

i )›t＋

　 D
１＋c２ω２(H)

σ２(H)＝
２D

１＋c２ω２(H)
‹X


２›t

这里,时间平均为

‹›t＝
１
T∫

T

０
()dt＝

１
T∮

()

X
 dt＝

ω(H)
２π∮

()

X
 dx

　　由伊藤方程(１６)可写出对应的 FPK 方程,对

其求解可得系统的稳态概率密度函数为

p(H)＝
N０

σ２(H)exp∫２m(H)
σ２(H)dH

é

ë
êê

ù

û
úú (１８)

其中N０ 为归一化常数．

由变换p(X,X

)＝p(H)/T(H)可得此时解

耦后的等效系统(１１)的X(t)和X

(t)的联合稳态

概率密度函数表达式

p(X,X

)＝

N０[１＋c２ω２(H)]
D ×

　exp－β
~[１＋c２ω２(H)]

D{ ×

　 １
２X


２－

１
２

(δ１－δ
~
)X２＋

１
４δ３X４é

ë
êê

ù

û
úú } (１９)

根据式(９)和(１９)可得均方电压表达式

E[V２]＝∫
＋¥

－¥∫
＋¥

－¥

ω２(H)
α２

１ ＋ω２(H)
[X－X∗

i (H)]{ ＋

　
α１

α２
１ ＋ω２(H)X



}
２

×p(X,X
 )dXdX

 (２０)

同理可得均方电流和功率表达式

E(I２)＝∫
＋¥

－¥∫
＋¥

－¥

ω２(H)
α２

２ ＋ω２(H)
[X－X∗

i (H)]{ ＋

　
α２

α２
２ ＋ω２(H)X



}
２

×p(X,X
 )dXdX

 (２１)

E(P)＝κ１α１E(V２)＋κ２α２E(I２) (２２)

２．２　系统响应分析

在本小节中,为了验证上述理论结果的正确

性,首先采用蒙特卡洛方法对系统式(１)~式(３)进

行数值计算,在 X 与X


取值范围[－２,２]内划分

８０个大小为０．５×０．５的网格,取样本数为１００００,

时间步长为０．０５．根据式(１９)绘制的联合概率密度
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图像如图４(a)所示,图４(b)为通过蒙特卡洛数值

计算得到的系统平稳联合概率密度,通过对比图４
(a)和图４(b)可知,平稳联合概率密度均具有双峰

结构,且峰的高度一致,因此数值结果与解析计算

结果一致,说明解析表达式(１９)~式(２２)的正确性

及能量包线的随机平均法的有效性．

(a)解析解
(a)ThetheoreticalresultofthejointSPD

(b)数值解
(b)ThenumericalresultofthejointSPD
图４　系统的平稳联合概率密度,其中参数

τ１ ＝１．３,τ２ ＝０．５,μ＝０．０１,υ＝０．０１
Fig．４　Jointstationaryprobabilitydensity(SPD)with

τ１ ＝１．３,τ２ ＝０．５,μ＝０．０１,υ＝０．０１

下面主要根据理论结果(２２)来讨论时滞大小

与反馈增益系数对于系统平均输出功率的影响．图

５(a)给出了系统平均输出功率E[P]随τ１、τ２ 的增

大而变化的曲线．对于固定的反馈增益系数,当τ１,

τ２ 在[０,４]范围内变化时,E[P]在点(τ１,τ２)＝
(１．４,２)处达到最大值．即,当反馈增益系数固定

时,可以通过选取最优的τ１,τ２ 使得系统的平均输

出功率达到最大,实现混合式俘能器的动态性能的

提高．在图５(b)中,取τ１＝０,μ＝０,分析速度时滞

反馈控制对系统响应的影响．由图可见,随着τ２ 的

增加,E[P]呈现周期性的变化．若τ２ ＝１固定,此
时负速度时滞反馈控制下系统的E[P]明显高于

正速度时滞反馈的情形;若取τ２＝２．５,正速度时滞

图５　不同时滞和反馈增益下系统的平均输出功率

Fig．５　Themeanoutputpowerofsystemfordifferent
timedelaysandfeedbackgains

反馈控制下系统的E[P]明显高于负速度时滞反

馈的情形;当τ２＝２．０时,正、负速度时滞反馈控制

下的平均输出功率相等,即E[P]＝１０－３．因此,速
度时滞反馈控制的效果依赖于时滞的选取．在图

５(c)中,固定τ１＝１．４,μ＝０．０１,讨论E[P]随τ２ 和

v的变化趋势．通过对曲线的观察发现,对于固定的

τ２＝２．５,随着速度反馈增益系数的增大,E[P]增
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大．因此,可以通过选取τ２ 和v 使系统平均输出功

率达到最大,例如:说明位移时滞与速度时滞反馈

控制的共同作用效果优于单一速度时滞反馈控制

的情形．

３　结论

随机振动环境激励下非线性俘能器的动力学

研究已成为机械、力学、材料、电子等诸多学科领域

关注的重要问题．由于非线性结构特性的引入,在

随机激励下振动俘能系统会产生一些新的非线性

动力学现象,此时振动俘能器的随机动力学分析显

得尤为重要．本文针对色噪声激励下双稳态压电－
电磁混合式俘能系统,提出了通过线性位移和速度

时滞反馈控制来提高系统的响应和采集效率．首

先,建立了压电－电磁混合式双稳态俘能器的动力

学方程,基于能量包线的随机平均法推导出系统输

出响应的解析表达式,包括:系统平稳联合概率密

度、均方电压、均方电流、平均输出功率．然后,利用

蒙特卡洛方法得到系统输出响应的数值解,通过对

比发现平稳联合概率密度均具有双峰结构完全,理

论解与数值解一致,说明理论结果的正确性．最后,

分析了时滞与反馈增益系数对系统响应的影响,研

究结果表明:存在最优的时滞与反馈增益组合,使

得系统的平均输出功率最大．此外,通过比较发现

位移时滞与速度时滞反馈的联合作用比单个速度

时滞反馈更有利于提高系统的俘能效率．
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