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慢变参数激励Duffing系统中的延迟分岔现象

及其诱发的簇发振荡∗

魏梦可　韩修静†

(江苏大学 土木工程与力学学院,镇江　２１２０１３)

摘要　研究了慢变参数激励下 Duffing系统的动力学行为．由于慢变参数激励可以周期性地穿越叉型分岔

点,周期性的延迟分岔行为可能会发生．探讨了延迟分岔的动力学特性,尤其是基于此产生的簇发振荡．指

出了延迟分岔现象所形成的稳定慢流形之间的滞后环是系统中可以观测到簇发振荡主要原因．此外,还分

析了初始时间对延迟行为的延迟时间的影响．研究表明,首次延迟行为依赖于系统的初值．但是,随后发生

的延迟现象与系统初值无关．
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Abstract　DynamicalbehavioroftheDuffing’ssystemwithaslowlyvaryingparametricexcitationisinＧ
vestigatedinthispaper．Periodicdelayedpitchforkbifurcationbehaviorsmaytakeplace,sincetheslow
parametricexcitationcanperiodicallypassthroughthepitchforkbifurcationpoint．ThedynamicalcharacＧ
teristicsofbifurcationdelaybehaviors,especiallytheresultantburstingoscillations,arediscussed．BiＧ
furcationdelaybehaviorsresultinhysteresisloopsbetweenthestableslowsubＧmanifolds,whicharereＧ
sponsibleforburstingoscillationsobservedintheparametricallyexcitedDuffing’ssystem．Furthermore,
theeffectofinitialtimeonthedelaytimeofeachdelaybehaviorisanalyzed．Theresultshowsthat,givＧ
enenoughtime,initialtimehasnoinfluenceonthedelaytimeofthedelaybehavior,althoughthedelay
timeofthefirstdelaybehaviorisdecidedbyinitialtime．
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引言

考虑如下慢变参数激励下的Duffing系统

ẍ＋δx －γsin(ωt)x＋x３＝０ (１)

其中,δ＞０且γsin(ωt)是正弦参数激励．针对系

统(１)或其他类似的非线性模型的动力学行为,学

者们展开了一系列的研究,并已经取得了一些重要

的结果,例如参见文献[１Ｇ４]．然而,目前相关研究



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０２３年第２１卷

大多集中在常规参数激励下的情况,即ω＝o(１)．
针对慢变激励驱动下Duffing系统的动力学行为却

鲜有研究．本文将聚焦于这一情形,主要研究当ω

＝o(ε)(０＜ε≪１)时,慢变参数激励下Duffing系

统的动力学．由于ω 很小,系统(１)可以视为一个

两尺度耦合的非线性系统,即激励频率和系统的固

有频率之间存在量级差异．
延迟分岔行为,如延迟 Hopf分岔[５,６]、延迟叉

型分岔[７,８]和延迟鞍－结分岔[９,１０],引起了研究人

员的广泛关注和强烈兴趣．所谓延迟分岔,又称为

慢过效应或记忆效应[５],是吸引子的一种延迟失稳

现象,即当吸引子失稳变成排斥子时,系统的轨线

继续在排斥子上停留一段时间,然后再离开排斥子

的现象．这种延迟效应已经成为可以诱发簇发振

荡[１１Ｇ１４]的有效机制之一,即其诱导的动力学行为通

常表现为在每一演化周期中大幅振荡与小幅振荡

交替出现[１５]．
与延迟分岔相关的研究成果虽然很多,但主要

是针对慢变参数是时间的线性函数的情形．这里我

们所考虑的参数激励的 Duffing系统(１)是一个慢

变参数激励是时间的非线性函数的系统．线性控制

参数只能通过分岔点一次,相关的延迟行为受初始

时间的影响很大[１６Ｇ１９]．而对于慢变参数激励,由于

它是一个周期性的函数,它将周期性地通过分岔

点,因此周期性的延迟行为可能发生．
针对簇发振荡中的周期性延迟分岔现象,目前

已经取得了一些研究成果．例如,在之前的工作中,

我们探讨了在周期外激励作用下的vanderPol系统

中鸭式爆炸延迟所导致的簇发振荡[２０];分析了慢变

参数激励vanderPol系统中的延迟Hopf分岔现象,

给出了近似计算簇发中的连续尖峰的数目的方

法[２１];研究了一类电路系统中基于延迟 Hopf分岔

通向簇发振荡的两条不同路径,并定性分析了不同

初值下系统的轨迹,结果表明从长时间来看,簇发振

荡中的延迟行为并不受系统初值的影响[２２];揭示了

簇发振荡中周期性延迟分岔的动力学特性,报道了

多种由延迟分岔诱导的簇发振荡[２３]．
关于延迟时间的计算,现有的文献大多仅考虑

了首次延迟分岔行为的延迟时间,针对整个周期性

的延迟行为的延迟时间计算问题鲜有研究．本文将

主要研究系统初始时间对每次延迟行为的延迟时

间的影响．此外,还将分析延迟分岔行为对簇发振

荡的产生所发挥的作用．本文的其余部分安排如

下．在下一节中,通过引入慢时间尺度,将参数激励

的Duffing系统转化为快－慢系统．然后,得到相

关的稳定慢流形和慢变平衡解．第２节介绍簇发振

荡和相关的动力学机制,分析初始时间对与簇发振

荡中每次延迟行为的延迟时间的影响．此外,简要

分析簇发振荡的分类和演变．最后,总结全文．

１　稳定慢流形和慢变平衡解

首先,引入慢时间尺度τ＝ωt,然后可以得到

系统(１)可以写成如下的快－慢形式

ωx′＝y (２a)

ωy′＝(γsinτ)x－x３－δy (２b)

τ′＝１ (２c)

其中“′”代表关于慢时间尺度τ 的导数,(x,y)是

快变量,它们构成了一个由方程(２a)和(２b)给出的

快子系统．当快子系统中ω＝０,可以得到

０＝y
０＝(γsinτ)x－x３－δy (３)

显然,当γsinτ＜０时,方程(３)仅有一个平衡点E０

＝(０,０),且为稳定平衡点．易得,当δ２＋４γsinτ＜０
时E０ 是稳定的焦点;而当δ２＋４γsinτ≥０时E０ 是

稳定的结点;当γsinτ增加到０时,吸引子E０ 失稳,

变成鞍点并由叉型分岔生成了另外两个平衡点

E±＝(± γsinτ,０)(见图１)．进一步的分析表明,

当δ２－γsinτ＜０时吸引子E± 是稳定的焦点,而当

δ２－γsinτ≥０时则是稳定的结点．

图１　快子系统中的叉型分岔,其中γsinτ是分岔参数,
实线表示稳定的平衡点,虚线表示鞍点

Fig．１　Pitchforkbifurcationofthefastsubsystem,whereγsinτ
ischoseasthebifurcationparameter．Solidlinesmeansinks,

whiledashedlineindicatessaddle

０５
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基于上述分析,可得稳定慢流形Ms

Ms ＝M０ ∪M＋∪M－ (４)

其 中 M０ ＝ (０,０,τ)γsinτ＜０{ } 和 M±＝

(± γsinτ,０,τ)γsinτ＞０{ } 是三个稳定慢流

形．为了更清楚地了解这三个慢流形,图２给出了

当固定参数γ＝０．２时相关的数值分析．如图２所

示,随着时间的变化,慢变参数激励γsinτ 周期性

地穿越叉型分岔值０,导致稳定的慢流形 M０ 与

M ± 交替．

图２　当固定参数γ＝０．２时,稳定的慢流形 M０ 和 M±(红线)和
慢变参数激励γsinτ(蓝色虚线)的数值模拟

Fig．２　NumericalsimulationsofthestableslowsubＧmanifolds
M０andM±(redsolidcurves)andtheslowparametricexcitation

γsinτ(bluedashedcurve),fortheflxedparameterγ＝０．２

一般地,当０＜ω≪１时,慢流形M０ 和M± 不

是系统(２)的解．然而,根据准稳态假设,存在一个

缓慢变化的平衡解,即流形Ms 的一个小扰动,以ω
阶的距离与流形Ms 一起移动．当γsinτ＜０时,缓

慢变化的平衡解可以用 M０ 来近似,并可满足关于

ω 的渐近级数．通过使用Berglund[１９]提出的方法,

可以计算出该渐近级数

x０＝o(ω２),y０＝o(ω２) (５)

但当γsinτ＞０时,缓慢变化的平衡解可以用 M＋

或M－ 来近似,并且满足以下关于ω 的渐近级数

x±＝± γsinτ∓ω δ
２γsinτ γsinτ( )′＋o(ω２)

y±＝±ω γsinτ( )′＋o(ω２) (６)

但是,在叉型分岔值０附近,解一般不会以ω 阶的

距离追随流形Ms,而是在ω 的某个其他幂级距离

处[１９]．

２　叉型分岔的延迟效应和簇发振荡的分类

基于上述分析,本节将研究当０＜ω ≪１时系

统(２)中簇发振荡的产生机理．在本节,我们固定

参数γ＝０．２,ω＝０．０１,并将δ视为控制参数．
当δ＝０．１时,图３(c)展示了系统(２)中的簇发

振荡,其中慢流形 Ms 也被叠加在一起,以便清楚

地了解相关的转迁机制．此外,图３(a)给出了与簇

发振荡相对应的传统相图．为了清晰地展示簇发振

荡中的分岔机制,图３(b)给出了与簇发振荡相关

的转换相图[２４,２５]与图１所示的快子系统的分岔图

的叠加图．
正如图３(b)和图(c)所示,当０．２sinτ ＜０,慢

流形M０ 是稳定的且系统轨线跟随 M０．当０．２sinτ
增大并穿越临界值０时,发生了一个有趣的现象,

即延迟分岔,也被称为延迟失稳．当０．２sinτ＞０时,

M０ 失稳．然而,在系统轨线跳到慢流形M＋ 或M－

之前,先是跟随不稳定的慢流形 M０ 一段时间(即,

延迟时间)．这种延迟行为导致了 M０ 和 M＋/M－

之间的滞后环,从而导致了从 M０ 到 M＋ 或 M－ 的

跳跃,最终产生了所谓的簇发振荡．

图３　当δ＝０．１时,系统(２)中的簇发振荡,其中初值为
(x０,y０,τ０)＝(０．０００１,０,０)．(a)簇发振荡的相图;

(b)簇发的转换相图,其中叠加了图１所示的叉型分岔图;
(c)簇发振荡的时间历程图,其中叠加了慢流形和慢变参数激励

Fig．３　Burstingoscillationsofsystem (２)forδ＝０．１,wherethe
initialconditionsare(x０,y０,τ０)＝(０．０００１,０,０)．(a)Phase

portraitofburstingoscillations;(b)Transformedphaseportrait
ofburstingoscillations,wherethepitchforkbifurcationdiagram

showninFig．１isoverlayed;(c)Timeseriesofbursting
oscillations,wheretheslowsubＧmanifoldsandtheslow

parametricexcitationaresuperimposed

由于叉型分岔的延迟现象在簇发振荡的产生

中起着重要作用．我们接下来分析在簇发振荡中观

察到的这种延迟行为．如前所述,延迟分岔的现象

已经得到了广泛的研究[５Ｇ１０,１７Ｇ１９]．根据文献[１９]中描

述的结果,叉型分岔的延迟时间可以定义如下．
设λ０,max(τ)是平衡点E０ 的特征值的最大实

部．假设在τ＝０处存在分岔,当τ１ ＜τ ＜０时

λ０,max(τ)＜０,且τ０(τ１ ＜τ０ ＜０)是初始时间．设

Ψ(τ０)为方程

∫
Ψ(τ０)

τ０
λ０,max(τ)dτ＝０ (７)

的最小正解．这个最小正解 Ψ(τ０)依赖于初始时

间τ０．如果它存在,则称为分岔延迟时间．如果不

１５
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存在这样的时间,则分岔延迟时间是无限的．
将方程(７)应用于参数激励下的 Duffing系

统,并结合第２节中已给出的与平衡点E０ 有关的

结果,我们可以通过解决方程

∫
Ψ(τ０)

τ０
λ０,max(τ)dτ＝∫

τ∗

τ０
λ０,max(τ)dτ＋

　∫
Ψ(τ０)

τ∗
λ０,max(τ)dτ＝－

δ
２

(τ∗ －τ０)＋

　∫
Ψ(τ０)

τ∗

－δ＋ δ２＋４γsinτ
２ dτ＝０ (８)

来计算延迟时间Ψ(τ０)．其中τ∗ (τ∗ ＞τ０)是满足

方程δ２＋４γsinτ∗ ＝０的最小时间,即τ∗ 是平衡点

E０ 从稳定焦点变为稳定结点的最小时间点．由于

方程(８)的解涉及椭圆积分,这是一个复杂的积分

问题,我们将通过数值分析来解决它．如图４所示,

延迟时间Ψ(τ０)可以通过使正面积和负面积相等

来获得．因为Ψ(τ０)是相对于τ０ 的递减函数,显然

图４　函数曲线λ０,max(τ)的数值模拟．延迟时间Ψ(τ０)可以
通过使蓝色和棕色区域相等来获得

Fig．４　Numericalsimulationofthefunctioncurveλ０,max(τ)．
ThedelaytimeΨ(τ０)canbeobtainedbyequating

theblueandbrownareas

图５　当δ＝０．１时,不同初始时间下系统(２)的解,
其中叠加了图１所示的叉型分岔图

Fig．５　Solutionsofthesystem (２)withdifferentinitialtime
forδ＝０．１,wherethepitchforkbifurcationdiagram

showninFig．１isalsooverlayed

较大的初始时间τ０ 意味着较少的延迟时间,例如

参见图５．
然而,正如我们在引言中提到的,与大多数其

他论文研究的线性参数情况不同,这里研究的缓慢

变化的参数激励是一个非线性周期函数．因此,延

迟行为将周期性地发生．我们不妨把首次延迟行为

的延迟时间称为“首次延迟时间”,用Ψ１(τ０)表示,

即Ψ１(τ０)＝Ψ(τ０)．接下来的延迟行为的延迟时

间可以用类似的方法来定义,例如Ψ２(τ０)表示第

二次延迟行为的延迟时间,Ψ３(τ０)表示第三次延

迟行为的延迟时间．
进一步的数值模拟表明,与首次延迟时间不

同,对于固定的初始时间τ０,随后发生的延迟行为

的延迟时间是不变的[即 Ψn(τ０)是常数,n ≥２]．
此外,正如我们上面所讨论的,不同的τ０ 意味着不

同的延迟时间Ψ１(τ０)．然而,如图６所示,对于与不

同初始时间τ０ 相关的首次延迟行为之后的延迟现

象,相关的延迟时间趋于一致．也就是说,初始时间

τ０ 不影响随后的延迟行为,而只影响首次延迟行

为．因此,由等式(８)决定的延迟时间仅适用于首次

延迟行为．

图６　不同初始条件下系统(２)中的簇发振荡,
其中(b)是(a)的局部放大．相关参数和初值和图５中的相同

Fig．６　Burstingoscillationsofthesystem (２)withdifferentinitial
values,where(b)istheenlargementof(a)．Theassociated
parametersandinitialvaluesarethesameasthoseofFig．５

我们现在考虑图６中观察到的第二延迟行为

的延迟时间(由Ψ２ 表示,因为它不依赖于τ０)．如
图３(b)、图(c)所示,当０．２sinτ递减并穿过０时,系
统轨线呈现出从 M＋ 到 M０ 的转迁,并保持在 M０

上．当０．２sinτ减小到－０．２后开始递增,意味着系统

轨线在下一个演变周期的初始时间τ∗
０ ,即τ∗

０ ＝
３π/２．而且,叉型分岔发生的时间是２π．因此,第二

次延迟行为的延迟时间可以得出

Ψ２＝Ψ∗
２ －２π (９)

其中Ψ∗
２ (＞２π)是方程

２５
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∫
Ψ∗２

τ∗０
λ０,max(τ)dτ＝０ (１０)

的最小正解．显然,通过重置时间,第二次延迟行为

的延迟时间Ψ２ 可以通过求解方程

∫
Ψ２

－
π
２

λ０,max(τ)dτ＝－
δ
２

(τ∗ ＋
π
２

)＋

　∫
Ψ２

τ∗

－δ＋ δ２＋４γsinτ
２ dτ＝０ (１１)

的最小正解来等价地获得．以图６所示的簇发振荡

为例,根据方程(１１)计算出第二次延迟行为的延迟

时间Ψ２＝０．５９１８,这与数值模拟非常吻合．
类似地,通过重置时间,可以得出以下结论:首

次延迟行为之后的所有延迟行为表现出与第二次

延迟行为相同的延迟时间,即Ψn ＝Ψ２,n ≥２,这

与图３(c)和６(a)所示的数值结果一致．因此,从长

时间角度来看,所观察到的延迟行为的延迟时间不

取决于初始时间τ０,而仅取决于系统参数．

图７　系统(２)中的簇发振荡．(a)δ＝０．１,初始值为
(x０,y０,τ０)＝(－０．０００１,０,０);(b)δ＝０．０４５

Fig．７　Burstingoscillationsofthesystem (２)．(a)δ＝０．１andthe
initialconditionsare(x０,y０,τ０)＝(－０．０００１,０,０);(b)δ＝０．０４５

图８　图７所示的簇发振荡相对应的相图

Fig．８　Phasediagramscorrespondingtothebursting
oscillationsshowninFig．７

当０．２sinτ＞０时,另一个有趣的现象是,存在

两个稳定的慢流形M＋ 和 M－,这使得系统可以在

它们之间进行选择．也就是说,在０．２sinτ增大并穿

越０后系统会选择收敛到其中一个分支．至于选择

哪一个分支,实际上取决于固定参数的初始值．由

于系统(２)的向量场在坐标变换P:(x,y,τ)➝(－
x,－y,τ)下是不变的,因此很容易获得由慢流形

M０ 和M－ 之间的跃迁形成的另一类簇发振荡[见

图７(a)]．这样两个共存的簇发振荡是相互对称的

[见图３(a)和８(a)],随着参数δ的减少,它们可能

整合成一个具有对称结构的簇发振荡．当时,对称

的簇发振荡如图８(b)所示．由于当系统从慢流形

M０ 切换到慢流形M＋ 和M－ 时,系统显示了叉型

分岔延迟,因此产生了对称的簇发振荡(这可以通

过上文给出的类似分析来理解)．
图３、图６和图８(a)所示的簇发振荡是通过叉

型分岔在两个慢流形 M０ 和 M＋/M－ 之间切换形

成的,所以根据文献[１５]提出的簇发振荡分类方

法,这种簇发振荡可以命名为“叉型分岔/叉型分岔

滞后环”型簇发．对于图８(b)所示的簇发振荡,考

虑到其对称性,我们称其为“对称叉型分岔/叉型分

岔滞后环”型簇发．

３　结论

当慢变参数激励周期性地通过叉型分岔点时,

可以在参数激励下的 Duffing系统中观察到簇发

振荡．这种振荡是由系统在稳定的慢流形之间的周

期性切换产生的,这可以通过快子系统中涉及分岔

的快慢过程来理解．与簇发振荡有关的周期性切

换,即从一个慢流形跳到另一个慢流形,是由叉型

分岔的延迟行为导致的．对于首次延迟行为,延迟

时间由初始时间决定,而对于首次延迟行为之后的

延迟现象,相关的延迟时间与初始时间无关．因此,

在簇发振荡中观察到的实际延迟时间一般不是由

初始时间决定,而是由系统的参数条件决定的．这

种结果与控制参数是时间的慢变线性函数时的情

况不同．需要指出的是,这一结果同样适用于其他

动力学系统中由慢变的参数激励引起的延迟行为．
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