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单向耦合FitzHughＧNagumo神经元的滞后同步研究∗

袁韦欣１　镇斌１†　徐鉴２

(１．上海理工大学环境与建筑学院,上海　２０００９３)

(２．同济大学航空航天与力学学院,上海　２０００９２)

摘要　本文提出一种新的研究思路,将两个单向耦合的FitzHughＧNagumo神经元之间的滞后同步视为一种

特殊的广义同步,通过辅助系统方法来获得滞后同步发生的条件．首先建立原响应系统的辅助系统,将原系

统中驱动系统和响应系统的滞后同步问题转换为响应系统与辅助系统之间的误差系统原点稳定问题．通过

拉普拉斯变换方法,将原本用微分方程表示的误差系统等效为 Volterra积分方程表示,而后利用积分方程

理论中的逐次逼近方法解析地得到原误差系统原点稳定性条件．本文给出的滞后同步判据与信号传送中的

时间滞后量大小无关,数值模拟验证了本文提出判据的有效性．
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TheStudyforLagSynchronizationbetweenTwoFitzhughＧNagumo
NeuronswithUnidirectionalCoupling∗
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Abstract　Inthispaper,anewmethodisproposedbasedontheauxiliarysystemapproachtoinvestigate
lagsynchronizationbetweentwoidenticalFitzHughＧNagumo(FHN)neuronswithunidirectionalcouＧ
pling．Thelagsynchronizationcanbeachievedifthesynchronizationerrorsystembetweentheresponse
andauxiliarysystemshasanasymptoticallystableorigin．Differentfromotherstudies,thesynchronizaＧ
tionerrorsystemisconvertedintoasetofVolterraintegralequationsaccordingtotheLaplacetransＧ
form．Byusingthesuccessiveapproximationmethodinthetheoryofintegralequations,ananalyticalcriＧ
terionforthedetectionoflagsynchronizationbetweentwoFHNneuronsisobtained．Thevalueofthe
timedelayintransmissionhasnorelationtothelagsynchronizationcondition,whichhasbeenverified
bynumericalsimulationsfortheoriginalsystem．

Keywords　FitzHughＧNagumoneuron,　timedelay,　lagsynchronization,　generalizedsynchronizaＧ
tion,　unidirectionalcoupling
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引言

耦合神经元之间的同步现象一直是脑科学、医

学、人工智能等领域学者持续关注的热点．单个神

经元细胞并不具有智能表现,神经元之间的同步则

与大脑的认知和行为具有相关性[１Ｇ４],而进一步通

过研究神经元之间的同步来理解大脑中的信息处

理也被证实是可行的[５Ｇ９]．HodgkinＧHuxley(HH)

方 程[１０] 以 及 它 的 简 化 版:FitzHughＧNagumo
(FHN)模型[１１],HindmarshＧRose(HR)模型[１２]常

用于从神经动力学研究的层面上构建神经网络．尤

其是FHN 模型,其方程形式简单,更适于从非线

性动力学的角度研究神经元之间的同步行为．需要

注意的是,神经元之间的信息传递并非瞬时完成,

通过突触传递的神经信号都会存在不同程度的滞后

现象,在某些情况下这种滞后量甚至可以达到系统

发放周期的量级[１３]．因此,在讨论耦合神经元同步行

为时,信号传递的时滞因素影响不能轻易忽视．
一般而言,当一个神经元向另一个神经元发送

信号时,两个神经元如果在某些特定条件下保持一

致就意味着这两个神经元处于同步状态．目前已经

发现神经元之间可以存在多种同步状态,如完全同

步(completesynchronization)、滞后同步(lagsynＧ
chronization),广义同步(generalizedsynchronizaＧ

tion)等[１４,１５]．在以往的FHN神经元系统同步研究

中,上述几种同步通常被单独加以讨论．对于完全

同步 和 滞 后 同 步,通 常 采 用 Lyapunov 函 数 方

法[１６Ｇ１８]来获取神经元的同步发生条件．而对于广义

同步,则常采用构造辅助系统[１９]方法来寻找同步

条件．事实上,广义同步更具有一般性,完全同步和

滞后同步都可以看作是一种特殊的广义同步．将滞

后同步视为广义同步加以研究可能是一种新的研

究思路．
本文讨论单向耦合的 FHN 神经元之间的滞

后同步．不同于以往研究,本文将滞后同步视为一

种特殊的广义同步,采用构造辅助系统的方法来讨

论耦合神经元滞后同步的发生条件．首先,基于拉

普拉斯变换,将辅助系统和响应系统之间的误差系

统转化为 Volterra积分方程．再根据 Volterra积分

方程理论中的逐次逼近方法(successiveapproxiＧ
mationmethod)[２０]解析地得到了两个单向耦合

FHN神经元的滞后同步发生条件．最后,通过数值

模拟验证了本文解析判据的有效性．

１　FHN神经元模型

本文采用的FHN神经元模型如下[１１]:

υ˙ ＝υ－υ３/３－w＋Iext

w˙ ＝γ(υ＋a－bw) (１)

其中w 分别表示膜电位和恢复量．a＞０,０＜b＜
１且０＜γ ≪１,Iext 是外部输入电流．为方便起见,

将系统(１)的平衡点移到原点,方程(１)变为

u˙１＝－u３
１/３＋cu２

１ ＋du１－u２

u˙２＝γ(u１－bu２) (２)

其中c＝－υ０,d ＝１－υ２
０,υ０ 是方程 －υ３

０/３＋

１－１/b( )υ０－a/b＋Iext＝０的唯一实根．考虑如下

两个单向耦合的FHN神经元:

u˙１＝－u３
１/３＋cu２

１ ＋du１－u２

u˙２＝γ(u１－bu２)

u˙３＝－u３
３/３＋cu２

３ ＋du３－u４＋

　α１[u３－u１(t－τ)]

u˙４＝γ(u３－bu４)＋α２[u４－u２(t－τ)] (３)

其中α１、２ 是耦合强度,τ ＞ ０ 表示从u１(u２)到

u３(u４)的信号传输延迟．如果在系统(３)中满足

lim
t→¥

u３－u１(t－τ)＝０

lim
t→¥

u４－u２(t－τ)＝０ (４)

则两个FHN神经元之间存在滞后同步．

２　广义同步观点下的滞后同步

在系统(３)中,t时刻u˙１,２,３,４ 的值取决于区间

[t－τ,t]各个时刻的u１,２,３,４ 值．因此,在区间 (０,

τ)中,u˙１,２,３,４ 与区间 (－τ,０)中的u１,２,３,４ 具有相

同的光滑度．如果u１,２,３,４ 在t∈ (－τ,０)内是不连

续的,那么在t∈ (０,τ)内u˙１,２,３,４ 是不连续的,但

u１,２,３,４ 连续的．随着时间的推移,系统(３)的解变得

越来越光滑．所以可以假定解u１,２,３,４ 是足够光滑

的．假定u１,２ 与某函数F１,２ 的关系如下:

F１(t,τ)＝u１(t－τ)

F２(t,τ)＝u２(t－τ) (５)

F１,２可以由系统(３)确定．任何函数都可以在有限区

间上表示为叠加在直线上的傅里叶正弦级数,如图

１所示[２１]．所以函数可以近似表示为:

F１(t,τ)＝p０(t)＋p１(t)τ＋

０２
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　∑
N－２

k＝１
pk＋１(t)sin(kπτ)

F２(t,τ)＝q０(t)＋q１(t)τ＋

　∑
N－２

k＝１
qk＋１(t)sin(kπτ) (６)

图１　在有限区间上,任意函数＝线性函数＋傅里叶正弦级数

Fig．１　Onafiniteinterval,anarbitraryfunction＝alinear
function＋aFouriersineseries

其中N 根据精度需要确定．显然,

u１ ≡F１(t,０)＝p０(t)

u２ ≡F２(t,０)＝q０(t) (７)

因此,系统(３)中的滞后同步可以被视为一种特殊

的广义同步,即:

lim
t→¥

u３－F１(t,τ)＝０

lim
t→¥

u４－F２(t,τ)＝０ (８)

３　基于辅助系统方法的同步条件研究

基于辅助系统方法[１９],系统(３)的辅助系统定

义如下:

u˙５＝－u３
５/３＋cu２

５ ＋du５－u６＋

　α１[u５－u１(t－τ)]

u˙６＝γ(u５－bu６)＋α２[u６－u２(t－τ)] (９)

广义同步关系(８)可以在系统(３)中实现,只要如下

关系成立:

lim
t→¥

u３－u５ ＝０,lim
t→¥

u４－u６ ＝０ (１０)

令

e１＝
u３－u５

２
,e２＝

u４－u６

２

e３＝
u３＋u５

２
,e４＝

u４＋u６

２
根据系统(３)和(９),e１,２,３,４ 的控制方程可以写成:

e˙１＝(d＋α１)e１－e２＋ω１

e˙２＝γe１＋(α２－bγ)e２

e˙３＝(d＋α１)e３－e４－α１F１(t,τ)＋ω２

e˙４＝γe３＋(α２－bγ)e４－α２F２(t,τ) (１１)

其中

ω１＝－e３
１/３＋(２ce３－e２

３)e１

ω２＝－e３
３/３＋c(e２

１ ＋e２
３)－e２

１e３

条件(１０)等效为

lim
t→¥

e１,２ ＝０ (１２)

考虑如下拉普拉斯变换:

e^i(s)＝L[ei](s)＝∫
＋¥

０
ei(t)e－stdt

ei(t)＝L－１[e^i](t)＝
１

２πi∫
σ＋i¥

σ－i¥
e^i(s)estds,i＝１,

２,３,４ (１３)

对系统(１１)中等式两边取拉普拉斯变换,有
(s－d－α１)e^１＋e^２－e１０－ω^１＝０

γe^１－(s－α２＋bγ)e^２＋e２０＝０
(s－d－α１)e^３＋e^４－e３０＋

　α１F
^

１(s,τ)－ω^２＝０

γe^３－(s＋bγ－α２)e４＋e４０－α２F
^

２(s,τ)＝０
(１４)

其中,ei０,i＝１,２,３,４是系统(１１)中给定的初值．
另外

ω^i(s)＝∫
＋¥

０
ωi(t)e－stdt,i＝１,２,

F
^

j(s,τ)＝∫
＋¥

０
Fj(t,τ)e－stdt,j＝１,２．

求解系统(１４)中的前两个方程,有

e^１＝
(s＋ξ３)e１０－e２０

s２＋ξ１s＋ξ２
＋

(s＋ξ３)ω^１

s２＋ξ１s＋ξ２

e^２＝
(s＋ξ４)e２０＋γe１０

s２＋ξ１s＋ξ２
＋

γω^１

s２＋ξ１s＋ξ２
(１５)

其中

ξ１＝bγ－d－α１－α２

ξ２＝[１－b(d＋α１)]γ＋α２(d＋α１)

ξ３＝bγ－α２

ξ４＝－d－α１

对(１５)中的等式两端取拉普拉斯逆变换,利用卷积

定理,有

e１＝e１０η１(t)－e２０η３(t)＋∫
t

０
η１(t－ϵ)ω１dϵ

e２＝e２０η２(t)＋γe１０η３(t)＋γ∫
t

０
η３(t－ϵ)ω１dϵ

(１６)

其中

η１(t)＝L－１ s＋ξ３

s２＋ξ１s＋ξ２

é

ë
êê

ù

û
úú＝

１２
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　 １
s２－s１

[(ξ３－s１)e－s１t－(ξ３－s２)e－s２t]

η２(t)＝L－１ s＋ξ４

s２＋ξ１s＋ξ２

é

ë
êê

ù

û
úú＝

　 １
s２－s１

[(ξ４－s１)e－s１t－(ξ４－s２)e－s２t]

η３(t)＝L－１ １
s２＋ξ１s＋ξ２

é

ë
êê

ù

û
úú＝

　 １
s２－s１

(e－s１t－e－s２t)

s１,s２ 是方程s２＋ξ１s＋ξ２＝０的两个根．显然,η１,２,３

→０是条件(１２)成立的必要条件．根据RouthＧHurＧ

witz判据,要保证η１,２,３ →０成立应满足:

ξ１ ＞０,ξ２ ＞０ (１７)

在上述条件下,当公式(１６)变为

　e１＝∫
t

０
η１(t－ϵ)ω１dϵ,e２＝γ∫

t

０
η３(t－ϵ)ω１dϵ (１８)

方程(１８)是一个Volterra积分方程,可使用逐

次逼近法[２０]求解．根据该方法,e１,２＝０分别是(１８)

中两个方程的唯一解．这意味着当条件(１７)满足的

时候滞后同步会在系统(３)中发生．

４　数值验证

对系统(３)和(９)进行数值模拟验证条件(１７)

的有效性．取a＝０．６,b＝０．７,γ＝０．０３,Iext＝０．６和

α１＝－０．８．根据条件(１７),系统(３)中会出现滞后

同步,只要下列关系成立

α２ ＜bγ－d－α１＝０．０７２８

α２ ＜ [b(d＋α１)－１]γ/(d＋α１)＝０．６００４
注意到条件(１７)不包含τ,这意味着对任意时滞量

同步条件α２ ＜０．０７２８都有效．在系统(３)和(９)中

取初始条件,u１(t)＝０．１,u２(t)＝０．２,t∈ (－τ,

０],(u３(０),u４(０))＝(０．１２,０．２１),(u５(０),u６(０))

＝(０．１５,０．２２)．图２中给出了不同α２ 和τ 值时响

应系统和辅助系统之间的同步误差e１＝u３－u５,e２

＝u２－u４ 的变化趋势,以及u１,３ 和u２,４ 的时程图．

图２　 系统(３)和(９)中不同α２ 和τ值时同步误差e１,e２ 的趋势变化图,及u１,３ 和u２,４ 的时程图,
其中(a)α２ ＝０．０８,τ＝０(b)α２ ＝０．０２,τ＝０(c)α２ ＝０．０２,τ＝５(d)α２ ＝０．０２,τ＝２０

Fig．２　Synchronizationerrorse１,e２andfunctionalrelationsbetweenu１andu３,andbetweenu２andu４insystems(３)and(９)with
(a)α２ ＝０．０８,τ＝０(b)α２ ＝０．０２,τ＝０(c)α２ ＝０．０２,τ＝５(d)α２ ＝０．０２,τ＝２０

　　由图２可知,条件(１７)与数值结果非常吻合,

由此证明了条件(１７)的有效性．

５　结论

本文研究了两个单向耦合 FHN 神经元的滞

后同步问题．与以往采用的方法不同,本文将神经

元之间的滞后同步视为一种特殊的广义同步,令构

造出的辅助系统与响应系统完全同步来获得原系

统的滞后同步条件．通过拉普拉斯变换方法可以将

辅助系统与响应系统之间的误差系统由微分方程

表示转化为Volterra积分方程表示,再利用积分方

程理论中的逐次逼近方法得到误差系统原点稳定

的解析条件．该解析条件与滞后同步中的滞后量大

小无关,直接数值模拟验证了本文同步判据的有效

性．本文为研究神经元的滞后同步提供了一种新的

思路．
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