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基于超细长弹性杆模型的斜拉索静力构形分析∗

陆登科　王鹏†　王小月　徐嘉伟　刘振海
(济南大学 土木建筑学院,济南　２５００００)

摘要　以超细长弹性杆模型研究了斜拉索自重和可拉伸情形下的静态位形．建立了斜拉索一般意义下的超

细长弹性杆平衡方程,分三种情况讨论了其平衡位形对应的挠性线、索力及索长．(１)忽略抗弯刚度时,其退

化为仅考虑弹性拉伸时斜拉索的平衡方程,此时求得其挠性线方程与已有结论一致;(２)忽略弹性拉伸时,

其退化为仅考虑抗弯刚度时斜拉索的平衡方程,求得其挠性线方程比忽略抗弯刚度时的结论多一项一阶修

正项;(３)同时考虑弹性拉伸和抗弯刚度情形时,求得其近似挠性线方程．以苏通大桥和某实验室斜拉索为

例,分别计算了以上三种不同情形下的斜拉索的静力参数,并分析了在不同索长和索力情况下抗弯刚度和

弹性拉伸对斜拉索几何构形的影响．

关键词　超细长弹性杆,　Kirchhoff动力学比拟,　挠性线,　斜拉索

中图分类号:O３２４;O３２２ 文献标志码:A

StaticConfigurationAnalysisofStayCablesBasedon
SuperＧThinElasticRodModel∗

LuDengke　WangPeng†　WangXiaoyue　XuJiawei　LiuZhenhai
(SchoolofCivilEngineeringandArchitecture,UniversityofJinan,Jinan　２５００００,China)

Abstract　ThestaticconfigurationofstaycableconsideringselfＧweightandstretchabilitywasstudiedby
usingthesuperＧthinelasticrodmodel．TheequilibriumequationofsuperＧthinelasticrodinthegeneral
senseofstaycablewasestablished．Thedeflectioncurveofcable,cableforceandcablelengthcorreＧ
spondingtotheequilibriumconfigurationwerediscussedinthefollowingthreecases．(１)WhenthebenＧ
dingrigiditywasignored,itdegeneratedintotheequilibriumequationofthestaycablewhenonlyconＧ
sideringtheelastictension．Atthistime,thedeflectioncurveequationwasconsistentwiththeexisting
conclusions．(２)Whenelastictensionwasignored,itdegeneratedintotheequilibriumequationofthecaＧ
bleonlyconsideringthebendingrigidity．ThedeflectioncurveequationaddedafirstＧordercorrection
termcomparedtothecasewhenignoringthebendingrigidity．(３)Whenbothelastictensionandbending
rigiditywereconsidered,theapproximatedeflectioncurveequationwasobtained．TakingSutongBridge
andalaboratorycableasexamples,thestaticparametersofthestaycablesundertheabovethreedifferＧ
entconditionswerecalculatedrespectively,andtheinfluenceofbendingrigidityandelastictensionon
thegeometricconfigurationofthestaycablesunderdifferentcablelengthsandcableforceswereanaＧ
lyzed．
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引言

斜拉索是斜拉桥的关键构件,斜拉索在重力作

用下的几何形态及其索力、索长等静力参数是工程

中关注的问题．重力作用下斜拉索几何形态的研究

主要有抛物线和悬链线两种构形．然而以往这两种

构形的研究大多都基于弹性梁模型,假设索是完全

柔性的,忽略了抗弯刚度对斜拉索变形的影响．而
考虑抗弯刚度的弹性细杆从直杆转变为悬垂状态

是大变形过程,不能用常规的弹性梁模型理论描

述[１,２],基于 Kirchhoff动力学比拟的超细长弹性

杆理论适用于描述这种大变形问题,为弹性杆的大

变形研究提供了理论框架．随着斜拉桥跨度增加斜

拉索长度也不断增加,其变形行为表现出大变形大

范围运动[３,４],故本文将基于超细长弹性杆理论,

考虑拉伸与抗弯刚度耦合影响,研究其平衡状态下

的几何形态及静力参数．
超细长弹性杆模型在宏观和微观领域具有广

泛的应用背景,例如海底电缆、高压输电线、绳索、

弹簧、石油工程中的钻杆和抽油杆、纳米纤维和纳

米管、攀缘类植物的茎等[５,６]．近年来,由于超细长

弹性模型成功的描述了 DNA 分子的超螺旋几何

形态而重新引起学者的关注．关于超细长弹性杆理

论在DNA力学的应用可参考刘延柱的专著[６]及

其内的参考文献．Goriely[７]对弹性细杆在生物生长

问题的建模和应用做了系列工作．薛纭等[８,９]对

Kirchhoff弹性细杆的分析力学建模方法及其在

Cosserat弹性杆中的扩展做了系统工作．Goyal[１０]

以DNA 环和海底电缆为背景,研究了 Kirchhoff
弹性杆的超螺旋环的动态形成问题．文献[１１]研究

提出了一种非对称截面Kirchhoff弹性细杆模型的

简化方法．文献[１２,１３]研究了粘弹性及生长因素

对超细长弹性杆屈曲的影响．然而目前尚未见超细

长弹性杆作为斜拉索力学模型的研究,而随着斜拉

桥跨度的不断增加斜拉索的索长不断增加,其变形

表现为大变形大范围运动[３,４],超细长弹性杆模型

将为模拟其大变形行为提供有效工具．
本文基于超细长弹性杆模型,建立了考虑弹性

拉伸和抗弯刚度因素耦合时斜拉索在重力作用下

的平衡方程,利用等效弹性模量给出斜拉索在弹性

拉伸和抗弯刚度耦合作用下的几何形态的近似表

达,并讨论其两种退化情形,即仅考虑弹性拉伸或

抗弯刚度两种特殊情形下的斜拉索几何构形及其

索力、索长．最后以苏通大桥斜拉索和某实验室斜

拉索实际参数为例,分别计算了以上三种情形下所

得结果对应的斜拉索的静力参数,并通过图表对比

了弹性拉伸和抗弯刚度对斜拉索几何形态的影响．

１　斜拉索的超细长弹性杆模型

大跨度桥梁斜拉索的长度远大于其截面的尺

度,表现为极端细长性,可将斜拉索看作刚性圆截

面的超细长弹性杆,以其中心线上任一点为原点建

立弧坐标s０,根据 Kirchhoff动力学比拟,可将弹

性杆看作以弧坐标s０ 为自变量的离散系统,其位

形可以比拟为截面沿其中心线运动形成．斜拉索的

始端和终端以O 和O１ 表示,其平衡时的挠性线与

弹性杆的中心线位形重合,如图１所示．l为水平跨

度,h 为垂直高度,L 为两端间的距离,两端点固定

铰支．以O 为原点,沿弹性杆中心线向上端点O１

建立弧坐标s０,以确定中心线上任意截面形心P
的位置．为了确定截面的位置和姿态,以O 为原点

建立固定坐标系(OＧxyz),其中z 轴垂直于OＧxy
平面,以及固结于截面形心的 Frenet坐标系(PＧ

NBT),T、N 和B 为P 点处中心线的切线轴、法线

轴和副法线轴,分别以eT、eN 、eB 代表其单位矢量,

eB ＝eT ×eN ,当截面运动至P 点时,此时截面的

Frenet坐标系的切线轴T 与固定坐标系的x 轴在

OＧxy 平面上的夹角为φ．设P′为无限接近P 点的

临近点,P′和P 点相对参考点O 的矢径分别为r
和r＋Δr,弧坐标分别为s０ 和s０＋Δs０,如图２所

示．分析弹性杆微元段PP′的平衡条件,设P 点处

的截面受到的临近截面的内力主矢和主距为(F＋
ΔF)和(M＋ΔM),P′点处的截面受到临近截面的

内力主矢和主距为 －F 和 －M ,单位长度杆所受

到的重力为mg,在平衡时上述作用力对P 点简化

的内力主矢和主距应为零,当仅保留一阶小量时,

导出

ΔF＋mgΔs０ ＝０ (１a)

ΔM ＋Δs０eT ×F＝０ (１b)

将上式各项除以Δs０,Δs０ →０时

lim
Δs０→０

Δr
Δs０

＝
dr
ds０

＝eT (２)

从式(１a),(１b)中可以导出斜拉索弹性杆的平衡方

程

９６
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dF
ds０

＋mg＝０ (３a)

dM
ds０

＋eT ×F＝０ (３b)

图１　斜拉索的中心线

Fig．１　Centerlineofstaycable

图２　斜拉索超细长弹性杆模型微元段受力图

Fig．２　TheforcediagramofinfinitesimalsegmentofultraＧslender
elasticrodmodelofstaycable

将求导过程改为相对截面的Frenet坐标系(P

－NBT)进行,得

d
~
F

ds０
＋ω×F＋mg＝０ (４a)

d
~
M

ds０
＋ω×M ＋eT ×F＝０ (４b)

式中的波浪号表示变量相对动坐标系(P－NBT)

的局部导数,ω 为弯扭度[６],表示为

ω ＝ω１eN ＋ω２eB ＋ω３eT (５)

ω１ ＝κsinχ,ω２ ＝κcosχ,ω３ ＝τ＋
dχ
ds０

(６)

其中κ、τ 和χ 为在P 点处弹性杆的曲率、挠率和

截面相对Frenet坐标系扭转的角度．
为使以上方程封闭,我们需引入主矩的本构关

系．假设弹性杆无原始曲率和扭率,则杆截面的主

矩可表达为

M ＝EIω１eN ＋EIω２eB ＋GITω３eT (７)

式中E 和G 为杨氏模量和剪切模量,I 和IT 为截

面的惯性矩和极惯性矩．以上方程结合适当的边界

条件即可解出弹性细杆的位形．
考虑杆弹性拉伸时,假设杆P 点处截面位置

由s０ 变化到s,引入拉伸比

α(s)＝ds/ds０ (８)

则在当前位形中弹性细杆平衡方程可表达为

dF
ds＋α－１mg＝

d
~
F
ds＋ω×F＋α－１mg＝０(９a)

dM
ds＋eT ×F＝

d
~
M
ds ＋ω×M＋eT ×F＝０ (９b)

此时除了满足主矩的本构关系(７),还需附加

轴向力的本构关系

F３ ＝EA(α－１) (１０)

式中A 为拉索截面积．斜拉索在平面内变形,且杆

截面无扭转,则

τ＝０,χ＝０,ω１＝０,ω２＝φ′,ω３＝０ (１１)

本构方程(７)变为

M ＝EIφ′eB (１２)

式中φ′为截面转角对弧坐标s的变化率,即斜拉索

中心线的曲率κ,撇号表示对弧坐标s的导数．将式

(１１),式(１２)带入方程组(９),并向连体坐标系(P－

NBT)的坐标轴投影,得到

F′１＋F３φ′－α－１mgcosφ＝０ (１３a)

F′３－F１φ′－α－１mgsinφ＝０ (１３b)

EIφ＇＇＋F１＝０ (１３c)

分别将式(１３a),(１３b)与cosφ 和sinφ 相乘后

相加,或与sinφ 和cosφ 相乘后相减,得

F１sinφ－F３cosφ( )′＝０ (１４a)

F１cosφ＋F３sinφ( )′＝α－１mg (１４b)

由式(１４a)和(１４b)可以导出斜拉索OP 段沿

x 轴和y 轴的初积分

F１sinφ－F３cosφ＝－F０ (１５a)

F１cosφ＋F３sinφ＝mg∫
s

０
α－１ds－FA (１５b)

式中F０ 和FA 为斜拉索起始端O 处张力的水平分

力和竖向分力．利用式(１５a)和(１５b)消去F３ 后,将

F１ 代入式(１３c)得

EIφ″＋(mg∫
s

０
α－１ds－FA)cosφ－F０sinφ＝０

(１６)

０７
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通过式(１６)求解出φ(s),进而就可以得到表

示斜拉索位形的挠性线．
在实际设计中,斜拉索参数m,l,α,h 往往是

已知的,斜拉索水平分力F０ 与斜拉索起始端O 处

竖向分力FA 不互相独立[１４],其关系满足

sh－
mgl
２F０

＋arsh
mgltanα/F０

２shmgl/２F０( ){ }＝
FA

F０
(１７)

２　超细长弹性杆的挠性线解

求解式(１３)可得到超细长弹性杆的挠性线方

程,本节分三种情况讨论其挠性线解,即仅考虑弹

性拉伸,仅考虑抗弯刚度和同时考虑弹性拉伸和抗

弯刚度耦合影响下的挠性线解．

２．１　只考虑弹性拉伸时超细长弹性杆的挠性线方程

当只考虑斜拉索弹性拉伸时,忽略拉索的抗弯

刚度,即EI＝０,由式(１６)得

F０tanφ＝mg∫
s

０
α－１ds－FA (１８)

斜拉索微元段几何关系为

dx
ds

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
dy
ds

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝１ (１９)

令tanφ＝
dy
dx＝shu ,将式(１９)代入式(１８)后化简,

并对x 求导得

F０
d２y
dx２ ＝

mgEA
F０/[dx/ (dx)２＋(dy)２]＋EA

􀅰

　
(dx)２＋(dy)２

dx
(２０)

式中 A 为斜拉索的截面积,令β ＝mg/F０,η ＝
F０/EA ,式(１８)简化成

dshu
du

du
dx＝β􀅰 １

１＋ηchuchu (２１)

设dy
dx|x＝０＝shu０,

dy
dx|x＝l ＝shul ,由下端边界条

件 (x０＝０,y０＝０),式(２０)可以改写为参数方程

dx＝
１
β

(１＋ηchu)é

ë
êê

ù

û
úúdu (２２a)

x＝
１
β

(u＋ηshu－u０－ηshu０) (２２b)

dy＝
１
β

(１＋ηchu)é

ë
êê

ù

û
úúshudu (２２c)

y＝
１
β

chu＋ηch２u
２ －chu０－η

２ch２u０
æ

è
ç

ö

ø
÷

(２２d)

再由斜拉索上端边界条件(xl＝l,yl＝h)得

l＝
１
β

[ul －u０＋η(shul －shu０)] (２３a)

h＝
１
β

chul －chu０＋η
２

(ch２ul －ch２u０)
é

ë
êê

ù

û
úú

(２３b)

由方程组(２３)解出u０ 和ul 后代入方程组

(２２),就可以得到用u 来表示斜拉索张力、垂度及

索长的函数表达式

F３＝F０ １＋sh２u ＝F０chu (２４a)

f＝y－xtanθ (２４b)

S＝∫
l

０
１＋

dy
dx

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

dx＝
１
β∫

ul

u０
chu(１＋

　ηchu)du (２４c)

式中S 为斜拉索长度,下同．

２．２　只考虑抗弯刚度时超细长弹性杆的挠性线方程

文献[１５,１６]基于欧拉－伯努利梁模型,利用

摄动法研究了斜拉索在一般竖向荷载作用下的静

力学问题,本小节将基于Kirchhoff弹性细杆模型,

利用摄动法求解斜拉索的几何形态及静力参数．
当只考虑抗弯刚度影响时,无弹性拉伸(s＝

s０),则式(１６)中α＝１．定义以下无量纲变量和参数

S
^
＝

s
L

,F
^

A ＝
FA

mgL
,ε＝

EI
mgL３

,β
^
＝βL＝

mgL
F０

(２５)

对式(１６)除以F０,撇号改为对无量纲弧坐标ŝ,可

以得到关于φ(ŝ)的无量纲公式

εβ
^

φ (ŝ)″＋(β
^
ŝ－β

^
F
^

A)cosφ－sinφ＝０ (２６)

对于截面半径为r的斜拉索来说,m ＝ρA,A＝

πr２,I＝πr４/４,ρ斜拉索的密度,故ε~r４/L３,由于

斜拉索的两端间的距离远大于其半径且半径往往

小于１,即L≫r,r≤１,所以ε为小量,可以采用摄

动法来求解式(２６),将φ(ŝ)展开成ε的幂级数

φŝ( ) ＝φ０ ŝ( ) ＋εφ１ ŝ( ) ＋􀆺 (２７)

忽略二次以上小量,将式(２７)代入式(２６),仅

保留ε的一次项,分离变量得

β
^
ŝcosφ０－β

^
F
^

Acosφ０－sinφ０＝０ (２８a)

β
^

φ″０－β
^
ŝφ１sinφ０＋β

^
F
^

Aφ１sinφ０－φ１cosφ０＝０
(２８b)

将式(２８a)求解后,代入式(２８b),可以得到φ(ŝ)的

１７
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一阶近似解

φŝ( ) ＝arctan(β
^
ŝ－β

^
F
^

A)－

　
２ε(β

^
ŝ－β

^
F
^

A)β
^３

[１＋(β
^
ŝ－β

^
F
^

A)２]５/２
(２９)

其中当ε＝０时,上式即为斜拉索悬链线构形的描

述规律．将式(２９)恢复有量纲形式

φ(s)＝arctanβs－
FA

F０

æ

è
ç

ö

ø
÷－

２εβ３L３βs－
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定义变量T 为

T＝tanφ＝
dy
dx＝tanφ０＋εφ１sec２φ０＝
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(３１)

对式(３１)求导可以得到

dT
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利用公式(３２),忽略小量ε(􀆺),可以得到弧

坐标s和直角坐标x 之间的关系式

T＝ βs－
FA

F０

æ

è
ç

ö

ø
÷＝sh(βx＋C) (３３)

其中C 可以下端点边界条件可知

C＝arcsh βltanθ
２sh(０．５βl)
é

ë
êê

ù

û
úú－βl

２
(３４)

将式(３３)代入式(３２)得

dT
１＋T２

＝ β－
２L３β４ε

cosh(βx＋C)３ ＋
é

ë
êê

　　６L３β４εsinh(βx＋C)２

cosh(βx＋C)５
ù

û
úúdx (３５)

积分得

T＝
dy
dx＝sinh[βx＋C＋ε(􀆺)]

＝sinh(βx＋C)＋cosh(βx＋C)

－
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６L３β４εsinh(βx＋C)２

cosh(βx＋C)５
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(３６)

由y(０)＝０为初始条件积分得斜拉索的挠性线

y x( ) ＝
cosh(xβ＋C)

β
－

cosh(C)
β

é

ë
êê

ù

û
úú＋εp１

(３７)

其中:

　 p１＝
L３β２ ３Sech(C＋xβ)－arctantanh １

２C＋
１
２xβ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúsinh[２(C＋xβ)]{ }

４ cosh(C＋xβ)２
－

L３β２{３Sech(C)－arctan[tanh(０．５C)]sinh(２C)}

４ cosh(C)２

由式(３７)可以发现,与传统悬链线解相比,多了一

个小参数项εp１．拉索任一点的垂度、张力及索长为

f＝y(x)－xtanθ (３８a)

F３＝ mg－FA( )sinφ＋F０cosφ (３８b)

S＝∫
l

０
１＋T２dx (３８c)

定义bEI 为抗弯刚度对斜拉索几何构形的影响因子．

bEI＝εp１/
cosh(xβ＋C)

β
－

cosh(C)
β

é

ë
êê

ù

û
úú (３９)

通过影响因子bEI的变化可以分析斜拉索抗弯

刚度对其几何构形的影响．

２．３　考虑弹性拉伸和抗弯刚度耦合时超细长弹性

杆的近似挠性线方程

在实际工程中为方便计算斜拉索弹性拉伸的

影响,可以利用等效弹性模量,将实际弹性模量为

E、垂度为f 的斜拉索等效成弹性模量为Eeq 的线

性直杆,在斜拉索弹性伸长计算公式中计入垂度的

影响．可以采用式(４０)来计算等效弹性模量[１７],进
而计算斜拉索的拉伸比．

Eeq ＝E/１＋
EA(cosθ)２

４８a１
２

[－２(T０－a０)＋{
(T０－a０)２

(T０－a０)２－４a１a２

＋ (T０－a０)２－４a１a２ ]}
(４０)

式中:

a０＝
mgl
２ tanθ,　　a１＝

mgl
cosθ

a２＝
mgl

１２cosθ＋
mglcosθ

２４
,T０＝a０＋

a１

βl
＋a２βl

２７
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则斜拉索的拉伸比α可以表示为

α＝
F０

EeqAcosθ＋１ (４１)

将式(４１)代入式(１６),如同２．２部分,运用摄

动法求解,可以解得斜拉索的挠性线

y(x)＝
cosh[xβ(１－γ)＋C]

β(１－γ) －
cosh(C)
β(１－γ)＋εp２

(４２)

式中:

p２＝
L３β２ ３Sech[C－xβ(－１＋γ)]－arctantanh １

２ C－xβ －１＋γ( )( )
é

ë
êê

ù

û
úú

é

ë
êê

ù

û
úú􀅰sinh[２(C－xβ(－１＋γ))]{ }

４(１－γ) cosh[C＋xβ(１－γ)]２
－

L３β２{３Sech(C)－arctan􀅰[tanh(０．５C)]sinh(２C)}

４(１－γ) cosh(C)２

γ＝
F０/EeqA

F０/EeqA＋cosθ
,C 与２．２部分相同．

由２．２部分可知,当式(４２)中小参数项εp２＝０时,

式(４２)既变为仅考虑弹性拉伸时的近似表达式,如

下所示

y x( ) ＝
coshxβ １－γ( ) ＋C[ ]

β １－γ( )
－

cosh(C)
β １－γ( )

(４３)

定义bS 为弹性拉伸对斜拉索几何构形的影响因

子．

bS＝

cosh[xβ(１－γ)＋C)]
β(１－γ) －

cosh(C)
β(１－γ)－

cosh(xβ＋C)
β

＋
cosh(C)

β
cosh(xβ＋C)

β
－

cosh(C)
β

(４４)

通过影响因子bS 的变化来分析斜拉索弹性拉伸对

其几何构形的影响．

３　算例

选取主跨为１０９２m 沪通铁路大桥最长拉索

S３６、最短拉索S１和文献[１８]中实验室拉索A 为

例,分别采用本文所给的计算公式和传统悬链线计

算公式进行计算,分别计算了斜拉索两端张力、索

长、跨中垂度、最大垂度以及其所处位置,并且根据

式(３９)和(４４),还可以得到bEI－l和bS －F０ 关系

曲线．

图３　bEI－l关系曲线
Fig．３　RelationshipcurveofbEI－l

拉索的各项参数如表１所示,在计算时借助

MATLAB进行计算,其静力计算结果如表２所示．
以S３６斜拉索参数为例,令x＝l/２,得到bEI－l和

bS －F０ 关系曲线,如图３、图４所示．

图４　bS－F０ 关系曲线

Fig．４　RelationshipcurveofbS－F０

从由表２的数据可以看出,本文公式和传统悬

链线和抛物线公式计算结果非常相近,从而验证了

本文公式的正确性．
通过表２的数据对比,还可以得到以下结论:

(１)斜拉索最大垂度位置和跨中几乎重叠,静

力分析时,跨中垂度可以作为最大垂度使用,当精度

３７
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表１　斜拉索基本参数

Table１　Parametersofstaycables
拉索编号 F０/kN m/(kg􀅰m－１) L/m h/m l/m A/m２ E/GPa

S３６ ８５７２．２７ １４５．０ ５９４．３５ ２６５ ５３２ ０．０１７３５７ ２０５

S１ ８６３８．６ １３１．５ １５６．７０ ８９ １２８．９７ ０．０１５７４０ ２０５

A ０．３０３ １．０１ １１．３ ３．６３ １０．７ ０．０００１３７４ １９５

表２　斜拉索静力计算结果

Table２　Calculationresultsofstaycablestatics
拉索 计算方法 F３O/kN F３O１/kN fmax/l f１/２/l S/m xmax/l

悬链线型 ９３９７．３１ ９９７３．８０ １/８１．１６４６ １/８１．１９１１ ５９４．５０２

弹性变形 ９３９７．７６ ９９７３．２６ １/８１．０３６４ １/８１．０３８６ ５９４．５０１

S３６ 式３７ ９３９７．２７ ９９７３．８５ １/８１．２５４７ １/８１．２８２２ ５９４．５０２ ０．４９９

式４５ ９３９７．５２ ９９７３．３７ １/８１．０４２２ １/８１．０４３８ ５９４．５０１

悬链线型 １０４３８．９５ １０５５３．６４ １/３３９．８３０４ １/３４２．０６５９ １５６．７００
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

弹性变形 １０４３９．１３ １０５５３．４５ １/３３７．４２８９ １/３４０．６２２０ １５６．６９９

S１ 式３７ １０４３８．８９ １０５５３．７２ １/３４０．８３１５ １/３４３．９６４９ １５６．７００ ０．４９９

式４５ １０４３９．０１ １０５５３．５７ １/３３８．５３２１ １/３４１．８６５１ １５６．７００

悬链线型 ０．３２００ ０．３２２２ １/２１．２９５６ １/２１．５３７３ １１．３００
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

弹性变形 ０．３２１１ ０．３２３４ １/２０．１０５４ １/２０．３２１５ １１．３０１

A 式３７ ０．３１９２ ０．３２１５ １/２１．３９８５ １/２１．６４２２ １１．３００ ０．４９９

式４５ ０．３２０５ ０．３２２９ １/２０．２２５４ １/２０．４５４４ １１．３００

要求不高时,可忽略斜拉索弹性拉伸和抗弯刚度对

其几何形态的影响．
(２)斜拉索的内张力沿索长变化,其中在斜拉

索塔端最大,在斜拉索梁端最小．
(３)相较于抗弯刚度,斜拉索弹性拉伸变形对

其几何构形的影响更大,对比图３、图４也可以得

到这一结论．
由图３、图４可知在给定斜拉索参数情况下,

斜拉索抗弯刚度对其几何构形的影响在斜拉索长

度较短或张力较小时较大,随着索长的增加抗弯刚

度的影响会先短暂的增大再减小,并且当索长达到

一定值时,抗弯刚度的影响几乎不再随斜索长的增

长会变化．抗弯刚度对斜拉索几何构形的影响也会

随着索力的增加而减小,当F０ 达到５００kN 时,抗

弯刚度的影响将会小于０．１％．
斜拉索弹性拉伸对其几何构形的影响随索长

的增大而增大,随着索力的增加而减小,而且当l
大于１５０m 时,弹性拉伸的影响会超过０．１％．因此,

在斜拉索的研究中,当斜拉索索长较长时,弹性拉

伸对其几何构型的影响应当考虑在内,当索力较小

或索长较短时,例如观光平台的斜拉索,抗弯刚度

对其几何形态的影响应当考虑在内．

４　结论

本文基于超细长弹性杆模型,考虑斜拉索弹性

拉伸和抗弯刚度因素,建立了斜拉索在自重下的超

细长弹性杆平衡方程,并分别讨论了以下三种情况

下斜拉索挠性线方程,当仅考虑斜拉索弹性拉伸影

响时,求得其挠性线方程与已有结论一致;当仅考

虑抗弯刚度影响时,求得其挠性线方程与不考虑抗

弯刚度时的结论相比多了一项一阶修正项;当同时

考虑斜拉索弹性拉伸和抗弯刚度耦合影响时,利用

等效弹性模量近似求解出其挠性线方程,并讨论了

挠性线方程的解．
将以上三种情形下所得结果应用于实例,对比

了抗弯刚度和弹性拉伸对斜拉索几何构形的影响,

发现抗弯刚度对斜拉索几何构形的影响,会随着斜

拉索张力和索长的增加而减小;弹性拉伸对斜拉索

几何构形的影响随其索长的减小和索力的增加而

减小;相较于抗弯刚度,弹性拉伸对斜拉索几何构

４７
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形的影响更大．
本文基于超细长弹性杆模型讨论了斜拉索的

静态 平 衡 问 题,而 其 动 态 行 为 亦 是 重 要 问

题[３,４,１９,２０]．我们将在将来工作中利用超细长弹性杆

模型研究斜拉索的非线性振动问题．而基于 KirchＧ
hoff动力比拟的超细长弹性杆动力学具有时间和

弧长双自变量[６Ｇ９,１２],也必将为其振动研究带来新

的问题．
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附录:

　　以空间中的固定点O 为原点,建立固定坐标

系(OＧxyz),对长度为L 的细长弹性杆进行讨论,

沿杆的中心线建立弧坐标s,P 为弹性杆中心线上

的任意 一 点,以 P 为 原 点 建 立 Frenet坐 标 系

(PＧNBT),其中N、B 和T 为中心线的法线轴、副

法线轴和切线轴,F 为任意矢量．
设点P 的弧坐标s有无限小位移Δs时,刚截

面产生无限小转动位移矢量ΔΦ,令ΔΦ 与Δs相

除,将Δs→０时的极限记作弹性杆的弯扭度ω

ω＝lim
Δs→０

ΔΦ
Δs

当矢量F固结于刚截面时,刚截面的作无限小

转动位移ΔΦ 引起矢量F 的无限小位移ΔF,由刚

体无限小转动

ΔF＝ΔΦ×F
将上式与Δs相除,令Δs→０,导出

dF
ds＝ω×F

当矢量F 不固结于刚截面时,刚截面作无限

小转动的同时,矢量F 相对截面也发生运动,此

时,矢量F 相对弧坐标s 的变化率的一般公式为

dF
ds＝

d~F
ds ＋ω×F

其中波浪号表示矢量F 对Frenet坐标系(PＧNBT)

的局部导数．

６７


