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摘要　多稳态力学超材料具有多重稳定状态和几何重构特性,在变形吸能和能带调控等方面有重要的研究

价值．本研究提出了一种多稳态力学超材料．该超材料是由具有双稳态特性的曲杆和相关实体支撑结构组

成．结合有限单元法和布洛赫定理,计算了结构的能带结构,分析了不同稳态条件下结构的带隙特性,得到了

几何参数对结构带隙的影响规律,并研究了由５×５个单胞组成的阵列结构中部分单胞变形时,整体结构的

传输率．研究发现,双稳态连杆的变形状态可显著改变结构的带隙,尤其是在低频范围内产生了更宽的带隙．

整体结构中局部一行或一列单胞变形即可在该方向对应带隙频率范围内实现弹性波传播的衰减．
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Abstract　ThemultiＧstablemechanicalmetamaterialshavethemultiplestablestatusandgeometricreＧ
constructioncharacteristics,whichareofgreatresearchvalueindeformationenergyabsorptionandtunＧ
ingofthebandgap．Inthisstudy,amultiＧstablemechanicalmetamaterialisproposed,whichiscomＧ
posedofbistablecurvedrodsandrelatedsolidsupportstructures．Combiningthefiniteelementmethod
andBloch’stheorem,thebandstructureofthestructureiscalculated,thebandgapcharacteristicsof
thestructurewithdifferentsteadyＧstatesareanalyzed,theeffectsofgeometricparametersontheband
gapareobtained,andthetransmissionsofthearraycomposedof５×５unitcellsarestudiedwhenpartof
thecellsaredeformed．ItisfoundthatthedeformationstatusofthebistableconnectingrodcansignifiＧ
cantlychangethebandgapofthestructure,especiallyinthelowＧfrequencyrange．Theelasticwave
propagationcanbeattenuatedwithinthecorrespondingbandgapfrequencyrangebydeformationofa
rowofcellsinthestructure．
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引言

超材料一般指一类具有特殊性质的人造材料,

近年来在光学、声学、热学等领域得到了广泛的关

注．力学超材料因其优异的静力学和动力学特性,

在低频隔振、减振降噪、定向波导、地震波衰减等方

面得到了重点的研究[１Ｇ７]．与传统材料相比,力学超

材料特殊的构型,使其具有特定频率的带隙特性,

从而实现低频宽带的弹性波传播的阻隔,这为力学

超材料在隔振和波动能量吸收等提供了可能．
由于力学超材料的材料选择和结构形式在设

计和制造时已经确定,这使得其本身的动力学特性

和带隙范围难以有效调节,限制了力学超材料的进

一步应用．为了克服此难题,学者们提出了可调谐

力学超材料,以更加灵活地调控弹性波在结构中的

传播．一方面,通过施加、改变外部条件来调整结构

的刚度和质量,如施加电场、磁场、热场等[８,９],从

而改变结构的带隙位置;另一方面,利用具有大变

形能力的材料或结构,通过实施结构的大变形来调

整带 隙,如 利 用 形 状 记 忆 效 应、屈 曲 不 稳 定 性

等[１０Ｇ１２]．
近年来,多稳态力学超结构具有大变形、多稳

定状态等优势,逐渐得到了学术界的关注．通过在

外部施加激励或载荷,结构变形后可保持在另一个

稳定位置．由于其优异的变形能力和吸能特性,被

广泛应用于冲击防护、能量吸收、可展开结构设计

等[１３Ｇ１８]．与此同时,学者们利用此类结构优异的性

能,将其应用于结构动力学特性调控和弹性波传播

调控的研究中．例如,通过由双稳态连杆组成的多

稳态链,可在大振幅激励下,实现结构中过渡波的

单向传播和远距离传播[１９Ｇ２２]．通过设计一维双稳态

单元链构成的可重构超材料,可实现小振幅波传播

时良好的可调谐性[２３]．通过将线性弹簧和非线性双

稳弹簧交替布置,得到具有方向可调谐性的超材

料,改变波的传播方向[２４]．另外,基于形状记忆合金

设计多稳态力学超材料,可通过外部刺激(荷载或

温度场)实现带隙的实时调节,从而进一步优化超

材料的振动控制能力[２５Ｇ２７]．目前,关于多稳态力学

超材料的研究主要集中于静力学性能和变形状态

的研究,其动力学性能与变形状态之间的关系和机

理尚有待深入研究．
本文提出了一种多稳态力学超材料,结合有限

单元法和布洛赫定理,计算结构的能带结构,分析

不同稳态条件下的带隙特性,研究几何参数对结构

带隙的影响规律．并通过有限元仿真计算结构不同

变形情况下的传输率,进一步研究其对振动的衰减

效果．

１　多稳态力学超材料动力学模型

１．１　几何模型

本文所研究的力学超材料单胞如图 １(a)所

示,其可由图１(b)所示的四分之一结构旋转得到．
若将该单胞沿x、y 方向阵列,则可得到无限大周

期晶格结构．该单胞主要由双稳态连杆和实体结构

组成．图１(b)为四分之一单元的尺寸,其具体数值

列在表 １ 中．材料 假 设 为 热 塑 性 聚 氨 酯 弹 性 体

(ThermoplasticUrethane,TPU),其弹性模量、泊

松比、密度分别为２５MPa,０．２５,１２８０kg/m３．

图１　多稳态力学超材料单胞的几何模型

Fig．１　GeometricmodelofmultiＧstablemechanical
metamaterialunitcell

表１　图１所示单胞的几何参数
Table１　ThegeometricparametersoftheunitcellinFig．１

Name L/mm h/mm b/mm a１/mmb１/mmb２/mmb３/mm

Value １５ １２ ２０ １５ １５ ８ ３０

１．２　能带理论

自由边界单胞的动力学方程为[２８]:
(K－ω２M)q＝０ (１)

其中K 和M 分别是单胞的整体刚度矩阵和整体质

量矩阵,q为单胞位移向量,ω 为频率．
根据布洛赫定理,周期晶格单胞中的任意节点

位移可以通过相应单胞的节点位移描述,即:

q(rn１,n２
j )＝q(r０,０

j )e(n１k１＋n２k２) (２)
式中q(rn１,n２

j )是(n１,n２)单元的位移向量,q(r０,０
j )

６
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是参考单元(０,０)的位移向量,(k１,k２)为波数．将

式(２)代入式(１),即可得到应用布洛赫定理的周期

晶格的动力学方程:

[K(k１,k２)－ω２M(k１,k２)]qg ＝０ (３)

式中K(k１,k２)和M(k１,k２)是考虑周期性边界条

件的刚度和质量矩阵．通过沿第一布里渊区不可约

部分的边界Γ－Y－X－Γ 扫掠波矢,求解式(３)中

的特征值,则可得到晶格的能带结构．

２　多稳态力学超材料的静力学性能及能带结构

２．１　多稳态力学超材料的静力学性能

本文的双稳态连杆为曲线形连杆,其几何构型

的表达式为[２９]:

w(x)＝
h
２ １－cosπx

L
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ,　x ∈ [０,L] (４)

将四分之一结构两侧固定,在顶端施加指定的位移

Δd,并计算顶端反作用力,即可得到力 － 位移曲

线,进而求得双稳态结构第二稳态的位置．当双稳

态连杆的跨度L 和高度h固定时,厚度t成为影响

双稳态行为的最主要因素．图２展示了不同厚度t
下的力－位移曲线．当反力为负值并随着位移的增

大恢复为零时,结构表现出第二稳态状态,即图 ２
中的B 区域．可以看到,随着t的增大,结构达到第

二稳定状态的位移值逐渐变小．

图２　四分之一单胞的力－位移曲线

Fig．２　ForceＧdisplacementcurveofthequarterunitcell

２．２　能带结构分析

使用有限元软件分别在x 方向和y 方向设置

Floquet周期边界条件,求解式(３),则可得到结构

的能带结构．根据图２计算所得的第二稳态位移值

(B区域),通过稳态步骤给结构施加相应位移,根

据上述理论可计算得到变形后结构的能带结构．

图３　不同结构变形形式及对应能带图

Fig．３　Differentstructuraldeformationformsand
correspondingbandgaps

首先分析t为１mm,a２ 为１０mm 时结构的能

带图．图３为不同结构变形形式及对应结构前十阶

频率的能带图．本文仅研究未变形结构[图３(a)]、

单方向变形结构[图３(c)]和双方向变形结构[图３
(e)],其中变形结构是分别在单方向或双方向的双

７
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稳态结构施加１９．３mm 的位移,使其分别达到第二

稳态,对应图２中“t＝１”曲线反力为零(B区域内)

的状态．从图中可以看出,未变形结构在低频范围

内有两条带隙,最低带隙在第三阶频率和第四阶频

率之间,其频率范围在５１．６２Hz~８４．４１Hz,另外还

有１４９．８７Hz~１６８．２６Hz的低频带隙,但是带宽较

窄,每条带隙的宽度只有２０Hz~３０Hz．当有一个方

向压缩到第二稳态时,原来第三阶频率和第四阶频

率之间的带隙消失,第五阶频率和第六阶频率之间

出现另一条带隙,频率范围为５７．８８Hz~９３．８０Hz．
当两个方向都压缩到第二稳态时,低频带隙发生了

显著的变化,最低带隙的频率降低到２２．１６Hz~

５２．３７Hz,第二条带隙变宽．通过上述研究,该多稳

态超材料表现出良好的带隙调控性能．

２．３　参数分析

本节分析双稳态连杆厚度t及支撑结构宽度

a２ 对带隙的影响．

图４　双稳态连杆厚度t对结构带隙的影响

Fig．４　Effectofbistableconnectingrodthicknesst
onstructuralbandgap

在双稳态连杆跨度和高度一定的情况下,厚度

成为影响双稳态性能最主要的因素,因此本节分析

其对带隙的影响．综合考虑几何尺寸的适配程度,

以及产生大变形和多稳态的难易程度,选取t 从

１mm 到２．５mm 变化时对带隙的影响,间隔选为

０．１５mm．如图４所示为结构带隙数量、位置及宽度

随着厚度t变化的分布情况．未变形结构[图４(a)]

最低频率的带隙随t的增大而逐渐变窄且频率也

逐渐增大,第二条带隙同样随t的增大逐渐上移,

当t增大到１．７５mm 时该带隙消失．总体来说,随着

t的增大,带隙向高频移动且逐渐变窄．单方向变形

结构[图４(b)]的带隙随着t变化的趋势与未变形

结构带隙相似,但会出现两条新的带隙．相比前两

种情况而言,双方向变形结构[图 ４(c)]的两条带

隙宽度更宽,频率范围更低,且随着t的增大而逐

渐上移,并出现另一条窄带．
支撑结构对结构刚度有很大的影响,因此分析

其宽度对结构带隙的影响．综合考虑几何尺寸的适

配程度及结构刚度,选取a２ 从２mm 到１４mm,间

隔２mm．如图５所示为结构禁带数量、位置及宽度

随着支撑结构宽度变化的分布情况．对于未变形结

构[图５(a)],随着a２ 的增大,０Hz~２００Hz带隙从

无到有且逐渐变宽．对于单方向变形结构[图 ５
(b)],当a２ 小于６mm 时带隙主要在１００Hz以上,

当其逐渐增大时,出现了在１００Hz以下的连续带

隙．对于双方向变形结构[图５(c)],当a２ 为２mm
时,只有一条窄带．当a２ 逐渐增大时,带隙增多且

变宽,且有逐渐合并的趋势．综上,当a２ 为６mm~

１０mm 时,结构可以得到较宽范围的低频带隙．

图５　支撑结构宽度a２ 对结构带隙的影响
Fig．５　Effectofwidthofsupportstructurea２

onstructuralbandgap

３　传输率计算

为了验证带隙的正确性,本节研究由有限个单

胞组成的结构对振动的衰减能力．通过在一端施加

位移激励,另一端对应位置测量其位移响应,可得

到传输率．传输率的计算公式为:

８
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T＝２０log
|dout|
|din|

æ

è
ç

ö

ø
÷ (５)

其中din 为激励位置的位移,dout 为测量位置的位

移．
为了验证不同单胞数量对传输率的影响,分别

计算了３×３、５×５、７×７和９×９四种不同结构在

相同激励下的传输率,如图６所示．研究发现,不同

单胞数量结构的传输率趋势一致,仅在数值上有所

不同,单胞数量越多,传输率越小．综合考虑结构尺

寸及计算时间成本等因素,后续选取５×５单胞组

成的有限结构开展进一步研究．

图６　具有不同数量单胞结构的传输率

Fig．６　Thetransmissibilityofstructureswith
differentnumbersofunitcells

图７(a)、(c)和(e)分别为未变形结构、单方向

变形结构和双方向变形结构,图７(b)、(d)和(f)分

别为对应结构的传输率．可以看到未变形结构、单

方向变形结构、双方向变形结构的带隙所对应的频

率范围内振动皆有较大程度的衰减．总的来说,带

隙和传输率可以较好地对应．
为了进一步研究结构变形对振动衰减的影响,

本节设计并计算了几种不同变形组合下结构沿变

形方向的传输率,共有不变形、１列变形、３列变形、

５列变形四种情况,计算结果如图８所示．分析发

现,仅一列变形时,其低频范围内的传输特性即发

生显著改变,显示出比未变形结构更强的衰减效

果,且变形列数越多,衰减效果越强．通过上述分析

说明,整体结构中局部一行或一列单胞变形即可在

该方向上实现对应带隙频率范围内弹性波传播的

衰减．另外,为了研究局部变形位置对振动衰减的

影响,计算了结构中第１~５列分别变形时的传输

率,其中靠近激励位置为第１列．结果如图９(b)所

示,可以看出局部变形位置对振动衰减影响不大．

图７　不同变形形式结构及对应传输率

Fig．７　Thetransmissibilityofstructureswith
differentdeformation

图８　不同变形列数对传输率的影响

Fig．８　Effectofdifferentnumberofdeformed
columnontransmissibility

图９　变形位置示意及其对传输率的影响
Fig．９　Schematicofdeformationpositionandits

effectontransmissibility
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４　结论

本文设计了一种多稳态超材料,结合有限元和

布洛赫定理,计算了结构的能带结构及有限尺寸结

构的传输率,对其带隙特性及调控性能进行了研

究．研究发现:

(１)双稳态连杆的变形行为可以显著改变结构

低频范围内的带隙,表现出优异的带隙调控性能．
(２)通过参数分析得到了几何参数对结构带隙

的影响规律,可根据需要设计具有低频宽带的几何

结构．
(３)通过对有限尺寸结构传输率的计算验证了

带隙的正确性,并分析验证了对输入波的衰减特

性,发现整体结构中局部一行或一列单胞变形即可

在该方向对应带隙频率范围内实现弹性波传播的

衰减．
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