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摘要　针对刚体在流体中涡激旋转的数值结果表明,方柱在低雷诺数涡激旋转中有六种模态．本文针对其中

的小幅振荡模态,通过综合无黏绕流情况下的自由流线理论与有黏平板的边界层理论,提出了一种理论模

型;通过与浸没边界法所得数值结果进行对比,验证了该理论模型的有效性;并分析了小幅振荡模态的主要

驱动力,解释了出现周期性振荡的原因．
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Abstract　NumericalstudiesaboutthevortexＧinducedrotation (VIR)showthat６regimesexistfor
squarecylinderunderVIRatsmallReynoldsnumbers．FocusingonthesmallＧamplitudeoscillationreＧ
gime,thepaperproposesananalyticalmodelofthisregimebyconsideringboththefreestreamlinetheoＧ
ryofinviscidflowaroundbodyandtheboundarylayertheoryofviscousflowoveraflat．Thevalidityof
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引言

在工程应用中,流体和固体结构的相互作用是

一个普遍但又复杂的问题．其中,涡激振动(vortexＧ
inducedvibration,VIV)与涡激旋转 (vortexＧinＧ

ducedrotation,VIR)十分重要．涡激振动关注固定

物体的弹性振动,考虑弹性形变,例如油气管道在

深海 中 的 振 动,高 压 电 线、桥 梁 在 风 中 的 振 动

等[１,２,３]．涡激旋转关注刚体在流体中的旋转响应,

一般不考虑物体本身的形变．空气中旋转落地的水

果或冰雹、流体中自由运动的物体等均可以简化为

涡激旋转;陈卓等[４]的研究还发现,在流场中自由

摆动方柱的涡激旋转能强化微流体通道内热量与

物质的交换．对涡激旋转的研究能够更加有利于解

释如从飞行器中分离的物品、海洋中旋转能量收集

装置桨片[５]等物体的旋转特性,促进对旋转特性的

控制．
针对涡激旋转的研究目前主要集中于实验与

数值仿真．早期研究中,研究者主要聚焦于刚体涡

激旋转表现出的自旋转(autorotation)现象,最早

由 Maxwell和Niven[６]展开．Lugt[７]通过对NavierＧ
Stokes方程的数值求解,研究了平板与椭圆柱的

自旋转现象,指出自转的主要原因是漩涡脱落与刚

体旋转的同步化,因此相关现象也被称为涡激旋

转．Skews[８]通过实验发现,多边形柱的涡激旋转主

要发生在边数小于或等于８的情况．特别地,针对

方柱的研究,Zaki[９]、Ryu与Iaccarino[１０]通过数值

仿真观察到了在不同雷诺数下方柱运动的模态．
Ryu与Iaccarino[１０]指出,在小雷诺数(Re＝４５~
１５０)情况下,方柱的涡激旋转存在六个基本模态:

静止模态(initialrestposition,Re＝４５),小幅振荡

模态 (smallＧamplitudeoscillationregime,Re＝
５０,６０,７０),π/２极限振荡模态(π/２ＧlimitoscillaＧ

tionregime,Re＝８０,９０),随机旋转模态(random

rotationregime,Re＝１００,１１０),π极限振荡模态

(πＧlimitoscillationregime,Re＝１２０,１３０),自转

模态(autorotationregime,Re＝１４０,１５０)．[注:为

了进行区分,本文中涡激振动对应的弹性振动(viＧ

bration)翻译为振动,而涡激旋转模态中在平衡位

置周围的抖动(oscillation)翻译为振荡．]这些数值

仿真结果,为理论分析方柱涡激旋转现象的原因提

供了分类依据,也能指导在工业中涡激旋转效应在

能量收集、姿态控制等方面的应用．
基于以上模态分类,少量特殊情况下方柱涡激

旋转的理论解释已经提出,但集中于稳定性与驱动

力的定性分析．Robertson等人[１１]针对长方形方柱

的涡激旋转,通过刚体运动准定常理论 (quasiＧ
steadytheory)的方法,提出了旋转稳定性的判断

条件．Ryu与Iaccarino[１０]早期的研究指出,小幅振

荡模态中周期性的振荡主要是由所受力矩与旋转

角度之间不同步而驱动的．后来,针对方柱涡激旋

转在 Re＝１５０下的自转模态,Ryu[１２]通过对于迎

风面、逆风面分类研究的方法,计算了定常流场情

况下的压强导致的力矩,指出大角度旋转带来的

“瞬时”力矩突然换向是维持自转模态旋转的主要

原因．同时,在这一模态下,迎流面对力矩的贡献与

瞬时总力矩方向相反,阻碍方柱的转动;背流面对

力矩的贡献最大且与瞬时力矩同向,促进方柱转

动;总力矩方向与旋转方向基本相同．这些研究均

只深入到对力矩这一宏观量的定性研究,而没有对

力矩来源———流场状态进行解释,难以刻画涡激旋

转中的流体力学现象,从机理上解释造成力矩变化

的原因．
本研究的主要目的是针对方柱小幅振荡模态,

以流场分析为主要方法提出一理论模型,作为通过

理论定量解释这一振荡现象的初步尝试．这一模型

充分结合钝体绕流中已有的理论模型,考虑方柱带

来的“扰流效应”与黏性流体带来的“边界层效应”,

结合自由流线理论与边界层理论进行计算．我们将

该理论模型称为自由流线Ｇ边界层理论模型(Free
StreamlineＧBoundaryLayerModel,缩写为 FSBL
Model)．

本文的组织结构如下:第一节主要介绍模型的

基本假设．第二节对远离方柱、黏性体现不明显的

流场依据自由流线模型进行计算．第三节对靠近方

柱、充分体现流体黏性作用的流场,依据边界层模

型进行计算．第四节结合浸没边界法的仿真数据,

进行假设验证、模型计算与结果分析．最后在第五

节对研究结果进行总结．

１　模型描述及基本假设

本文研究的方柱绕流为图１所示的二维问题．
均匀来流速度为U∞ ,朝x 正方向．方柱边长为L,

中心固定,且初始时刻一面正对来流．方柱旋转后,

６５
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取逆时针方向旋转角度为α．由于研究只考虑方柱

小幅振荡的情况,故始终有|α|≪π/４;且方柱正

对来流区为同一表面,记为 􀰑１．其余各面沿顺时针

方向依次记为 􀰑２ ~ 􀰑４．为了方便后续的研究,沿

􀰑２ 与 􀰑４ 各建立一辅助右手坐标系(x＋,y＋ ),

(x－,y－)．

图１　方柱绕流系统示意图

Fig．１　Structurediagramofflowaroundsquarecylinder

本文研究中将采用如下假设:

(１)假设流体为不可压缩流体．
(２)假设流体的非定常性对于方柱的力矩及一

时刻方柱所受力矩时,可以假设流场为定常流场．
在此定常假设下,辅助正交坐标系 (x＋,y＋),(x－,

y－)为惯性系．该定常假设的有效性将会在第４小

节进行验证与说明．
(３)方柱的小幅振荡可以近似认为是简谐振

动,故其所受力矩M 近似满足M ∝α,记该比例系

数为Mα ＝－M/α．由此,方柱的转动满足方程:

－Mαα＝－I(２πf)２α (１)

其中,I＝１/６ρsL４ 为方柱的转动惯量,ρs 为固体的

密度．由式(１)可得,方柱的振荡频率为f＝１/２π

Mα/I ．该假设的有效性将会根据第４节数值结

果进行验证．值得注意的是,简谐振动的假设也与

Ryu[１０]指出的小幅振荡驱动力是所受力矩与旋转

角度之间异步性的结论一致．
(４)假设远离方柱的流场变化主要是由方柱绕

流造成的,流体的黏性可以忽略不计．并且,由于正

对流体的仅为 􀰑１ 面,我们可以认为绕流效应主要

是由 􀰑１ 面造成的．
(５)假设方柱绕流区内雷诺数较小,没有因为

绕流出现的分离泡,在方柱表面主要表现为边界层

效应,该假设称为“边界层假设”．该假设的有效性

将会根据第４节数值结果中 􀰑２,􀰑４周围流场速度

与涡量分布进行验证．
(６)假设固体 􀰑３ 面各点所受压强呈线性变

化,黏性力可以忽略不计．该假设的有效性将会在

第４节通过数值结果进行验证．需要说明:本文考

虑的是α很小的运动模态,而 Ryu[１２]的研究表明,

在α较大时该假设不再有效．

２　自由流线模型及其理论分析

２．１　自由流线物理模型的基本假设

１８６９年,Kirchhoff[１３,１４]针对圆柱绕流的计算

提出了自由流线的概念．自由流线的基本假设是钝

体绕流的分离区内部为“死水区”,“死水区”内部流

体流动基本均匀且可以忽略不计,压力为常数．“死

水区”由两个被称为“自由流线”的间断面围成．“自

由流线”自与钝体接触起一直沿着钝体表面直至分

离点,在分离点与钝体表面相切,满足流函数为０．
其中,Kirchhoff [１３,１４]与 Brodetsky[１４,１５]假设自由

流线上速度为常数并始终等于来流的速度,针对圆

柱绕流计算所得分离角θs 与压差阻力系数cDp 同

实 验 所 得 有 较 大 差 异．而 Roshko[１４,１６],EpＧ

pler[１４,１７],Woods[１４,１８]针对圆柱的研究注意到,假

设钝体后方的压力为一合适的负值,并且允许速度

沿自由流线进行变化,所得分离角θs 与压差阻力

系数cDp 更贴近实验所得,能更好模拟出无黏绕流

流场的压强分布．以 Roshko[１４,１６]的模型为例,对关

于来流对称性的钝体(如圆柱),该模型假设自由流

线在分离点具有相同的速度kU∞ ．分离后,速度沿

自由流线先匀速变化至与来流平行(“分离区”),再

减速至无穷远速度U∞ (“减速区”)．
自由流线参数方程及速度的求解主要通过物

理平面 (z)、复势平面(F)、归一化复速度倒数平面

[ζ＝U/W ＝U(dz/dF),U 为归一化速度]与实轴

上半空间{t∈ ℂ|R(t)≥０}的保角变换来进行,

R(􀅰)表示取实部．在计算正对来流平板时,在 RoＧ

shko的模型中,分离区在归一化复速度倒数平面

(ζ)中的轨迹为半圆．
依据第１章的假设,远离方柱的流体黏性可以

忽略不计,因此可以认为“自由流线”区域满足无黏

的要求．假设“自由流线”与斜板分离后,在改变方

７５
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向的同时减速,且在归一化复速度倒数平面 (ζ)中

的轨迹为一倾斜的椭圆,椭圆两长轴端点为分离

点,为了便于后期计算,假设椭圆半短轴长为１．由

于归一化参数U 的引入,这一关于半短轴的假设是

不失一般性的．这一假设相对于Roshko的假设,其

速度变化更加平滑．

２．２　自由流线轨迹及速度理论模型

自由流线在物理平面 (z)、复势平面(F)、归一

化复速度倒数平面(ζ)中的轨迹如图２所示,为了

方便将其保角变换至实轴上半空间,我们还设置一

辅助平面(ζ􀬈),将椭圆保角变换为圆．

图２　自由流线计算各复平面示意图

Fig．２　Diagramofdifferentcomplexplansinfreestreamlinecalculation

　　首先对归一化复速度倒数平面 (ζ)中轨迹进

行详细说明:由于自由流线与障碍物交点处(C)

速度为０,C 在ζ平面上表现为无穷远．而无穷远处

(I)速度为U∞ ＝k∞U,分离点处(S＋,S－)速度大

小分别为k＋U,k－U．因此在ζ 平面上I 坐 标为

１/k∞ ,分离点的坐标分别为S＋ ＝(１/k＋)ieiα,S－

＝－(１/k－)ieiα ．由于椭圆半短轴长度及长轴方向

已经给定,实际椭圆只有２个自由度．考虑到物理

意义,研究取k＋/k∞ ,k－/k∞ 作为自由参数,用于

表示两分离点与无穷远处速度的比值．该自由参数

可以通过数值仿真数据或实验测得．
各个复平面之间的变换由以下各式给出:

ζ＝
U
W ＝

U∞

k∞

dz
dF

(２)

ζ＝f(ζ􀬈)＝ λζ􀬈 ＋β
ζ􀬈 ＋imæ

è
ç

ö

ø
÷eiα (３)

t＝
i
２ ζ􀬈 －

１

ζ􀬈
æ

è
ç

ö

ø
÷＋sinχ (４)

W ＝
C２

t２
(５)

其中k∞ ,λ,β,m,χ,C 为曲线参数,综合式 (４)、

式(５),可以化简得到

ζ􀬈± ＝g±(F)＝

isinδ±
C

　
F

±
　

sinδ±
C

　
F

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－１
æ

è

çç

ö

ø

÷÷ (６)

式中正、负号分别代表着上方与下方自由流线．综

合式(１)、式(２)、式(５),可得物理空间自由流线轨

迹与复势的关系:

z±(F)＝∫
F

０
fg±(F􀬈)UdF􀬈 ＋z０ (７)

式中z０ 为零势能点在z 平面中的坐标．复速度与

复势的关系:

W ＝
U

fg±(F) (８)

根据自由流线定义,自由流线应取F∈ℝ＋ ．

下面对曲线参数 (k∞ ,λ,β,m,χ,C)进行计

算．在计算时,首先假设k＋,k－ 已知,求出其他量,

特别是k∞ 与k＋,k－ 的关系,此后可通过二分法,在

给定k＋/k∞ ,k－/k∞ 时,确定k＋,k－,k∞ 的值．

参数k∞ ,λ,β,m,χ 的确定依赖于归一化复速

度倒数平面(ζ)与圆平面在端点与零点处的对应
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关系．为了方便,记１
k ＝

１/k＋＋１/k－

２ ．可得:

m＝
(１/k＋ －１/k－)

２
(９)

λ＝
１＋１/k

２
(１０)

β＝
１－１/k

２
(１１)

１
ksinχcosα＋mcosα＋cosχsinα＝０ (１２)

k∞ ＝
１

cosχcosα－
１
ksinχsinα－msinα

(１３)

其中,式(１２)为χ满足的方程,其解为式(１４)中的

一个,正负号的确定根据其是否满足式(１２)．

χ＝arctan
－

１
ksinα±m

　

sin２α＋
１
k２ －m２æ

è
ç

ö

ø
÷cos２α

１
k２ －m２æ

è
ç

ö

ø
÷cosα

(１４)

参数C 的确定可以依赖二分法,其确定标准

应当为使得两分离点间的距离为斜板的长度,其中

分离点处复势的确定方式为

Fs
± (C)＝max

F
R[z±(F;C)e－iα]＝０ (１５)

式中R[􀅰]表示取实部．由于C 是函数g 中的参

数,进而也是z(F)的参数,在这里将其记为z(F;

C)．C 的取值应满足:

I{z＋[Fs
＋(C);C]e－iα－z－[Fs

－(C);C]e－iα}＝L
(１６)

式中I{􀅰 }表示取虚部．由此,关于自由流线轨迹

及其速度的具体求解步骤为:

(１)根 据 数 值 仿 真 或 实 验 结 果 测 量 得 到

k＋/k∞ ,k－/k∞ ,进而由式(９)－式(１１)、式(１３)－
式(１４)递归确定参数k∞ ,λ,β,m,χ ．

(２)结合式(３)、式(６)、式(７)、式(１５)、式(１６),

使用二分法递归确定参数．
(３)根据式(６)－式(７)确定自由流线轨迹及其

速度．为了方便后续推导,令Σ１ 表面的速度模长为

WFS
１ (x１,y１)．将所求得的上下自由流线轨迹分别

以图１所示辅助坐标系 (x±,y±)表示．令上下自由

流线(“分 离 区”)在z± 坐 标 系 中 轨 迹 为 y± ＝

yFS
± (x±),速度在 (x±,y±)坐标系中方向分别为

uFS
± (x±),vFS

± (x±), 记 其 模 长 为 WFS
± (x±)＝

　
uFS

± (x±)２＋vFS
± (x±)２ ．

３　边界层模型及其理论分析

对于靠近 􀰑２,􀰑４ 面的流场,由于流体的黏性

作用,􀰑２,􀰑４ 表面会形成一边界层,可借助边界层

理论对该表面流场进行计算．１９０８年,Blasius[１９]通

过数量级分析将 NavierＧStokes方程简化,利用自

相似原理求得了平板下的流场速度．Falkneb与

Skan[２０]则在就楔形劈尖的边界层求解时,通过对

远离边界的流场进行 Bernoulli假设,求解了存在

压强梯度的边界层方程．在本文研究模型中,以自

由流线速度为足够远处速度,通过数量级分析将

NavierＧStokes方程简化,利用自相似性求得流场

速度．

３．１　边界层方程的简化

为了方便表述,本章的研究采用z± 坐标系,记

s＝±,记速度沿xs,ys 方向的分量分别为us,vs．
首先分析二维黏性流体的方程,有:

∂us

∂xs
＋

∂vs

∂ys
＝０ (１７)

∂us

∂t ＋us
∂us

∂xs
＋vs

∂us

∂ys
＝－

１
ρf

∂p
∂xs

＋

　ν
∂２us

∂x２
s
＋

∂２us

∂y２
s

æ

è
ç

ö

ø
÷ (１８)

∂vs

∂t ＋us
∂vs

∂xs
＋vs

∂vs

∂ys
＝－

１
ρf

∂p
∂ys

＋

　ν
∂２vs

∂x２
s
＋

∂２vs

∂y２
s

æ

è
ç

ö

ø
÷ (１９)

以上三个方程中,v 为运动黏度,ρf 为流体密

度．由于定常假设,时间偏导项∂us/∂t与∂vs/∂t为

０,在下方分析中略去．下面对以上三个方程进行数

量级分析．
假设边界层“足够远”处速度量级为U,V,特

征板长度为l,该坐标的边界层高度为δ,且δ≪l,

那么由式(１７),可得:

V ~
U
lδ

对于式(１８),各项数量级依次为

U２

l
;VU
δ ＝

U２

l
;１
ρf

δp
δx

;νU
l２

;νU
δ２

考虑到等式左边数量级为U２/l,等式右边由

于δ≪l,νU/l２ 可以省略,则

９５
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U２

l ~
１
ρf

δp
δx ~

νU
δ２

可得

δ~
　
νl
U ＝

l
　
Rel

在本文模型中,取足够远速度,即为uFS
± ,为了

方便后面的计算,定义边界层厚度

δs(xs)＝
　
νxs

us
fs

＝
xs

　
Rexs,s

,s＝±

对于式(１８),同样进行数量级分析:

UV
l ＝

U２δ
l２

;V
２

δ ＝
U２δ
l

;１
ρf

δp
δy

νV
l２ ＝

U２δ３

l４
;νV
δ２ ＝

U２δ
l２

可得

１
ρf

δp
δy ~

U２δ
l２

则 １
ρf

δp
δy ≪

１
ρf

δp
δx

,压强在y 方向的偏导可忽略不

计,即

∂ps

∂ys
＝０,s＝± (２０)

同时,对于边界层的压强ps,有

ps(xs,ys)＝ps[xs,ys＝yFS
s (xs)]＝pFS

s (xs)

(２１)

由于忽略了流场黏性,有Bernoulli方程:

p∞ ＋
１
２ρfU２

∞ ＝ps
fs(xs)＋

１
２ρf [WFS

s (xs)]２

(２２)

综合式(１８)和式(２２),有

us
∂us

∂xs
＋vs

∂us

∂ys
＝

　WFS
s (xs)

dWFS
s (xs)
dxs

＋ν
∂２us

∂y２
s

(２３)

记

As(xs)＝
WFS

s (xs)
[uFS

s (xs)]２/xs

dWFS
s (xs)
dxs

Bs(xs)＝
xs

uFS
s (xs)

duFS
s (xs)
dxs

在数值计算中,As,Bs 参数中微分的计算可以

通过差分实现．式(２３)可简化为:

us
∂us

∂xs
＋vs

∂us

∂ys
＝

　As(xs)
[uFS

s (xs)]２

xs
＋ν

∂２us

∂y２
s

(２４)

同时有边界条件:

us(xs,ys ＝０)＝０ (２５)

vs(xs,ys ＝０)＝０ (２６)

us[xs,ys ＝yFS
s (xs)]＝uFS

s (xs) (２７)

３．２　根据自相似性化简边界层方程

考虑边界层的流函数,有

us ＝
∂ψs

∂ys
,vs ＝－

∂ψs

∂xs

则式(２４)可写为

∂ψs

∂ys

∂２ψs

∂xs∂ys
－

∂ψs

∂xs

∂２ψs

∂ys∂ys
＝

　As(xs)
[uFS

s (xs)]２

xs
＋ν

∂３ψs

∂y３
s

(２８)

边界条件式(２５)－式(２７)可化简为

∂ψs

∂ys
(xs,ys ＝０)＝０ (２９)

∂ψs

∂xs
(xs,ys ＝０)＝０ (３０)

∂ψs

∂ys
[xs,ys ＝yFS

s (xs)]＝uFS
s (xs) (３１)

不失一般性地假设ψs(xs＝０,ys＝０)＝０,那么

由式(３０)可得

ψs(xs,ys ＝０)＝０
对于实际速度,我们尝试求解在xs 方向上具

有形式自相似性的速度,即存在函数Φs 使:

us(xs,ys)
uFS

s (xs)
＝Φs

ys

δs(xs)
æ

è
ç

ö

ø
÷ (３２)

对式(３１)在ys 方向积分,可以得到:

ψs(xs,ys)＝fs
ys

δs(xs)
æ

è
ç

ö

ø
÷δs(xs)uFS

s (xs)

式中,fs′(ηs)＝Φs(ηs),记ηs＝
ys

δs(xs)
．将式(３２)

代入式(２８),可得

fs‴(ηs)＋
１
２

[１＋Bs(xs)]fs(ηs)f″s(ηs)＋

　As(ηs)－Bs(xs)fs′(ηs)fs′(ηs)＝０ (３３)

同时由式(２５)－式(２７)可得边界条件:

fs(０)＝fs′(０)＝０,fs′
yFS

s (xs)
δs(xs)

é

ë
êê

ù

û
úú＝１ (３４)

计算 中 需 要 在 每 一 个 位 置 xs 对 式 (３３)、

式(３４)求解．求解时可以采用试射法,基本思路是

０６
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假设f″s(０)＝a为一给定数,数值求解方程并计算

fs′
yFS

s (xs)
δs(xs)

é

ë
êê

ù

û
úú ,通过递归使fs′

yFS
s (xs)
δs(xs)

é

ë
êê

ù

û
úú 为１．

３．３　力矩的计算及基本假设

求得边界层速度分布后,可根据定常假设计算

方柱所受力矩M．该力矩由压强力矩Mp 与黏性力

矩Mμ 组成．
在压强力矩Mp 的计算中,首先分析 􀰑２ 与 􀰑４

面所受力矩,其基本思路是由边界层公式进行计

算．由式(２１)、式(２２)得:

pn(xs,ys ＝０)＝p∞ ＋

　 １
２ρfU２

∞ －
１
２ρf [WFS

s (xs)]２ (３５)

其中,n＝２,４并且分别对应s＝＋,－．实际计算中

取p∞ ．对于 􀰑１ 面,由于自由流线流过方柱表面,

所以

p１(x１,y１)＝p∞ ＋

　 １
２ρfU２

∞ －
１
２ρ

[WFS
１ (x１,y１)]２ (３６)

对于 􀰑３ 面,可以对其表面压强作线性拟合．有

力矩

Mp,n ＝R(∫pnzdz－) (３７)

对于黏性力矩的求解,只考虑 􀰑２ 与 􀰑４ 面,

有:

τw,n ＝μ
∂us

∂ys

æ

è
ç

ö

ø
÷

ys＝０
＝

　uFS
s (xs)

　
μuFS

s (xs)ρf

xs
f″s(０) (３８)

式中μ 为黏度,积分可得力矩,有

Mμ,n ＝－s∫τw,n
L
２dxs (３９)

式(３８)、式(３９)中,n＝２,４分别与s＝＋,－相对

应．

４　数值算例

本章展示在针对小幅振荡的自由流线Ｇ边界层

理论模型与数值计算的结果对比．

４．１　数值分析方法

研究采用浸没边界法对均匀来流中方形柱体涡

激旋转的动力学问题进行数值模拟,分别对流体和

刚性固体的控制方程进行数值求解．在控制方程中,

浸没边界法使用附加力项来表示流体和固体之间的

相互作用．数值计算方法详情参见文献[２１,２２]．
在流体运动上,研究计算域长为３２L,宽为

１６L,且设置计算域边界速度均为U∞ 沿x正方向 ．
计算时,流体连续性方程与 NavierＧStokes方程均

需进行无量纲化,其对应特征量如表１所示,无量

纲化后所得 NavierＧStokes方程如式(４０)所示．式

中,雷诺数Re＝ρfU∞L/μ,Fib 表示浸没边界法所

施加的力．

∂u
∂t＋u􀅰Ñu＝－Ñp＋

１
ReΔu＋Fib (４０)

在下文进行的所有计算中,本文第２、３章所列

流场方程与所有流场物理量也均采用表１特征量

进行无量纲化．为简化,所有无量纲化之后的物理

量均采用原记号标记．
所得连续方程与 NavierＧStokes方程可以由欧

拉网格形式进行划分,依据 Peskin[２３]所提出的方

法,将流体速度和力源项定义在网格节点上,将流

体压强定义在网格中心．时间离散采用全隐式时间

推进法,空间离散采用 CrankNicholson格式来离

散对流项和扩散项．

表１　流体控制方程中各物理量无量纲化时对应的特征量

Table１　Characteristicquantityofthe
nondimensionalizationinfluidequations
Quantity Characteristicscale

x,y L

u U∞

t L/U∞

p ρfU２
∞

Fib ρfU２
∞/L

对于固体部分,浸没边界法只关注固体边界,

即浸没边界的位移与速度．力矩、角加速度、角速度

和角度的关系同样进行无量纲化,其中转动惯量特

征量为ρsL４,时间特征量为L/U∞ ,角度特征量为

１．在下文进行的刚体运动计算中,本文第２、３节所

列流场方程与所有流场物理量也均采用这些特征

量进行无量纲化．为了简化,所有无量纲化之后的

物理量均采用原记号标记．离散方法上,固体被视

作刚体,采用显式欧拉法离散刚体的角度、角速度、

角加速度之间的关系式．

１６
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根据浸没边界法,式(３８)中流体与固体的相互

作用力可以表示为:

F(s,t)＝α∫
t

０
(Uib(s,t′)－U􀬈(s,t′))dt′－

　β(Uib(s,t)－U􀬈(s,t)) (４１)

式中,α、β为常系数,Uib(s,t)是由界面附近流体

速度插值得到的浸没边界处的流体速度,U􀬈(s,t)

为浸没边界的运动速度．其中,浸没边界处的流体

速度可以由界面附近流场速度插值得到:

Uib(s,t)＝∫x∈V
u(x,t)δ[X(s,t)－x]dx

(４２)

式中,V 表示边界附近流体所占的区域,u(x,t)表

示流体速度,X(s,t)表示固体边界节点的位置,x表

示流体欧拉网格的位置坐标,δ是DiracDelta函数．
根据以上方法,针对不同ρs/ρf 与Re进行了研

究．我们发现,在雷诺数Re＝７０与密度比ρs/ρf ＝８
时存在明显且稳定的小幅振荡情况．下面的章节中,

我们将以该情况为例对理论模型进行验证．

４．２　假设有效性检验

浸没边界法所得t＝０~６００时间区间内 MＧt
与αＧt曲线如图３所示．

下面首先分析各假设的有效性．对于定常假

设,我们对边界层进行数量级分析,式(１８)中,令

δU 为U 变化量．公式的数量级为(δU)２/t,而时间

偏导项Əus/Ət数量级为fδU,由数值仿真数据可

得,f~０．１≪２U/L＝２~δU/l,故可以将非定常

项忽略不计,定常假设成立．

图３　Re＝７０与ρs/ρf ＝８下数值计算力矩M 与旋转角度α(无量纲)
Fig．３　CFDresultofmomentM androtationangleα

(nondimensionalized)undertheconditionofRe＝７０andρs/ρf＝８

对于简谐振动假设,下面考察小幅振荡期间力

矩 M 与旋转角度α的线性．t＝５５０~６００时间窗口

内的MＧα散点图如图４所示．对M 与α数据进行线

性回归可得R２＝１．００００,其线性极强,简谐振动假

设成立．
由于定常假设,可以取任意时刻的方柱旋转角

度α,将流场视为定常进行计算．下文以t＝６００为

例研究流场情况．
首先验证方柱表面流场情况,分析方柱绕流区

是否存在局部分离泡．图５展示了方柱绕流区流线

与涡量大小|w|分布情况．由图５可见,绕流区内

流线主要呈现为层流特征,涡量主要集中于方柱拐

角处,没有明显独立小涡出现．图６展示了 􀰑２ 与

􀰑４ 表面邻域的速度剖面图．由图６可见,两表面的

速度分布呈现明显的边界层特征,没有局部涡的形

成,边界层假设成立．

图４　Re＝７０与ρs/ρf ＝８下数值仿真 MＧα图(无量纲)
Fig．４　CFDresultofMＧαplot(nondimensionalized)during

t＝５５０~６００underRe＝７０andρs/ρf＝８

图５　方柱周围流线与涡量绝对值分布图

Fig．５　Thestreamlineandvorticityvalueplot
aroundsquarecylinder

２６
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对于 􀰑３ 面的线性压强假设,将浸没边界法所

得压强结果以压差系数cp＝(p－p∞ )/１
２ρ/U２

∞ 表

示．取t＝６００时刻,各个面的cp 随该面距离坐标

变化如图７所示,由图７可以看出,除端点处外,

􀰑３ 面的cp 曲线较其他面cp 变化具有较强的线

性,且端点处变化较其他曲线变化可以忽略不计,

故线性假设基本成立．

图６　􀰑２ 与􀰑４ 表面周围速度剖面图

Fig．６　Velocityprofileplotaroundsurface􀰑２and􀰑４

图７　t＝６００时各面数值仿真cpＧX 或cpＧY 变化曲线

Fig．７　CFDresultofcpＧXorcpＧYplotofeachsurfaceatt＝６００

４．３　模型与数值结果对比

对于自由流线Ｇ边界层模型,根据第２、３章的

方程编制 MATLAB程序进行计算．由浸没边界法

得到t＝６００时刻数值仿真数据,α＝－０．００３２９２１５,

由上、下 方 角 落 邻 域 内 压 强 计 算 得 k＋ /k∞ ＝
１．３４６８８６,k－/k∞ ＝１．３８７０３２．带入 MATLAB程序

中,所得力矩结果如表２所示．由浸没边界法得到

该时刻力矩为 M ＝０．００３９２１,Mα ＝１．１９１０．在t＝
５５０~６００区段振荡频率为f＝０．１３３２．

可以看出,两方法所得 Mα 与f 基本相当．从

表２可以得出,维持方柱小幅度振荡的力主要来源

于 􀰑１ 面的压强力矩及 􀰑２ 与 􀰑４ 面的压强力矩差,

即迎流面(􀰑１)压强的分布不均匀与上下面(􀰑２ 与

􀰑４)因转动与自由流线速度差异导致的压强不对

称性．值得注意的是,与自转模态不同,小幅振荡模

态下迎流面(􀰑１)的力矩贡献与瞬时力矩方向相

同,并且为主要组成力矩之一;而背流面(􀰑３)对于

力矩的贡献与瞬时力矩方向相反,并且可以忽略不

计．这也使得此时的力矩 M 主要表现为恢复力矩,

其方向与α方向相反,方柱呈现振荡形态．

表２　自由流线Ｇ边界层模型力矩计算结果(无量纲)
Table２　Momentresults(nondimensionalized)

ofFSBLModel
Surface Mp Mμ Sum

􀰑１ ０．００２４ NotEvaluated －－

􀰑２ －０．０１２０ －０．０３２４ －－

􀰑３ －０．０００９ Ignored －－

􀰑４ ０．０１４０ ０．０３２８ －－

Total ０．００３５４１ ０．０００３４５ ０．００３８８６

Mα １．０７５５ ０．１０４８ １．１８０３

I －－ －－ ０．１４９７

下面比较模型所得的压强结果与浸没边界法

所得􀰑２ 与􀰑４ 面的压强结果,以分析可能的误差

原因．结果以上方所定义压差系数cp 表示．

图８　数值仿真与自由流线Ｇ边界层模型所得压差系数cp

Fig．８　PressurecoefficientbyCFDcalculationandbyFSBLModel

由图８可见,计算所得压差系数总体偏大,趋

势与数值仿真结果基本相仿．其原因一方面是浸没

边界法所得压强,并非边界处压强,而为靠近边界

点的压强此处无法进行完全比较．另一方面,所取

k＋/k∞ 与k－/k∞ 将会极大影响cp 计算精度,而浸

没边界法所得数据可能存在偏差．同时,定常假设

导致压强中缺乏非定常变化项以及对迎流面黏性

力矩无法测算,使得压强计算存在系统性偏差．
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５　结论

本文综合钝体绕流的自由流线与边界层理论,

提出了流固耦合中方形柱体涡激旋转小幅振荡模

态下的自由流线Ｇ边界层理论解释模型,并且通过

浸没边界法进行数值仿真,对比验证了该理论的有

效性．研究总结如下:
(１)从数值仿真结果可以得出,方柱在小幅振

荡模态中可以近似为简谐振动,并且由自由流线Ｇ
边界层理论推算所得力矩和频率与数值仿真基本

吻合．
(２)从力矩来源上讲,方柱涡激振荡维持力矩

主要来源于迎流面压强的分布的不均匀以及上下

两面压强分布的不对称性．
(３)小幅振荡模态与自转模态下压强的分布不

同,所导致模态的主要驱动力来源也不同,这也是

这一模态下表现为振荡的主要原因．
尽管在压强的计算上,由于忽略了非定常性与

迎流面与背流面表面黏性,自由流线Ｇ边界层理论

相较于数值仿真存在一定的差异,但是本研究将研

究点聚焦于靠近方柱周围流场的局部化描述,给涡

激旋转与部分流固耦合问题的理论解释提出了一

个新思路．
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