
第２１卷第６期

２０２３年６月
动 力 学 与 控 制 学 报

JOURNALOFDYNAMICSANDCONTROL
Vol．２１No．６

Jun．２０２３

文章编号:１６７２Ｇ６５５３Ｇ２０２３Ｇ２１(６)Ｇ０３９Ｇ００８ DOI:１０．６０５２/１６７２Ｇ６５５３Ｇ２０２３Ｇ０７８

　２０２３Ｇ０３Ｇ０９收到第１稿,２０２３Ｇ０５Ｇ１１收到修改稿．
∗国家自然科学基金青年基金项目(１２００２１９５),国家自然科学基金杰出青年基金(１２０２５２０４),上海市教育委员会科研创新计划项目(２０１９Ｇ
０１Ｇ０７Ｇ００Ｇ０９ＧE０００１８),上海 市 科 学 技 术 委 员 会 浦 江 人 才 计 划 (A 类 ２０PJ１４０４０００),NationalNaturalScienceFoundationofChina
(１２００２１９５),theNationalScienceFundforDistinguishedYoungScholars(１２０２５２０４),theProgramofShanghaiMunicipalEducationComＧ
mission(２０１９Ｇ０１Ｇ０７Ｇ００Ｇ０９ＧE０００１８),andthePujiangProjectofShanghaiScienceandTechnologyCommission(２０PJ１４０４０００)．
†通信作者 EＧmail:xmao３＠shu．edu．cn

热环境中超临界黏弹性输流管道自由振动分析∗

高思禹　毛晓晔†　丁虎　陈立群
(上海大学 力学与工程科学学院,上海　２００４４４)

摘要　基于EulerＧBernoulli梁模型,本文研究了热环境中输流管道在超临界范围内流固耦合自由振动特性．

考虑温度增量以及初始轴向拉力作用,在两端简支边界条件下,利用广义 Hamilton原理建立输流管道横向

振动偏微分Ｇ积分控制方程．通过解析方法得到输流管道非平凡静平衡位形及临界流速精确表达式,与微分

求积单元法(DQEM)数值结果吻合较好．基于复模态法,结合伽辽金(Galerkin)法离散系统偏微分Ｇ积分控制

方程,得到热环境下超临界输流管道的模态函数和固有频率．结果表明,温度增量越大,临界流速越小,此时

的管道越容易屈曲,但相同流速下超临界管道固有频率越大;初始拉力越大,临界流速越大,相同流速下超

临界固有频率越小．该研究可以为热环境中超临界状态下的管道系统振动设计提供理论指导．

关键词　热环境,　输流管道,　超临界流速,　非平凡静平衡位形

中图分类号:O３２２ 文献标志码:A

FreeVibrationAnalysisonSupercriticalViscoelasticPipes
ConveyingFluidinThermalEnvironment∗

GaoSiyu　MaoXiaoye†　DingHu　ChenLiqun
(SchoolofMechanicsandEngineeringScience,ShanghaiUniversity,Shanghai　２００４４４,China)

Abstract　BasedontheEulerＧBernoullibeamtheory,thecurrentworkinvestigatesthefreevibrationofa
supercriticalpipeconveyingfluidinthethermalenvironment．Consideringthetemperatureincrementand
theinitialaxialforce,thepartialＧdifferentialＧintegralgoverningequationforthetransversevibrationof
thesimplysupportedpipeisestablishedbythegeneralizedHamilton’sprinciple．ThenonＧtrivialequilibＧ
riumconfigurationsandcorrespondingcriticalflowvelocitiesareobtainedanalytically,andverifiedby
thedifferentialquadratureelementmethod(DQEM)．BasedonthecomplexmodemethodandtheGalerＧ
kinmethod,thenaturalfrequenciesofthesupercriticalpipeconveyingfluidinthethermalenvironment
areobtained．Theresultsshowthatthelargerthetemperatureincrementis,thesmallerthecriticalflow
velocitywillbe,whichalsomakesthepipebuckledmoreeasily．Butthesupercriticalnaturalfrequencies
becomebiggeratthesamefluidvelocity．Thediscussionalsofindsthatthelargertheinitialtensionis,
thelargerthecriticalflowvelocitywillbe．Underthiscondition,thenaturalfrequenciesinthesupercritＧ
icalregionbecomesmalleratthesameflowvelocity．ThisstudyprovidesguidanceforthevibrationdeＧ
signofpipesconveyingfluidinthesupercriticalregionunderthethermalenvironment．

Keywords　thermalenvironment,　pipeconveyingfluid,　supercriticalfluidspeed,　nonＧtrivialequiＧ
libriumconfiguration



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０２３年第２１卷

引言

输流管道流致振动的研究有广泛的应用前景,

其研究成果可直接运用于海洋和土木工程、石油和

化学加工工业、核电和电力工业、船舶和飞机,以及

日常生活中．管道内部流固耦合作用和外部激励引

起的振动,会不断地传递到整个系统,引发系统大

幅振动[１],从而导致管道出现疲劳损伤,甚至在极

端振动条件下会因管道结构破裂,导致液体泄漏而

产生不可估量的后果[２]．当管道中流体流速超过一

定值时,管道将发生屈曲失稳,并在新的平衡位形

附近振动,这被称为输流管道系统的超临界状

态[３],其特征为管道基频归零．环境温度会显著改

变系统共振特性,因此,将环境温度考虑进输流管

道的研究是具有现实意义的;环境温度条件下的输

流管道振动特性分析也是对已有理论的补充和发

展,具有一定学术价值．
目前已有的研究主要聚焦于输流管道的振动

特征,这些研究包含输流管道振动特性对管道寿命

影响、流固耦合作用、建立精确的输流管道动力学

模型及管道大幅度振动时的非线性动力学等[４]．杨
晓东和金基铎发现因为假设的模态函数会使 GaleＧ

kin截断法得到的固有频率产生误差,于是通过复

模态法与其比较,结果表明截断阶数较低时,两种

方法得到的固有频率拟合较好[５]．Ding等针对非线

性连续系统,建立了与两个非线性隔振器耦合的输

流管道非线性受迫振动动力学模型[６]．周永兆等人

研究了两端铰支输流管道的横向非线性自由振动,

并且对偏微分方程做准静态假设得到偏微分Ｇ积分

方程,研究表明偏微分控制方程有较强的非线

性[７]．颜雄和魏莎等研究了两端非对称弹性支承输

流管道横向振动的固有特性,发现流体的流速越

大,其对两端非对称弹性支承的管道固有频率的影

响越明显[８]．
当流速超过临界值时,管道会发生静态屈曲,

即管道发生屈曲失稳,系统会重新稳定在曲线平衡

位形[９]．Ding等分别使用伽辽金截断法计算了轴向

运动梁的固有频率且通过数值方法计算了轴向运

动梁在超临界运动状态下的平衡位移[１０Ｇ１３]．随岁寒

和李成利用虚功原理建立了输流管道弯曲和振动

的有限元方程,给出了两种边界条件下管道自由振

动的前三阶固有频率与流体流速的关系,结果表

明,前三阶固有频率随流速增大而减小[１４]．Zhou等

人研究了四种不同初始形状的悬臂式输送流体管

道的非线性静力和动力特性．结果证明了管道由流

动引起的管道静态变形也可能非常大,管道颤振失

稳的临界流速主要取决于刚刚达到临界流速时的

静力平衡构型[１５]．缪旭和金基铎针对超临界状态下

的输流管道的扰动方程,通过伽辽金法得到了超临

界状态下系统非线性振动第一阶固有频率的解析

表达式[１６]．Mao等研究了输流管道内共振为３∶１
时的受迫振动响应,研究发现当流体的速度超过临

界值时,直线平衡构型会发生弯曲,原来的单稳态

系统转化为双稳态系统[１７]．Tan等人首次用 TimoＧ
shenko梁理论研究了超临界范围内输流管道的振

动特性,并且与 EulerＧBernoulli管道相比,TimoＧ

shenko管道的平衡构型曲率更大,两种管道模型

之间的相对差异受流速的影响[１８]．Lu等人研究了

输流管道在超临界绕流曲线处的内部共振和应力

分布,以改善管道的机械疲劳性能[１９]．Ye等研究了

超临界范围内微弯曲输送流体管道的振动特性,研
究发现弯曲管道的固有频率可能会随着管道长度

的增加而增加,但不一定是单调的[２０]．
尽管近年来超临界高速输流管道的振动问题

一直受到广泛关注,但目前的研究工作主要集中在

理想环境的基础上．在实际工程应用中,环境温度

的改变也会诱发管道发生振动,降低管道寿命．根

据文献,Qian等人通过数值方法分析了温度和流

速对输流管道的固有特性的影响．结果表明,动力

学特性由温度和流速共同决定,温度升高也会导致

管道刚度的降低,即使内部没有流体也会导致管道

发散不稳定[２１]．EbrahimiＧMamaghani等人研究了

考虑热效应的轴向瑞利管的稳定性,发现温度越高

时管道越容易以发散和颤振的形式失去稳定性[２２]．
Babaei分析了热环境中功能梯度微曲管道在均匀

侧压力作用下的非线性响应,结果发现温度升高提

高了微曲管道的强度,同时也提高了微曲管道的上

限载荷和下限载荷[２３]．但是以上工作没有涉及对热

环境中输流管道超临界振动的研究．
基于上述文献调研,本文建立了具有线性热弹

性关系的 EulerＧBernoulli输流管道在超临界状态

下的运动控制方程;对管道热环境下随流速分岔的

位形进行了数值验证;利用复模态法和伽辽金法得

到管道的模态函数并分析温度增量和初始轴力对

０４
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管道超临界固有频率的影响．

１　运动方程及非平凡静平衡位形

图１为两端简支输流管道的物理模型简图．管

道材料密度为ρp,长度为L,外径为D,内径为d,

P０ 为初始轴力,弹性模量E,截面绕中性轴转动惯

量Ip．考虑 Kelvin黏弹性本构关系,黏弹性系数为

α．管道内流体假设为不可压的黏性流体,密度为

ρf,流速Г 恒定．管道均布F􀅰cos(Ωt)的简谐横向

激励力,只考虑激励平面内的横向位移v(x,t),其

中t代表时间坐标,x 表示沿管道轴向的空间坐标．
此外,考虑系统处于均匀温度场中,以室温为基础,

温度增量为ΔT．

图１　输流管道物理模型

Fig．１　Physicalmodelofthepipeconveyingfluid

根据能量法建立运动方程,EulerＧBernoulli输

流管道横向运动的动能Te 为

Te＝
１
２∫

L

０
ρpApv２

,tdx＋
１
２∫

L

０
ρfAf[v,t＋

　Γsin(v,x)]２dx＋
１
２∫

L

０
ρfAfΓ２cos(v,x)２dx

(１)

式中第一项表示输流管道横向振动的动能,第二项

及第三项表示流体的动能．
系统内力及外力做功W 为

W ＝－∭V
(σx －σT)εxdV＋(Up＋Uf) (２)

式中V 为输液管道的体积,σx(x,t)和εx(x,t)分

别为正应力和正应变,σT 表示热应力,Up 表示轴力

P０ 做功,Uf 表示激励力做功,相应的表达式

Up＝∫
L

０
P０v,xvdx,

Uf＝∫
L

０
Fcos(Ωt)vdx (３)

式中管道材料应力和应变本构关系可表示为

σx ＝Eεx ＋αεx,t (４)

当温度场发生变化时,管道会产生应变,沿x

轴的热应变可表示为[２４]

εT ＝ζΔT (５)

其中,ζ是热膨胀系数．因此,热应力可以表示为

σT ＝EεT (６)

假设由振动变形引起的附加应力沿管道的轴

向变化很小,可以将应力取作沿输流管道在长度上

的平均值

εx(t)＝
１
２L∫

L

０
v２

,xdx (７)

根据广义 Hamilton原理

δ∫
t２

t１
Tedt＋∫

t２

t１
δWdt＝０ (８)

从而得到热环境中黏弹性横向振动输流管道

的偏微分Ｇ积分模型

　ρpApv,tt＋ρfAf(v,tt＋２Γv,xt＋Γ２v,xx)－(P０－
EApζΔT)v,xx ＋EIpv,xxxx ＋αIpv,xxxxt＝
EAp

２Lv,xx∫
L

０
v２

,xdx＋
Apα
L v,xx∫

L

０
v,xv,xtdx＋

Apα
２Lv,xxt∫

L

０
v２

,xdx＋Fcos(Ωt) (９)

以及两端简支条件

v(０,t)＝v,xx(０,t)＝０,

v(L,t)＝v,xx(L,t)＝０ (１０)

表１给出了本文研究的输流管道的物理参数

值及几何参数值．

表１　输流管道物理参数

Table１　Physicalparametersofthepipeconveyingfluid
Item Notation Value

管道长度 (m) L １

管道外径 (m) D ０．０２

管道内径 (m) d ０．０１８

弹性模量 (GPa) E ２００

初始拉力 (N) P０ ２０

管道材料密度 (kg/m３) ρp ７８５０

流体密度 (kg/m３) ρf ８７２

２　热环境中输流管道非平凡静平衡位形

２．１　非平凡位形解析解

为求解输流管道静态屈曲构型,忽略式(９)中

显含时间的项,得到只与空间坐标有关的位移函数

(ρfAfΓ２－P０＋EApζΔT)v^ ,xx ＋EIpv
^

,xxxx ＝

１４
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EAp

２Lv^,xx∫
L

０
v^２

,xdx (１１)

式(１１)中,v^ 即表示非平凡静平衡位形．为求得解

析解,先将定积分项假设为常数ξ,该方程可以化

简为

(ρfAfΓ２－P０＋EApζΔT)v^ ,xx ＋EIpv
^

,xxxx －

　ξ
EAp

２Lv^,xx ＝０ (１２)

按照求导阶数,方程(１２)可以改写为

v^ ,xxxx ＋λ２v^ ,xx ＝０ (１３)

其中λ２ ＝ ρfAfΓ２－P０＋EApζΔT－ξ
EAp

２L
æ

è
ç

ö

ø
÷/EIp ,

方程(１３)是一个四阶常微分方程,通解为

　v^ ＝C１＋C２x＋C３cos(λx)＋C４sin(λx) (１４)

其中Ci(i＝１,２,３,４)是常数．
将边界条件(１０)代入常微分方程(１３)得到特

征方程sinλ＝０或λ＝kπ,k＝１,２,３􀆺 ,即可得到

输流管的非平凡静平衡位形[２５]

v^ ＝Csin(kπx) (１５)

将表达式(１５)代入式(１４)可得到屈曲位形系数

C＝ ±
２
kπ

L ρfAfΓ２－P０＋EApζΔT( ) －k２π２EIp[ ]

EAp

(１６)

从式(１６)可以导出,只有当流速Γ ＞Γcr(k)＝

(k２π２EIp＋P０－EApζΔT)/ρfAf 时,产生一对

对称平衡曲线位形,Γcr(k) 表示第k阶临界流速．由

于超临界流速具有复杂多变性,输流管道分析难度

加大,因此,重点关注超临界流速范围在Γcr(１) ＜Γ

＜Γcr(２) 下,研究热环境中简支输流管道围绕正平

衡位形v^ ＋ (x)的横向振动的非线性动力学特性．

２．２　非平凡位形仿真解

微分 单 元 求 积 法 (DQEM)在 微 分 求 积 法

(DQM)的基础上,将管道两端的旋转角度作为广

义变量引入．因此,它有N 个节点基础上的(N＋２)

个变量．基于(N－２)个内点方程和４个边界条件,

这(N ＋２)个变量可以被求解出来．因此,DQEM
可以准确地满足四阶边界值问题．由于篇幅所限,

DQEM 对偏微分方程插值离散公式见[２６]．
已有文献表明当节点采用非均匀分布时,计算

结果精度及收敛性更高[２７],因此采用 ChebyshevＧ

GaussＧLobatto非均匀分布,即

xi＝
１
２ １－cos

(i－１)π
N －１

é

ë
êê

ù

û
úúL,i＝１,２,􀆺,N

(１７)

本文选择１１个节点(N＝１１)进行模拟,以获

得更准确的结果．

(a)基于 DQEM 法的衰减振动曲线
(a)DampedfreevibrationviaDQEM

(b)非平凡位形解析解与数值解对比验证
(b)ComparisonoftheanalyticalnonＧtrivialequilibrium

configurationtoDQEM
图２　热环境中输流管道非平凡位形

Fig．２　NonＧtrivialequilibriumconfigurationofthepipe
inthermalenvironment

图２所示为热环境中输流管道的非平凡静平

衡位形数值解和解析解的对比．其中图２(a)表示

DQEM 中(N－２)个内部节点的自由衰减情况．当

它们趋于稳定时,输流管道静止于势能最小位置,

该位置即屈曲平衡位形．表格表示各节点对应的坐

标值．图２(b)点表示微分求积单元法计算得到的数

值解,实线表示理论推导得到的解析解．从图中可

以看出解析结果和数值结果吻合得很好,从而证明

了非平凡静平衡位形解析解的正确性．图３为不同

温度增量下非平凡静平衡位形图,结果表明温度增

２４
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量越大,非平凡静平衡位形越大,管道越容易屈曲．

图３　不同温度增量下的非平凡静平衡位形

Fig．３　NonＧtrivialequilibriumconfigurationswith
differenttemperatureincrements

３　热环境中超临界管道固有频率

将管道的非平凡静平衡位形代入 式 (１１),

v(x,t)→v(x,t)＋v^ (x)＋ ,得到超临界输流管道

非平凡平衡位形基础上的振动控制方程

　 (ρpAp＋ρfAf)v,tt＋２ρfAfΓv,xt＋
(ρfAfΓ２v,xx －P０＋EApζΔT)v,xx ＋

EIpv,xxxx －
EAp

２Lv,xx∫
L

０
v^＋２

,xdx－

EAp

L v^＋
,xx∫

L

０
v,xv

^＋
,xdx＝０ (１８)

方程(１８)的解可以写作

v(x,t)＝φn(x)eiωnt (１９)

式中ωn 为系统第n 阶固有频率,φn(x)为第n 阶

模态函数．将式(１９)代入局部线性化方程(１８)可得

　 (ρpAp＋ρfAf)φn(x)ω２
n ＋２iρfAfΓωnφ′n(x)＋

(ρfAfΓ２－P０＋EApζΔT)φ″n(x)＋

EIpφ
(４)
n (x)－

EAp

２Lφ″
n(x)∫

L

０
v^＋

,x
２dx－

EAp

L v^＋
,xx∫

L

０
φ′n(x)v^＋

,xdx＝０ (２０)

选用静态梁模态函数为基函数,假设

φn(x)＝∑
M

j＝１
Dnjsin(jπx) (２１)

其中,Dnj为待定系数,形式解(２１)满足简支边界条

件(１０)．将模态函数(２１)代入方程(１８),在方程两

边同乘sin(iπx),i＝１,２,３,􀆺,M,并在[０,L]上

对x 进行积分,可得到关于ωn 和dnj(j＝１,２,３,

􀆺,M)的超静定齐次线性代数方程组[１２]

[－ω２
nM ＋iωnG＋K][１dn１ 􀆺 dnM]T ＝０

(２２)

其中,dnj ＝Dnj/Dn１(Dn１ ≠０),M 为质量矩阵,G
为陀螺矩阵,K 为刚度矩阵．

式(２２)存在非零解的条件为方程组的系数行

列式为零

|－ω２
nM ＋iωnG＋K|＝０ (２３)

基于此,可以得到不同离散阶数系统的固有频

率．图４描述了用不同 Galerkin截断阶数计算得到

的前两阶固有频率随超临界流速变化的趋势,从图

中可以看出,随着流速的增大,超临界固有频率也

增大．从误差分析可以发现在四阶和六阶截断情况

下,系统第一阶固有频率曲线拟合良好,第二阶固

有频率的误差不大于０．１％．因此认为四阶 GalerＧ

kin截断 达 到 了 收 敛,后 续 研 究 都 将 采 用 四 阶

Galerkin截断法对控制方程进行截断降维处理．其

中,截断阶数误差表达式为

RG ＝
ωn(６－Galerkin)－ωn(４－Galerkin)

ωn(６－Galerkin)
(２４)

图４　超临界输流管道前两阶固有频率随流速的
变化及截断误差分析

Fig．４　AccuracyofthefirstＧtwonaturalfrequencieschanging
withfluidvelocityinthesupercriticalregion

４　参数对热环境中固有频率的影响

４．１　温度增量对超临界固有频率的影响

基于收敛性结论,图５对比了在室温基础下,

不同温度增量对超临界输流管道固有频率的影响．
根据非平凡静平衡位形(１５),当环境温度升高时,

管道的屈曲位形增大．由于引入温度增量,刚度矩

阵增大,此时的弯曲刚度增强．文献[２１,２８]研究表

３４
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(a)前两阶超临界固有频率随温度增量变化趋势
(a)ThefirstＧtwonaturefrequencieschangingwiththetemperature

incrementinthesupercriticalregion

(b)不同温度增量下第一阶超临界固有频率
(b)Thefirstnaturalfrequencywithdifferenttemperature

incrementinthesupercriticalregion

(c)不同温度增量下第二阶超临界固有频率
(c)Thesecondnaturalfrequencywithdifferenttemperature

incrementinthesupercriticalregion
图５　温度增量对超临界固有频率的影响

Fig．５　Effectofthetemperatureincrementtonatural
frequenciesinthesupercriticalregion

明,亚临界状态下简支输流管道在温度升高时,由

于热膨胀导致管道产生轴向压力,从而温度升高会

使管道固有频率降低,临界流速随温度升高而降

低．图５(a)显 示 了 在 给 定 的 超 临 界 流 速 (Г＝
１．２Гcr)下,管道固有频率随温度变化的增大而增

大,与亚临界情况相反．图５(b)表明,超临界状态下

流速越大,固有频率越大,与亚临界情况相反;温度

增量越大,输流管道的临界流速越小,与亚临界结

果一致．图５(c)表明当流速较大时,温度对管道固

有频率的影响较小且温度升高对管道第二阶固有

频率影响不明显．

４．２　轴力对热环境中超临界固有频率的影响

图６为初始轴力分别为５００N、１０００N、２０００

N时,热环境中超临界输流管道前两阶固有频率随

流速的变化．图６(a)显示了在给定的超临界流速

(Г＝１．２Гcr)下,管道固有频率随轴力的增大而减

小．图６(b)、(c)的结果表明,初始轴力越大,输流管

道的临界流速越大．也可得,在超临界情况下,温度

增量与初始轴力对输流管道固有频率的影响相反．

(a)前两阶超临界固有频率随初始轴力变化趋势
(a)ThefirstＧtwonaturefrequencieschangingwiththeinitial

axialforceinthesupercriticalregion

(b)不同初始轴力下第一阶超临界固有频率
(b)Thefirstnaturalfrequencywithdifferentinitialaxial

forceinthesupercriticalregion
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(c)不同初始轴力下第二阶超临界固有频率
(c)Thesecondnaturalfrequencywithdifferentinitial

axialforceinthesupercriticalregion
图６　初始轴力对超临界固有频率的影响

Fig．６　Effectoftheinitialaxialforcetonaturalfrequencies
inthesupercriticalregion

５　结论

本文以热环境中超临界自由振动的输流管道

为研究对象,通过哈密顿原理建立了两端简支受温

度影响的输流管道的控制方程．得到非平凡静平衡

位形及临界流速,基于 DQEM 方法,进行数值验

证．利用复模态法进行模态分析,将模态函数作为

权函数,使用四阶伽辽金截断法得到流固耦合作用

下管道的固有频率及不同超临界流速下的模态函

数,并分析了温度增量及初始轴力对管道固有频率

的影响．经过研究发现,非平凡静平衡位形近似解

析解与数值解拟合良好,验证了其正确性．当管道

微幅振动时,超临界固有频率和模态函数不受非线

性系数影响,随着超临界流速增加,高阶固有频率

增大．有趣的是,在亚临界状态下,温度增量越大或

轴力越小时输流管道的固有频率越低,临界流速越

低．超临界状态下,温度增量越大或初始轴力越小,

固有频率反而越大,此时临界流速越小,且温度增

量和初始轴力的改变对管道第二阶固有频率影响

较小．此外,亚临界状态下,温度增量和流速的增大

都会导致挠度增大,而轴力的增加会抑制最大挠

度．与本文温度增量、流速及轴力对静平衡位形的

影响一致,验证了本文结果的正确性．
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