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随机激励下自复位结构首次穿越失效研究∗
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摘要　自复位结构遭受地震或强风荷载时,会发生显著的非线性随机振动,这可能导致结构的运行性能大

大降低,甚至完全失效．本文旨在研究随机激励下双自由度自复位结构的首次穿越失效问题．应用广义谐波

平衡技术,将自复位恢复力进行分解,获得等效随机系统;利用随机平均原理推导出关于幅值的平均Itô随

机微分方程;求解后向 Kolmogorov(BK)方程得到首次穿越时间的条件可靠性函数和条件概率密度函数通

过．作为算例,选用金井清滤波白噪声模型,分析了激励强度 D 及土层阻尼比ξg 取值变化时对条件可靠性

函数和条件概率密度函数的影响．通过与 MonteCarlo模拟得到的结果进行对比,验证了解析解的有效性．
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Abstract　WhentheselfＧcenteringstructureissubjectedtoearthquakeorstrongwindload,significant
nonlinearrandomvibrationwilloccur,whichmayleadtothestructuralperformancegreatlyreducedor
evencompletefailure．Inthispaper,thefirstＧpassagefailureproblemofaselfＧcenteringstructurewith
twoＧdegreesＧofＧfreedomunderrandomexcitationisstudied．Thegeneralizedharmonicbalancetechniqueis
usedtodecomposetheselfＧcenteringrestoringforceandobtaintheequivalentrandomsystem．TheaverＧ
ageItôstochasticdifferentialequationwithrespecttoamplitudeisderivedbymeansofstochasticaverage
method．ThebackwardKolmogorov(BK)equationissolvedtoobtaintheconditionalreliabilityfunction
(CRF)andconditionalprobabilitydensityfunctionofthefirstpasstime(PDF)．Asanexample,KanaiＧ
TajimifilteredwhitenoisemodelisusedtoanalyzetheinfluenceofthechangeofexcitationstrengthD
andsoildampingratioξgonconditionalreliabilityfunctionandconditionalprobabilitydensityfunction．
ThevalidityoftheanalyticalsolutionisverifiedbycomparingwithMonteCarlosimulationresults．

Keywords　selfＧcenteringstructure,　twodegreesoffreedom,　stochasticaveragemethod,　firstＧpasＧ
sagefailure,　KanaiＧTajimifilteredwhitenoiseexcitation
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引言

地震作为一种常见的自然灾害,给人类社会带

来的损害难以想象．传统的抗震设计方法确保结构

具有足够的延性和消能能力,但对于控制地震后的

残余变形及其带来的损坏还未能达到预期的目

标[１,２]．因此,在实际工程中迫切需要提高工程结构

的恢复能力和抗震性能．自复位结构作为一种新型

抗震结构,在过去十几年中得到了广泛研究[３－１０]．
研究结果表明,自复位结构在地震作用下可以提高

结构的复位能力,减小结构的残余变形,降低结构

的修复成本．
首次穿越失效是非线性随机振动中最主要同

时也是最困难的问题之一,它是研究结构可靠度以

及预测结构寿命的基础．到目前为止,已经提出了

多种方法来研究首次穿越失效问题．例如,Zeng
等[１１]采用蒙特卡洛模拟法研究了泊松白噪声和随

机激励下滞回系统的平稳响应和首次穿越失效;

Chen等[１２]利用随机扩散原理,得到了多自由度非

线性结构的随机动力响应概率密度函数,进而得到

单一失效模式的结构动力可靠度;Engelund等[１３]

运用级数展开方法,得到了结构首次穿越失效概率

的上下界．以上这些方法虽能有效研究首次穿越失

效问题,但仍存在计算过程复杂、计算量大、效率低

等不足．因此,发展一种可行且高效的方法来研究

结构的首次穿越失效问题成为目前的关注重点．随
机平均法作为研究随机强非线性系统的有效方法

之一,目前得到了广泛的关注和应用[１４－１９]．一方

面,经过随机平均处理后,随机微分方程的维数大

大降低,便于求解后向 Kolmogorov方程;另一方

面,经过平均处理后,随机系统对非高斯白噪声激

励的响应在一定条件下可近似为扩散的 Markov
过程,扩大了这一理论分析方法的适用范围．近年

来,张雷等[２０]运用随机平均法,研究了高斯白噪声

激励下多自由度强非线性随机振动系统的首次穿

越;Zhu等[２１,２２]应用随机平均法,研究了随机地震

激励下多自由度拟可积/拟不可积哈密顿系统的首

次穿越．研究表明,随机平均法的应用大大减小了

计算量,使得效率得到了很大的提升．因此,这一方

法已成为近几十年来研究首次穿越失效问题的主

要方法．例如,曾岩等[２３]、Chen等[２４]、Wu等[２５]运

用随机平均法分别研究了非高斯激励下双线性滞

迟系统和BoucＧWen滞迟系统这两类经典滞迟系

统、具有分数阶导数阻尼的单自由度非线性振子、
谐和与真实噪声激励下强非线振子的首次穿越失

效问题,并均与 MonteCarlo模拟结果进行对比,
验证了所用理论分析方法的可行性．

本文研究了随机激励下双自由度自复位结构

的首次穿越失效问题．在理论分析中,首先利用广

义谐波平衡技术将旗帜形恢复力解耦为等效阻尼

和等效刚度,得到与原系统等效的非线性随机系

统,再经过随机平均进一步简化为扩散过程．随后,
求解由 平 均 伊 藤 方 程 建 立 的 后 向 Kolmogorov
(BK)方程,得到条件可靠性函数和条件概率密度

函数．最后,研究了激励强度D 及土层阻尼比ξg 对

系统可靠性的影响．通过与 MonteCarlo模拟数据

的对比,验证了所提方法的有效性和实用性．

１　理论分析

考虑随机激励下双自由度自复位系统,其运动

微分方程可表示为:

m１Y
􀅰􀅰

１＋(c１ ＋c２)Y
􀅰

１＋k２Y１ ＋F(Y１,Y
􀅰

１)－

　c２Y
􀅰

２－k２Y２＝－m１ξ(t)

m２Y
􀅰􀅰

２＋c２Y
􀅰

２＋k２Y２－c２Y
􀅰

１－k２Y
􀅰

１＝－m２ξ(t)
(１)

其中,ki 为质量mi 的刚度系数;ci 为质量mi 的阻

尼系数;ξ(t)为随机激励;F(Y１,Y
􀅰

１)为自复位恢复

力;Y１,Y
􀅰

１,Y
􀅰􀅰

１ 分别为位移、速度、加速度．

图１　旗帜形恢复力分解

Fig．１　ThedecompositionofflagＧshapedrestoringforce

４９
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大量试验证明地震作用下自复位结构的力Ｇ位

移关系曲线呈旗帜形[２６－２８],如图１所示．其中Yy

为系统的屈服位移,Fy 为系统的屈服力;α 表示消

能单元的屈服后刚度系数．
旗帜形恢复力可分解为弹性力(图１(b))和滞

回力(图１(c)):

F(Y,Y
􀅰
)＝αY＋(１－α)Z (２)

其中,Z 为旗帜形模型的滞变位移(图２),α为能量

耗散系数．
滞变位移Z可表示为以下的分段函数形式:

图２　自复位体系滞变位移

Fig．２　ThehystereticdisplacementoftheselfＧcenteringsystem

　　　Z＝

－Yy －A ≤Y ＜－Yy

Y －Yy ≤Y ＜Yy －βYy
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ì
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　　　Z＝
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ì

î

í

ï
ï
ï

ï
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,　Y
􀅰

≥０

(３)

其中,A、Yy、β 分别表示系统位移幅值、屈服位移

和能量耗散系数．

将式(３)代入式(２)中,可得旗帜形恢复力的表

达式为:

　　　f(Y,Y
􀅰
)＝

αY－(１－α)Yy －A ≤Y ＜－Yy

Y －Yy ≤Y ＜Yy －βYy

αY－(１－α)(Yy －βYy) Yy －βYy ≤Y ＜A－βYy

αY－(１－α)(Y＋Yy －A) A－βYy ≤Y ＜A

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

,　Y
􀅰

＜０

　　　f(Y,Y
􀅰
)＝

αY－(１－α)(Y－Yy ＋A) －A ≤Y ＜－A＋βYy

αY－(１－α)(－Yy ＋βyy) －A＋βYy ≤Y ＜－Yy ＋βYy

Y －Yy ＋βYy ≤Y ＜Yy

αY－(１－α)Yy Yy ≤Y ＜A

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

,　Y
􀅰

≥０

(４)

由图１可知,恢复力不仅对阻尼有贡献,对系统刚

度也有贡献．引入广义谐波平衡技术,即:

Y(t)＝A(t)cosΦ′(t)

Y
􀅰
(t)＝－A(t)ω(A)sinΦ′(t) (５)

其中,Φ′(t)≈ωt＋Φ ．旗帜形恢复力可解耦为幅

值依赖的等效刚度和等效阻尼．结果为:

F(Y,Y
􀅰
)≈K１(A)Y＋C(A)Y

􀅰
(６)

式中,K１(A)表示等效刚度系数,C(A)表示等效

阻尼系数,表达式分别为:

K１(A)＝
１
πA∫

２π

０
(AcosΦ′,－AωsinΦ′)cosΦ′dΦ′＝

　
１ A ≤Yy

(Ω１＋Ω２＋Ω３＋Ω４)
π A ＞Yy

ì

î

í

ïï

ïï

C(A)＝
１

πAω∫
２π

０
F(AcosΦ′,－AωsinΦ′)sinΦ′dΦ′＝

　
０ A ≤Yy

２(α－１)(A－Yy)βYy

πωA２ A ＞Yy

ì

î

í

ïï

ïï

(７)

式中,ω＝ K１(A)为系统平均频率,Ω１ －Ω４ 及

φ１－φ３ 的具体表达式如下:

５９
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Ω１＝π－φ２－φ１＋
１
２sin２(π－φ２)－

１
２sin(２φ１)

Ω２＝
１
２α

[sin(２φ２)＋２φ２]－
２
A

(１－α)Yysinφ２

Ω３ ＝
１
２α

[sin(２φ１)－sin(２φ３)]＋
２
A

(１－α)􀅰

　(１－β)(sinφ１－sinφ３)Yy ＋α(φ１－φ３)

Ω４＝
１
２sin(２φ３)＋φ３＋

２
A

(１－α)(Yy －A)sinφ３

φ１＝arccos
(１－β)Yy

A
é

ë
êê

ù

û
úú

φ２＝arccos
Yy

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

φ３＝arccos
A－βYy

A
æ

è
ç

ö

ø
÷ (８)

考虑等效刚度和等效阻尼,系统(１)可重新写为:

m１Y
􀅰􀅰

１＋[c１ ＋c２＋C(A１)]Y
􀅰

１＋[k２＋

　K１(A１)]Y１－c２Y
􀅰

２－k２Y２＝－m１ξ(t)

m２Y
􀅰􀅰

２＋c２Y
􀅰

２＋k２Y２－c２Y
􀅰

１－k２Y１＝－m２ξ(t)

(９)

设系统(９)有如下形式的解:

Yi(t)＝Ai(t)cosΦi(t)

Y
􀅰
i(t)＝－Ai(t)ωi(Ai,Θi)sinΦi(t) (１０)

式 中,Φi(t)≈ ωi(A)t ＋ Θi(t);Ai(t)、Φ(t)、

Θi(t)均为随机过程．

式(１０)可看作 [Yi,Y
􀅰
i]T到[Ai,Θi]T 的广义

范德波变换,将式(１０)代入式(９),得到关于[Ai,

Θi]T 的随机微分方程组,

dA１

dt ＝F１１(A１,Φ１)＋G１１(A１＋Φ１)ξ(t)

dΦ１

dt ＝F２１(A１,Φ１)＋G２１(A１＋Φ１)ξ(t)

dA２

dt ＝F１２(A１,Φ１)＋G１２(A１＋Φ１)ξ(t)

dΦ２

dt ＝F２２(A１,Φ１)＋G２２(A１＋Φ１)ξ(t)

(１１)

式中

G１１＝
sinΦ１

ω１
,G２１＝

cosΦ１

A１ω１

G１２＝
sinΦ２

ω２
,G２２＝

cosΦ２

A１ω２

F１１＝－A１ω１sinΦ１cosΦ１－

　
[c１＋c２＋C(A１)]A１sin２Φ１

m１
＋

　
c２A２ω２

m１ω１
sinΦ１sinΦ２＋

　
[k２＋K１(A１)]A１

m１ω１
sinΦ１cosΦ１－

　
k２A２

m１ω１
sinΦ１cosΦ２

F２１＝ －ω１cos２Φ１ －
[c１＋c２＋C(A１)]sinΦ１cosΦ１

m１

＋

　
c２A２ω２

m１A１ω１
sinΦ２cosΦ１＋

[k２＋K１(A１)]
m１ω１

cos２Φ１－

　
A２k２

m１A１ω１
cosΦ１cosΦ２

F１２＝ －A２ω２sinΦ２cosΦ２＋
c２A１ω１

m２ω２
sinΦ１sinΦ２－

　
c２A２sin２Φ２

m２
－

A１k２

m２ω２
cosΦ１sinΦ２＋

　
k２A２

m２ω２
sinΦ２cosΦ２

F２２＝－ω２cos２Φ２＋
c２A１ω１

m２A２ω２
sinΦ１cosΦ２－

　
c２sinΦ２cosΦ２

m２
－

k２A１

m２A２ω２
cosΦ１cosΦ２＋

　
k２

m２ω２
cos２Φ２ (１２)

根据StratonovichＧKhasminskii极限定理[２９],
[Ai,Θi]T 可以近似为四维 Markov扩散过程．但需

注意,经过随机平均和确定平均后,Ai(t)的平均微

分方程独立于Θi(t)．因此,支配极限过程Ai(t)的
平均伊藤随机微分方程如下,

dAi＝m－i(A)dt＋σ－i(A)dB(t),　i＝１,２
(１３)

其中,B(t)为单位维纳过程,

m－i＝‹Fii＋∫
０

－¥

∂G１i

∂Ai t
G１i

t＋τ
R(τ)＋

é

ë
êê

　
∂G１i

∂Φi t
G２i t＋τR(τ)ù

û
úúdτ›Φ

　σ－２
i(A)＝‹∫

¥

－¥
G１i

t
G１i

t＋τ
R(τ)dτ›Φ (１４)

式中,‹􀅰›Φ ＝
１

(２π)２∫
２π

０∫
２π

０
‹􀅰›dΦ１dΦ２;Φ ＝ [Φ１,

Φ２]T;R(τ)表示系统激励的自相关函数,相应的功

率谱函数为S(ω)＝
１
π∫

０

－∞
R(τ)cosωτdτ．

６９
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为进一步得到漂移系统与扩散系数的显式表

达式,将式(１４)中的Gik展开成Fourier级数,

m－１＝－
[c１＋c２＋C(A１)]A１

２m１
－

　
πS２(ω)

４[k２＋K１(A１)]２
dK１(A１)

dA１
＋

　
πS２(ω)

２A１[k２＋K１(A１)]

m－２＝
－c２A２

２m２
＋

πS２(ω)
２A２k２

σ－２
１ ＝

πS２(ω)
k２＋K１(A１)

σ－１σ
－
２＝０,　　σ－２

２ ＝
πS２(ω)

k２
(１５)

２　首次穿越失效

对建筑结构系统而言,相空间内系统的状态可

用振幅 A 来表示．假设存在某个开区间Ωs:(０,

Ac)作为式(９)的安全域,系统(９)的位移振幅

A(t)＝[A１,A２]T 可在[０,∞)内变化,一旦其达到

或超过临界值Ac,系统就发生首次穿越而破坏．因

此,扩散过程(１５)的条件可靠性函数可定义为:

R(t|A０)＝P{A(τ)∈Ωs,τ∈(０,t]|A０∈Ωs}

(１６)

其中A０＝[A１０,A２０]T 表示系统初始幅值．
根据扩散的 Markov过程理论,控制条件可靠

性函数的后向 Kolmogorov方程可表示为:

∂R(t|A０)
∂t ＝m－１(A０)

∂R
∂A１０

＋m－２(A０)
∂R
∂A２０

＋

　 １
２σ

－２
１(A０)

∂２R
∂A２

１０
＋

１
２σ

－２
２(A０)

∂２R
∂A２

２０
(１７)

其中,用A０ 代替A 得到可得到漂移系数与扩散系

数．后向 Kolmogorov方程还满足如下的初始条件

与边界条件,

R(t|A０)＝

０, A１０＝A１c 或A２０＝A２c

finite,A０＝０

１, A０ ∈Ωs

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１８)

在CrankＧNicolson隐式格式的有限差分法的

帮助下,通过初始条件与边界条件求解后向 KolＧ

mogorov方程,得到系统的条件可靠性函数．首次

穿越时间的条件概率密度函数可对式(１６)进行一

阶求导获得:

p(τ|A０)＝ －
∂R(t|A０)

∂t t＝τ
(１９)

３　算例分析

高斯白噪声激励是特殊的宽带噪声激励,且较

为理想化,易于进行数学处理．但在实际工程中,较

为常见的是随机激励的情况,需将其化为滤波白噪

声激励才更为合理．与高斯白噪声激励有差别的地

方是,此时的功率谱密度S(ω)不再看作常数．对于

滤波白噪声激励情形,式(９)中随机激励采用金井

清滤波白噪声模型,其功率谱密度为:

S２(ω)＝
ω４

g ＋４ξ２
gω２

gω２

(ω２
g －ω２)＋４ξ２

gω２
gω２S０ (２０)

其中,ωg 与ξg 分别为地震波传播过程中所经历土

层的特征频率和阻尼比．

(a)条件可靠性函数
(a)Theconditionalreliabilityfunction

(b)条件概率密度函数
(b)Theconditionalprobabilitydensityfunction

图３　不同激励强度D 下的计算结果

Fig．３　CalculationresultsunderdifferentexcitationintensityD
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通过无量纲化处理,选取其他系统参数m１ ＝
１,m２＝１．１６,β１＝０．００５,β＝０．５,α＝０．１,D＝０．０１,

Yy ＝０．５,c１＝０．０００７６３s－１,c２ ＝０．０７６３s－１,

k２＝１２．５７,ωg ＝１０,ξg ＝０．５．图３~ 图４给出了通

过激励强度D、土层阻尼比ξg 取值的变化对条件

可靠性函数和条件概率密度函数的影响,通过近似

解析结果(实线)与数值模拟结果(符号(○,◇,

△))的对比,可以看出两者较为吻合,证明本节求

解方法有效．此外,从图中可看出,条件可靠性函数

均随时间的增加而减小．

(a)条件可靠性函数
(a)TheConditionalReliabilityFunction

(b)条件概率密度函数
(b)TheConditionalProbabilityDensityFunction

图４　不同土层阻尼比ξg下的计算结果

Fig．４　Calculationresultsofdampingratioofdifferentsoillayers

图３(a)与(b)中,考察激励强度 D对系统可靠

性的影响,其取值为:D＝０．０１,D＝０．０２,D＝０．０４．
从图３(a)中可看出,随着激励强度D 的减小,系统

可靠性函数R(t)＝R(t|A０＝０)增大,意味着系统

可靠性的提高;图３(b)中条件概率密度函数p(t)＝

p(τ|A０＝０)的峰值随激励强度D 的减小而减小,

且变化明显,同样说明系统可靠性随激励强度 D
的减小而提高．图４(a)与(b)中土层阻尼比ξg 取值

为:ξg＝０．３,ξg＝０．７,ξg＝１．０．从图中可看出,与激

励强度的影响效果不同,随着土层阻尼比ξg 取值

的减小,系统可靠性逐渐降低．

图５　时间t＝０．０１s时条件可靠性函数随
初始幅值A１０和A２０的变化

Fig．５　Changeofconditionalreliabilityfunctionwithinitial
amplitudesA１０andA２０attimet＝０．０１s

图５是系统的条件可靠性函数随初始幅值

A１０和A２０变化的三维图像,可见随着A１０和A２０靠

近阈值边界,系统的可靠性是降低的,且变化较平

缓;此外,A１０和A２０对条件可靠性函数的影响效果

较为一致．

４　结论

本文对随机激励下双自由度自复位结构的首

次穿越失效进行研究．首先,应用广义谐波平衡技

术,将旗帜形恢复力解耦为等效刚度系数和等效阻

尼系数,得到原系统的等效随机系统;然后,应用随

机平均法,得到关于幅值的平均伊藤微分方程,建

立并求解相应的后向 Kolmogorov(BK)方程,得到

系统的条件可靠性函数和条件概率密度函数;最

后,讨论了激励强度D 与土层阻尼比ξg 发生变化

时对系统可靠性的影响;利用 MonteCarlo数值模

拟验证理论解析解的正确性．研究表明:

(１)在滤波白噪声激励下,当选用金井清滤波

白噪声模型时,系统的可靠性随着激励强度的减小

８９
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以及土层阻尼比的增加而增大;

(２)随着初始幅值A１０和A２０靠近安全域,系统

的可靠性降低,变化平缓;

(３)本文所用的理论分析方法得到的结果与

MonteCarlo数值模拟结果吻合得很好．
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