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有界噪声激励下船舶横摇系统的响应分析∗
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摘要　本文提出了一种改进的基于Jacobi椭圆函数的随机平均法,用于求解有界噪声激励下船舶横摇系统

的随机响应问题．对谐波及有界噪声激励下的船舶横摇模型进行了局部灵敏度分析,研究了系统参数对船舶

横摇角的影响,为之后随机分析奠定了基础．通过引入Jacobi椭圆函数,导出随机微分方程,应用随机平均法

得到了关于横摇运动幅值和相位的伊藤方程,进一步求解相应的 FokkerＧPlanckＧKolmogorov(FPK)方程,

得到幅值概率密度．将该方法应用于有界噪声激励下船舶横摇系统,研究了系统的随机响应特性,通过与蒙

特卡洛数值模拟结果比较验证了该方法的可行性与准确性．该方法所得的随机响应结果与灵敏度分析结果

一致:激励幅值E,外激频率 Ω,线性刚度系数γ对船舶横摇系统产生较大的影响,其余参数不影响船舶横摇

运动的振幅,只对概率峰值的高度有影响．
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Abstract　Inthispaper,astochasticaveragingmethodbasedonellipticfunctionisproposedtoevaluate
theprobabilisticsolutionofshiprollmotionexcitedbyboundednoises．WecarryoutlocalsensitivityaＧ
nalysisontherollingmodeltoanalyzetheinfluenceofmainparameters,thuslayingafoundationforthe
randomanalysis．ByintroducingtheJacobiellipticfunctions(JEFs),weacquirethestochasticdifferentiＧ
alequationandtheItôequationregardingtheamplitudeandphaseoftherollmotion．Then,weobtain
theprobabilisticsolutionsoftherollingsystembysolvingthecorrespondingFokkerＧPlanckＧKolmogorov
(FPK)equation．Thenapplythismethodtoinvestigatetheprobabilisticsolutionofship’snonlinearrollＧ
ingmotionunderboundednoiseexcitation,whichshowsperfectagreementwiththesensitivityquantifiＧ
cation．Finally,thefeasibilityandaccuracyoftheproposedtechniqueareverifiedbytheMonteCarlo
simulations．
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引言

船舶作为海洋运输最重要的载体,其运载功能

的保障及航行的安全历来受到高度重视．船舶在风

浪中航行,其运动状态非常复杂,其中,风浪引起的

横摇运动严重威胁着船舶和乘员的安全,是船舶抗

倾覆设计和耐波性研究中的热点和难点课题[１]．由
于船舶所受载荷的随机性,近些年来,对其横摇运

动的研究大多集中在随机激励下船舶动态行为预

测和响应分析．
对于随机风浪激励,比较普遍的处理方法是将

其简化为高斯白噪声[２Ｇ６]．然而,由于实际噪声功率

谱不具有无限带宽,高斯白噪声仅为一种理想化模

型．泊松噪声是一种比较重要的非高斯白噪声,通
常用来描述瞬间的地震以及旋涡阵风等实际载荷．

Cottone等[７]用泊松白噪声来描述随机脉冲载荷,

研究了船舶横摇振动的响应问题;Vaipan等[８]分

析了泊松白噪声激励下船舶非线性横摇运动的稳

态概率密度解．实际上,真实的随机波浪是具有有

限谱宽的窄带随机过程,而有界噪声是具有有理谱

密度的有色噪声,其谱宽为有限值,因此考虑用有

界噪声来模拟随机波浪载荷更为贴近．在模拟有界

噪声的过程中,概率分布和功率谱密度是最关键的

特性．近年来,对于任意给定的(测量的)频谱,发展

了 一 种 基 于 广 义 FokkerＧPlanckＧKolmogorov
(FPK)方程来构造有界噪声,该方法可以构造平滑

相关的噪声[９Ｇ１１]．Falzarano等[１２]提出了一种滤波

方法,可用于平滑相关的激励噪声建模．此外,有学

者提出用谐波函数来模拟有界噪声的过程,Zhu
等[１３Ｇ１５]提出了一种基于随机调和模型描述有界的

随机过程,研究了模型的概率分布和功率谱密度,

并提出了随机过程的系统参数选择方案．在本文

中,有界噪声激励模型即该模型．
在船舶非线性横摇的研究方法中,随机平均法

是较为有效的一种方法．Roberts[１６]基于能量包线

的随机平均法研究了非线性船舶横摇运动,将系统

的能量表示为一维马尔科夫过程,通过求解相应的

FPK方程得到系统的稳态概率密度,之后基于标

准随机平均法研究了非线性船舶横摇系统的稳态

响应问题[１７]．Wang等[１８]将功率谱密度视为指数

型,基于广义谐和函数随机平均法研究了随机波浪

作用下船舶非线性横摇的稳定性问题．Wang等[１９]

基于广义谐和函数随机平均法研究了非线性船舶

横摇运动在随机激励下的响应和稳定性问题;

Wang和 Tang等[２０]基于广义谐和函数的随机平

均法研究了参激横摇船舶模型．
然而,与广义谐和函数相比,椭圆函数是非线

性系统的精确解[２１]．Tien等[２２]最早提出了基于椭

圆函数的随机平均法,Coppola和 Rand[２３]将该方

法进一步扩展到确定性系统,此后,确定性椭圆函

数得到进一步研究与发展[２４Ｇ２６]．Elías等[２７]应用JaＧ

cobi椭圆函数求解一类多阶杜芬振子问题,该模型

可应用于船舶横摇系统．作者此前引入基于椭圆函

数的随机平均法,用于解杜芬系统的有界噪声激励

下的单自由度非线性系统,结果表明它比基于广义

调和函数的随机平均具有更高的精度[２８]．由于椭圆

余弦函数是相应保守杜芬系统的精确解,因此引入

基于椭圆函数的随机平均法来解船舶横摇问题．
本文提出了一种基于Jacobi椭圆函数的随机

平均法,用于求解有界噪声激励下船舶横摇运动幅

值的概率密度．利用局部灵敏度分析,研究了系统

中各个参数对船舶横摇幅值响应的影响．通过引入

基于Jacobi椭圆函数的变换,导出相应的随机微分

方程,应用随机平均原理将响应的幅值近似为一个

马尔科夫扩散过程并建立相应的伊藤方程,通过求

解FPK方程,得到概率密度分布．将该方法应用于

有界噪声激励下的船舶横摇系统,研究其随机响

应,并通过蒙特卡洛模拟验证了该方法的可行性和

准确性．同时对系统在有界噪声激励下各参数的灵

敏度进行分析,进一步确认方法的有效性．

１　灵敏度分析

船舶横摇运动微分方程可近似描述为单自由

度系统[１９],其在谐和激励下可表示为

φ
􀅰􀅰
＋αφ

􀅰
＋βφ

􀅰
|φ

􀅰
|＋γφ－μφ３＝EcosΩt (１)

其中φ(t)表示t时刻的横摇角．该模型中包含绝对

值阻尼项和负非线性刚度项,其６个系统参数的定

义和取值可以参考表１．
本节研究模型(１)中船舶横摇角对表１所示参

数的局部灵敏度,实现了模型的不确定性量化,第

i个响应变量 (pi＝φ,φ
􀅰,φ

􀅰􀅰)随第j个参数值(qj＝
{α,β,γ,μ,E,Ω})变化的灵敏度[２９Ｇ３１]可表示为

Si,j ＝qj
∂ui

∂qj
(２)

６３
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表１　模型(１)的参数及物理意义

Table１　Physicalmeaningsandvaluesofthesystem
parametersinmodel(１)

物理意义 参数 值 出处

线性阻尼 α ０．１ 文献[１９]

非线性阻尼 β ０．１ 文献[１９]

线性刚度 γ １．０ 文献[１９]

非线性刚度 μ ０．０８ 文献[１９]

激励的幅值 E ０．２ 文献[１９]

中心频率 Ω ０．８ 文献[１９]

其中Si,j是半相对灵敏度函数．通过中心差分法和

龙格Ｇ库塔法[３２],可得到横摇角φ 对系统参数的灵

敏度,如图１所示．由从图１可知,参数Ω、γ 和E
的变化对船舶横摇角度有比较明显的影响,例如Ω
和γ 的扰动可以使横摇角φ 变化超过３００％,而参

数μ、α和β的变化对φ 几乎没有影响．

图１　船舶横摇角φ 对各参数的灵敏度分析

Fig．１　Sensitivityanalysisofrollangleφtosystemparameters

通过局部灵敏度分析,初步评估模型中各参数

对横摇角的影响程度．然而,有界噪声激励下的系

统参数将如何影响横摇角φ,以及如何获得响应统

计量的概率解,将在接下来的两节中讨论．

２　基于Jacobi椭圆函数的随机平均法

对于有界噪声激励下的非线性系统,其运动方

程可描述为 [２８]

φ
􀅰􀅰
＋c１φ＋c３φ３＋εg(φ,φ

􀅰)＝Eξ(t) (３)

其中c１ 和c３ 分别为系统的线性和非线性刚度系

数,表示小量,g(X,X
􀅰
)表示系统的阻尼,E 表示

激励的幅值,ξ(t)是有界噪声激励[１３,１４],可表示为

ξ(t)＝cos(Ωt＋σB(t)＋χ) (４)

其中Ω 和σ２ 分别为激励的平均频率和有界噪声的

强度,B(t)为单位维纳过程,χ 为[０,２π]区间上均

匀分布的随机变量,ξ(t)是均值为零的广义平稳随

机过程,其功率谱密度和自相关函数分别为:

S(ω)＝
σ２

４π
ω２＋Ω２＋σ４/４

(ω２－Ω２－σ４/４)２＋σ４ω２
(５)

R(τ)＝
１
２exp－

σ２

２|τ|
æ

è
ç

ö

ø
÷cosΩτ (６)

本文中,σ取较小的值时,随机激励为窄带随机过

程,当ε＝E＝０时,系统(３)退化为保守的杜芬振

子对应的问题,即

φ
􀅰􀅰
＋c１φ＋c３φ３＝０ (７)

其解为Jacobi椭圆函数,表示如下[２５]:

φ＝a􀅰ep(ν－,κ－) (８)

φ
􀅰
＝aλ－ω－ep′(ν－,κ－) (９)

其中ep′(ν－,κ－)为Jacobi椭圆函数,根据线性与非

线性刚度的正负号不同,可以定义sn(ν－,κ－),cn(ν－,

κ－)或dn(ν－,κ－),如表２所示;a和ω－ 分别为椭圆函数

的幅值和频率;ep′(ν－,κ－)表示Ə/Əv－,表３中给出了

具体的求导结果;v－ 和λ－ 可以表示为

ν－ ＝λ
－(ω－t＋θ－),　λ－ ＝λ

－(κ－)＝
nK(κ－)

π
(１０)

θ
－
和κ－ 分别表示相角和模;K(κ－)为椭圆函数的第一

类完全积分．对式(９)求导,并将其与式(８)代入式

(７),可以得到a,ω－ 和κ－ 的关系式[２３]

λ－２ω－２ρ２(κ
－)＋c１＝０,２λ－２ω－２ρ１(κ

－)＋c３a２＝０
(１１)

其中ρ１(κ
－)和ρ２(κ

－)随表３中不同椭圆函数而变

化,通过式(１１),频率ω－ 和模κ－ 可以分别表示为关

于幅值的函数ω－ ＝fω(a)和κ－ ＝fκ(a)．

表２　系统(７)对应的精确解
Table２　Theexactsolutionofthesystem (７)

c１ c３ 系统特性 ep n

＞０ ＞０ 硬弹簧 cn ２

＞０ ＜０ 软弹簧 sn ２

＜０ ＞０ 突弹跳变　
全摆幅

半摆幅

cn
dn

２
１

表３　不同函数ep对应的和
Table３　DefinitionofanddependingontheJEFs

ep(ν,κ) ep′(ν,κ) ρ１(κ) ρ２(κ) ρ３(κ)

sn(ν,κ) cn(ν,κ)􀅰dn(ν,κ) κ２ －(κ２＋１) ０

cn(ν,κ) －sn(ν,κ)􀅰dn(ν,κ) －κ２ ２κ２－１ κ２

dn(ν,κ) －κ２sn(ν,κ)􀅰cn(ν,κ) －１ －(κ２－２) κ２

７３
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当ε≠０为小量时,系统(３)可以近似为

φ＝A(t)ep(ν,κ) (１２)

φ
􀅰
＝A(t)ep′(ν,κ) (１３)

其中

ν＝λu,　λ＝λ(κ)＝
nK(κ)

π
,　κ＝fκ(A)

u＝Ψ ＋Θ,　dΨ
dt ＝ω,　ω＝fω(A) (１４)

为了简化,将Jacobi椭圆函数ep(ν,κ)和Z(ν,κ)

记作ep和Z,可得[２５]

A
􀅰
ep＋Θ

􀅰
Aλep′＋A

􀅰 dfκ

dA
Aψ１

fκ(１－f２
κ)

＝０(１５)

其中

ψ１＝－Zep′＋ρ１(ep－ep３) (１６)

对(１３)式求导可得

φ
􀅰􀅰
＝A

􀅰
λωep′＋Aλ２ω(ω＋Θ

􀅰
)ψ２＋

　κ
􀅰Aλω
κl２ψ３＋Aλep′

dω
dAA

􀅰
(１７)

其中

ψ２＝ep(２ρ１ep２＋ρ２) (１８)

ψ３＝
E
K －l２－ρ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ep′－２ρ１ep２ep′－Zψ２

(１９)

将式(１２)Ｇ(１４)及(１７)代入到式(３)中,可得

A
􀅰
λfωep′＋Θ

􀅰
Aλ２fωψ２＋

　A
􀅰 A

􀅰
k

dA
Aλfωψ３

fk(１－f２
k)＋Aλep′

dfω

dAA
􀅰
＝

　Eξt( ) －η－εg(Aep,Aλfωep′) (２０)

其中

η＝(λ２f２
ωρ２＋γ)Aep＋(２λ２f２

ωρ１－μA２)Aep３

(２１)

联立随机微分方程(１５)和(２０),解得

A
􀅰
＝F１(A,Θ,Ωt＋σB(t)＋χ)

Θ
􀅰
＝F２(A,Θ,Ωt＋σB(t)＋χ) (２２)

其中A 是小量,由式(２１)知η也是小量,A 和Θ 是

慢变过程．考虑外共振系统在窄带激励下的响应问

题,引入一个新的变量Γ,其中q 和p 为小的整数．
于是,可将式(２２)变换成如下的随机微分方程

dA＝F１dt

dΓ＝ Ω－
q
pfω －

q
p
F２

æ

è
ç

ö

ø
÷dt＋σdB(t) (２３)

对u 进行平均,可得如下伊藤随机微分方程

dA＝m１(A,Γ)dt
dΓ＝m２(A,Γ)dt＋σdB(t) (２４)

(A,Γ)是二维的扩散过程,式(２４)对应的FPK 方

程如下:

－
∂
∂a

[m１(a,γ)p]－
∂
∂γ

[m２(a,γ)p]＋
σ２

２
∂２p
∂γ２ ＝０

(２５)

其中

　m１(A,Γ)＝
１
２π∫

２π

０

Eξ(t)＋εg＋η
λfωG１

é

ë
êê

ù

û
úúep′du

　m２(A,Γ)＝
１
２π∫

２π

０
Ω－

q
pfω －

q
p
F２

é

ë
êê

ù

û
úúdu

　F２＝
[Eξ(t)－εg－η]ep＋

dfk

dA
Aψ１

fk(１－f２
k)

é

ë
êê

ù

û
úú

Aλ２fωG１

　G１(A,Θ)＝ψ２ep－(ep′)２＋
dfκ

dA
A

fκ(１－f２
κ)

(ψ１ψ２－ψ３ep′)－

dfω

dA
A (ep′)２

fω
(２６)

γ 对应的具有周期性的边界条件为:

pγ＋２nπ＝pγ

(∂p/∂γ)γ＋２nπ＝(∂p/∂γ)γ (２７)

a 的边界条件为:

p＝finite,　asa＝０

p →０,　asa → ¥ (２８)

根据FPK方程(２６)以及边界条件(２７)和(２８),利

用数值方法求得随机激励下系统的联合概率密度

分布．通过联合概率密度在０－２π上对相位进行积

分,可得关于幅值的随机响应．
作者之前曾将基于雅克比椭圆函数的随机平

均法与基于广义谐和函数的随机平均结果进行比

较[２８]．以杜芬Ｇ范德波振子为例,分别研究了基于雅

克比椭圆函数的随机平均法与基于广义谐和函数

的随机平均法来求解该系统振幅的一阶中心矩的

变化;同时在不同组别的参数下,计算两种方法与

蒙特卡洛数值模拟结果的相对误差．研究表明,基

于椭圆函数的随机平均法比基于广义谐和函数的

随机平均法的结果相对更为准确．

３　数值分析结果

应用第２节中基于Jacobi椭圆函数的随机平

均法,求解关于系统(３)得到其概率密度分布,对有
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界噪声激励下的船舶横摇系统[１９],将式(３)改写为

φ
􀅰􀅰
＋αφ

􀅰
＋βφ

􀅰
|φ

􀅰
|＋γφ－μφ３＝

　Ecos(Ωt＋σB(t)＋χ) (２９)
通常,船舶横摇系统呈现出负的非线性刚度,对应

表２中的软弹簧情形,令其中C１＝γ,C３＝－μ,从

而椭圆函数为

ep(ν,κ)＝sn(ν,κ)

κ＝fκ(A)＝ －c３A２/(２c１＋c３A２)

ω＝fω(A)＝ c１＋c３A２/２/α (３０)

代入上一节中,可得

　　m１(A,Γ)＝
１
２π∫

２π

０

－Eξ(t)＋ep′(αAλω＋β|Aλωep′|)＋η
λfωG１

é

ë
êê

ù

û
úúep′du

　　m２(A,Γ)＝
１
２π∫

２π

０
Ω－

q
pfω －

q
p

(F２)
é

ë
êê

ù

û
úúdu

　　F２＝
[Eξ(t)－ep′(αAλω＋β|Aλωep′|)－η]ep＋

dfκ

dA
Aψ１

fκ(１－f２
κ)

é

ë
êê

ù

û
úú

Aλ２fωG１
(３１)

图２　参数Ω,γ,E,μ,α,β取不同数值时,船舶横摇系统的随机响应分析(实线是文中的方法,
点线是蒙特卡洛模拟结果,各参数选取如表１所示,σ２＝０．０２)

Fig．２　TheresponsestatisticsdensitiesoftheamplitudeofshiprollsystemfordifferentvaluesofΩ,γ,E,μ,α,β,
(Solidlines:resultsoftheproposedmethod,andsymbols:resultsofMCS．

TheothersystemparametersarethesameasthoseinTable１exceptthatσ２＝０．０２)

９３
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　　同时系统参数选取如表１所示,利用差分法可

以解得 FPK 方程(２５)的数值解．假设a∈(０,２),

γ∈(０,２π),通过设置差分网格数５０×６０,将矩形

域(０,２)×(０,２π)划分为对应的网格,将偏微分方

程(２５)转化为差分方程,数值求解得到船舶横摇振

幅的概率解．图２显示了表１中６个参数对船舶横

摇运动概率解的影响,其中实线表示基于Jacobi椭

圆函数的计算结果,点线是蒙特卡洛模拟得到的结

果(样本量为１００００,时间步长为０．０２)．结果显示,

两种方法具有较好的吻合度．
由图２(a)、图２(b)、图２(d)可知,α、β和μ三个

参数的变化影响概率密度峰值的高度,对响应统计

密度的影响不大,即对概率密度在横坐标上的移动

影响不大．随着α的值由０．１变化到０．３,响应统计密

度峰值对应的幅值由０．５向左移了约０．１;然而相同

变化下的β,其对应的值略有左移,几乎没有变化;对

于μ,与α、β不同的是,对应的幅值随其增大而增大．
即,前两个参数与船舶横摇运动振幅负相关,第三个

参数与船舶横摇运动振幅正相关,这一影响程度与

相关性结果与灵敏度分析的结果相吻合．由此可知,

模型中的阻尼系数和非线性刚度系数对船舶横摇幅

值的影响不大．由图２(c)、２(e)和２(f)可以看出,随

着参数E 的大小由０．１变化到０．３,响应统计密度曲

线由陡峭变得平滑,响应统计密度峰值和其对应的

幅值都发生了一定的变化;Ω 变化的规律类似于E;

对于γ,其大小由０．９变化到１．１时,其对应的幅值减

小．由此可知,随着E 和Ω 增加或γ减小,概率的峰

值向右移动,曲线变得更加平缓,同时三个参数的变

化也影响了概率峰的高度．因此,γ、E 和Ω 因子对

船舶横摇幅值的影响比α、β和μ 的影响更大．

图３　船舶横摇系统的随机响应随σ２ 变化分析,实线是文中的方法,点线是蒙特卡洛模拟结果．各参数:
(a)α＝０．１,β＝０．１,γ＝１．０,μ＝０．０８,E ＝０．２,Ω ＝０．８;(b)α＝０．１,β＝０．０５,γ＝０．９,μ＝０．０８,E ＝０．２,Ω ＝０．７;

(c)α＝０．２,β＝０．１,γ＝１．０,μ＝０．０５,E ＝０．２５,Ω ＝０．７５;(d)α＝０．２,β＝０．１,γ＝１．０,μ＝０．０５,E ＝０．１５,Ω ＝０．７５
Fig．３　Theresponsestatisticsdensitiesoftheamplitudeofshiprollsystemfordifferentvaluesofσ２;Solidlines:resultsoftheproposed
method,andsymbols:resultsofMCS．Theothersystemparametersare:(a)α＝０．１,β＝０．１,γ＝１．０,μ＝０．０８,E ＝０．２,Ω ＝０．８;

(b)α＝０．１,β＝０．０５,γ＝０．９,μ＝０．０８,E ＝０．２,Ω ＝０．７;(c)α＝０．２,β＝０．１,γ＝１．０,μ＝０．０５,E ＝０．２５,Ω ＝０．７５;
(d)α＝０．２,β＝０．１,γ＝１．０,μ＝０．０５,E ＝０．１５,Ω ＝０．７５

　　 此外,本文还研究了四组系统参数下频率扰

动强度σ２ 对横摇响应统计量的影响,如图３所示．
相关σ２ 参数根据文献[１３]中对船舶横摇和有界噪

声的描述选取,中心频率Ω 由船舶横摇的共振频

率确定．由于随机平均法主要用于求解小阻尼、弱

激励问题,因此阻尼和激励相关参数的取值不宜过

大．对于不同的海域大小和海面情况,谱峰频率的

取值不同,国际水池会议的标准波谱密度对应的谱
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峰频率在０．１~０．８范围内[３３]．从图３(a)和图３(b)

可知,系数β 的变化对概率峰的位置影响较小;γ
和Ω 因子对船舶横摇幅值的影响较大,γ 的值由

１．０变为０．９,Ω 的值由０．８变为０．７．由图２可知,这

两个参数与船舶横摇运动振幅相关性相反,因此图

３(a)和３(b)形状相似．对于图３(c)和图３(d),仅E
的大小不同,然而由图(２)可知,激励的参数E 越

小,概率峰越陡,与图(３)的变化规律一致．参数σ２

类似但区别于α、β和μ,对响应统计密度的影响不

大,它的变化几乎对船舶横摇运动的振幅没有影

响,只对概率峰值的高度有影响,且σ２ 的变化对峰

值的影响明显大于阻尼系数和非线性刚度系数．

图４　有界噪声激励下横摇角φ 对各参数的灵敏度分析

Fig．４　Sensitivityanalysisofrollangleφtosystemparameters
underboundednoiseexcitation

图４给出了有界噪声激励下船舶横摇角φ 对

参数的灵敏度性分析．图４与图１的区别是,激励

由余弦激励变为随机激励,同时图４也考虑了σ２

的影响．其他参数对φ 的影响与图１相似,易知,在

随机激励下作用下,灵敏度的范围增大;图４与图

１中各个系统参数对横摇角的影响趋势类似,即γ、

E 和Ω 因子对船舶横摇幅值的影响比α、β和μ 的

影响更大;此外,由于本文选取的噪声强度较小(σ２

＝０．０２),σ的扰动对φ 的影响较小．
上述图１、图２和图３与实际情况是相匹配的,

激励幅值E 的值决定了外载的大小,外激频率的

大小Ω 靠近系统的共振频率,它们自然对船舶横

摇系统产生重大的影响;线性刚度系数γ 与船舶横

摇角成反比,这三个参数的影响是明显的．前两个

参数与船舶横摇运动振幅正相关,第三个参数负相

关．此外,阻尼系数α 和β 对横摇运动的角速度有

影响,但对角位移无直接影响;非线性恢复力系数

μ 对横摇运动角的三次方有影响,然而对于低角位

移的情形,三次平方根的影响会大大减弱．中心频

率扰动参数σ２ 比Ω 小,对响应统计密度影响不大．
图２和图３的求解结果与图１和图４的灵敏度分

析结果完全吻合,且基于椭圆函数的随机平均法得

到的概率解与蒙特卡洛模拟结果一致,表明了本文

所提出方法的合理性．

４　结论

本文提出了一种基于Jacobi椭圆函数的随机

平均法,用于求解有界噪声激励下船舶横摇运动的

随机响应．通过局部灵敏度分析和与蒙特卡洛模拟

验证该方法的可行性,得到以下结论:
(１)对谐和及有界噪声激励下的船舶横摇模

型进行局部灵敏度分析,研究了系统中主要参数对

横摇角的影响,结果表明不同参数对横摇角的作用

效应不同．参数Ω、γ和E 的变化对船舶横摇角度有

明显的影响,而参数μ、α和β的变化对其影响较小．
对于有界噪声激励,中心频率扰动参数σ２ 比Ω 小,

对响应统计密度影响不大．
(２)应用基于Jacobi椭圆函数的随机平均法

求解单自由度横摇运动方程,得到系统的概率解．
结果表明,α、β和μ 三个参数的变化影响概率密度

峰值的高度,对响应统计密度的影响不大,即对概

率密度在横坐标上的移动影响不大．然而E、Ω 和γ
三个参数的变化影响概率峰的高度,随着E 和Ω增

加或γ 减小,概率的峰值向右移动,曲线变得更加

平缓．对于随机噪声强度σ２,其类似于α、β和μ,但
与这三个参数的影响略有不同的是,其几乎完全不

影响船舶横摇运动的振幅;同时σ２ 对峰值的影响

明显大于阻尼系数和非线性刚度系数．这与灵敏度

分析的结果完全吻合,同时各个参数对船舶横摇角

度的影响与灵敏度分析一致．
(３)与蒙特卡洛模拟结果进行比较,两种方法

得到的结果基本一致．因此,本文提出的基于JacoＧ

１４



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０２３年第２１卷

bi椭圆函数的随机平均法,是求解有界噪声激励下

船舶横摇运动问题的一种可靠方法．
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