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随机齿侧间隙下行星齿轮系统的修形方法研究∗

王靖岳１,２†　乔乐群１　郑珺文１　王军年２

(１．沈阳理工大学 汽车与交通学院,沈阳　１１０１５９)

(２．吉林大学 汽车仿真与控制国家重点实验室,长春　１３００２５)

摘要　建立一个包含随机齿侧间隙、摩擦、时变啮合刚度等影响齿轮振动因素的行星齿轮系统动力学模型．

使用非线性动力学方法对系统进行求解,并分析激励频率对系统的影响．提出修形的主动降噪措施对系统进

行改进,重新计算行星齿轮系统的动力学方程．求解并分析激励频率对改进之后系统的影响,并和原始系统

得到的结果对比,可以看出修形对于齿轮系统的减振是有效的．
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ResearchonProfileModificationMethodofPlanetary
GearSystemUnderRandomBacklash∗
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Abstract　Adynamicmodelofplanetarygearsystemincludingrandombacklash,friction,timeＧvarying
meshingstiffnessandotherfactorsaffectinggearvibrationisestablished．ThenonlineardynamicsmethＧ
odisusedtosolvetheequation,andtheinfluenceofexcitationfrequencyonthesystemisanalyzed．The
activenoisereductionmeasuresofprofilemodificationareproposed,thesystemisimproved,andthedyＧ
namicequationofplanetarygearsystemisrecalculated．Theinfluenceoftheexcitationfrequencyonthe
improvedsystemissolvedandanalyzed,andcomparedwiththeresultsobtainedbytheoriginalsystem,
itcanbeseenthatthemodificationiseffectiveforthevibrationreductionofthegearsystem．

Keywords　planetarygearsystem,　nonlineardynamics,　randombacklash,　profilemodification

引言

齿轮是机械结构中应用最广泛的一种,其中行

星齿轮结构更是有着高载荷、大传动比以及结构体

积小等优点．行星齿轮系统的振动和噪声对传动精

度等产生了很大的影响．所以本文提出了使用修形

这种主动降噪措施来降低行星齿轮系统的振动和

噪声．
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本文采用非线性动力学分析方法对通过集中

质量法建立的行星齿轮系统动力学方程进行求解

分析．提出使用修形的主动降噪方法对齿轮系统进

行改进．袁哲使用遗传算法对齿轮的修形量和修形

角度进行优化设计,比较直线修形和抛物线修形所

能达到的最佳减振效果．杜飞以齿轮副最小传动误

差和法向载荷峰值最小为目标研究了齿廓修形和

鼓状修形,比较修形前后齿轮箱的动态性能变化．
雷刚通过经验修形和遗传算法修形建立了齿向和

齿廓组合的修形模型,结果发现遗传算法对于修形

的效果更佳．本文在以上分析的基础上建立包含随

机齿侧间隙、轮齿之间的摩擦和齿轮时变啮合刚度

等因素的行星齿轮系统动力学模型,通过分析激励

频率对修形前后系统的振动影响,验证修形对系统

的减振效果．

１　系统的数学模型

如图１所示建立行星齿轮系统动力学模型,把
太阳轮的中心定为系统坐标原点,太阳轮中心和行

星轮中心的连线为动坐标的x 轴,各个行星轮的

坐标系onxnyn 与系统动坐标Oxy 是平行的．以逆

时针方向为转动正方向．c、s、r分别代表齿圈、太阳

轮和行星架,n 代表第n 个行星轮,u 代表各个构

件的扭转位移,krn(t)、ksn(t)分别代表内外啮合的

啮合刚度,crn、csn分别代表内外啮合的阻尼．
根据牛顿第二定律采用集中质量法建立行星

齿轮系统的动力学方程:
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式中,N 为行星轮的数量,rs、rr、rn 分别代表太阳

轮、齿圈和行星轮的基圆半径,rc 是行星架半径,

Ic、Is、Ir、In 分别代表行星架、太阳轮、齿圈和行星

轮的转动惯量,αrn、αsn分别是内外啮合的压力角,

Tout、Tin分别是输出和输入转矩．使用石川法来表

达系统的时变啮合刚度,展开成傅里叶级数的形式

来表示:

k(t)＝km ＋∑
¥

j＝１

[kj１cos(jωet)＋kj２sin(jωet)]

(２)

式中,km 是齿轮平均啮合刚度,kj１、kj２ 是傅里叶

级数,ωe 是齿轮啮合频率,使用曲线拟合工具盒中

的８阶傅里叶级数拟合得到系统的时变啮合刚度．

图１　行星齿轮系统

Fig．１　Planetarygearsystem

轮齿之间的相对距离分别是b１、b２,变化的区

间是[０,２b],b表示齿侧间隙的一半．齿侧间隙的表

示式为:
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传递误差表示为随激励频率变化的函数:

e(t)＝THcos(ωet) (４)

式中TH 为传递误差．
根据库伦摩擦定律,轮齿之间的摩擦力与齿轮

啮合力成正比:

f＝λμF (５)

式中μ 是摩擦系数,F 是齿轮啮合力,λ 是确定摩

擦力方向的系数,根据主动轮力臂与齿轮参数的关

系可以确定为:

λ＝

１
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式中r１ 是主动齿轮的基圆半径,α是压力角,L１ 是

主动齿轮摩擦力臂,摩擦力臂随啮合点的变化而变

化:

８２
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Lsn(t)＝ r２
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s －εsnSpb ＋ωsrst

Lns(t)＝ r２
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式中rs、ras 是太阳轮的基圆半径和齿顶圆半径,εsn

是太阳轮和行星轮之间外啮合的重合度,Spb 是基

圆半径,ωs 是太阳轮转速,内啮合同理可得到．
为了消除齿轮间刚体位移和降维,使用齿轮之

间的相对位移来表达动力学方程:

δsn＝us －uccos(αsn)＋un ＋esn

δrn＝ur －uccos(αrn)－un ＋ern
{ (８)

齿轮的动态啮合力表达为:

Frn＝krn(t)f(δrn(t))＋crnf(δ
􀅰
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Fsn＝ksn(t)f(δsn(t))＋csnf(δ
􀅰
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对方程中的位移和时间进行无量纲化处理．定

义一个位移尺度bc 和无量纲时间尺度τ 对位移、

速度、加速度和频率等进行无量纲化处理:
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式中 Ms、Mn 是太阳轮和行星轮的等效质量,δ－sn、

δ－rn是内外啮合的无量纲相对位移,Ω 是无量纲激

励频率．把处理之后的各个参数以及啮合力、摩擦

力等代入式(１)中,可以得到式(１１)．

表１　齿轮参数

Table１　Gearparameters
Parameters Sun Planet Ring Carrier

Teethnumber ２０ ２９ ７９ —

Modulus/mm ２．２５

Baseradius/mm ４２．２９ ６１．３１ １６７．０３ １１３

Rotationalinertia/(kg􀅰mm２)１４６ ２９７ １７４４０ １１１７８

Teethwidth/mm ２５ ２８ ２５ ２５

mass/kg ０．５３ ０．３５ １．８５ ４．５

Elasticitymodulus/Gpa ２０６

Pressureangle/(°) ２０

Addendumcoefficient １

Bottomclearance ０．２５

Poissonratio ０．３

齿轮系统的基本参数如表１所示,基准参数

为:μ＝０．１,T＝１００,ω＝３０００~５０００r/min,C＝

０．０８８,b＝５０．
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(１１)

　　在同样的条件下,齿轮的齿侧间隙大体上符合

正态分布N(μ,σ２),均值μ 和σ２ 方差根据齿侧间

隙对系统的影响来决定．取激励频率为１,齿侧间隙

的范围为[０,１．２]．生成齿侧间隙的分岔图和最大李

雅普诺夫指数图．
从上述图中可以看出齿侧间隙在[０,０．１５]区

间里的时候,系统为１周期运动,所以确定０．１３作

为随机齿侧间隙的均值．使最大李雅普诺夫指数小

于零的最大方差确定为随机齿侧间隙的方差,把方

差定为０．０１２．

２　系统的非线性动力学分析

激励频率是行星齿轮系统的振动输入,本文分

析采取减振降噪措施前后激励频率对系统的影响．

９２
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分岔图如图４所示．从图中可以看出在[０．０１,０．５]、

[２．７４,４]区间内,系统为１周期运动．[２．５９,２．７４]

区间内,系统为２周期运动．其余区间内系统运动

是混沌的．由于随机齿侧间隙的存在,系统在周期

运动时存在波动．

图２　系统关于齿侧间隙b的分岔图

Fig．２　Bifurcationdiagramofthesystemwithb

图３　系统关于齿侧间隙b的最大李亚普诺夫指数图

Fig．３　LLEdiagramofthesystemwithb

图４　系统随Ω 变化的分岔图
Fig．４　BifurcationdiagramofthesystemwithΩ

图５　系统随Ω 变化的LLE图

Fig．５　LLEdiagramofthesystemwithΩ

图６　Ω＝１．５时,系统的混沌运动:(a)时域响应;
(b)频谱图;(c)庞加莱截面图;(d)相图

Fig．６　ChaoticmotionofsystemwhenΩ＝１．５:
(a)timecoursecurve;(b)frequencysdiagram;

(c)poincarésection;(d)phasediagram

图７　Ω＝２．６２时,系统的２周期运动:(a)时域响应;
(b)频谱图;(c)庞加莱截面图;(d)相图

Fig．７　２periodicmotionofsystemwhenΩ＝２．６２:
(a)timecoursecurve;(b)frequencysdiagram;

(c)poincarésection;(d)phasediagram

选取几个典型的无量纲激励频率具体分析系

统的运动特性．

０３
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图８　Ω＝３．０６时,系统的１周期运动:(a)时域响应;
(b)频谱图;(c)庞加莱截面图;(d)相图

Fig．８　１periodicmotionofsystemwhenΩ＝３．０６:
(a)timecoursecurve;(b)frequencysdiagram;

(c)poincarésection;(d)phasediagram

３　修形之后对系统的非线性动力学分析

齿轮修形根据不同的修改位置可分为齿廓修

形和齿向修形,齿廓修形指对齿廓进行修改以解决

齿轮的几何干涉问题,一般是削去齿顶或者齿根的

一部分．齿向修形指修改轮齿的齿面．本文选择削去

齿顶的齿廓修形方法,如图９所示．
齿廓修形的主要参数有修形量、修形长度和修

形曲线．

图９　齿廓修形

Fig．９　Geartoothprofilemodification

修形量通过齿轮的受载确定:

Δmax＝δ＋δt＋δm

δ＝
Ft

bCr

δt＝πmncosαΔtr１０３

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１２)

式中δ是齿轮受载导致的弹性变形量,δt 是温差

导致的变形量,δm 是制造误差,b 为齿宽,Cr 是弹

性模量,mn 为重合度,Δt 为温差,α 为压力角,r为

基圆半径．修形长度是为了确定开始修形的位置,

本文选择长修形,根据Alecstokes推荐公式长修形

为１．２mn,修形曲线是修形量由零变化到最大修形

量的曲线,本文选择直线修形．修形主要影响系统

的时变啮合刚度和传递误差,根据修形之后的参数

修改系统动力学方程．

图１０　齿轮修形后系统随Ω 变化的分岔图

Fig．１０　BifurcationdiagramofthesystemwithΩaftermodify

以无量纲激励频率Ω 为分岔参数,得到的分

岔图如图１０所示．和修形之前相比,可以明显的看

到,混沌区减少,周期运动区间增加．

图１１　齿轮修形后系统随Ω 变化的LLE图
Fig．１１　LLEdiagramofthesystemwithΩaftermodify

从图１１中可以看出修形之后最大李雅普诺夫

指数小于零的区域远远大于修形之前,并且其最大

值相比也有很大的减小．
选取几个典型的激励频率,比较相同运动时,
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系统的振动特性．

图１２　Ω＝１．５时,系统的混沌运动:(a)时域响应;
(b)频谱图;(c)庞加莱截面图;(d)相图

Fig．１２　ChaoticmotionofsystemwhenΩ＝１．５:
(a)Timecoursecurve;(b)Frequencysdiagram;

(c)Poincarésection;(d)Phasediagram

当激励频率为１．５时,系统运动表现为混沌运

动,和修形之前的混沌运动相比,庞加莱截面图中

点所占的区域数值减小,频谱图中幅值以及背景噪

声相比之前有明显的减少．时域响应图中的振动位

移范围以及幅值都有减小,并且振动有规律性．相

图中相线所围成的面积也有减小．
和同样是２周期运动时相比较,频谱图中可以

看出修形之后系统不论是主频还是分频处的幅值

都要小于之前．时域响应中的振动位移范围和相图

中相线所围成的面积也要小于修形之前．

图１３　Ω＝１．２时,系统的２周期运动:(a)时域响应;
(b)频谱图;(c)庞加莱截面图;(d)相图

Fig．１３　２periodicmotionofsystemwhenΩ＝１．２:
(a)poincarésection(b)frequencysdiagram;
(c)timecoursecurve;(d)phasediagram

图１４　Ω＝３．０６时,系统的１周期运动:(a)时域响应;
(b)频谱图;(c)庞加莱截面图;(d)相图

Fig．１４　１periodicmotionofsystemwhenΩ＝３．０６:
(a)timecoursecurve;(b)frequencysdiagram;

(c)poincarésection;(d)phasediagram

图１５　系统随Δ 变化的分岔图

Fig．１５　BifurcationdiagramofthesystemwithΔ

图１６　系统随Δ 变化的LLE图

Fig．１６　LLEdiagramofthesystemwithΔ

比较相同激励频率下系统的表现,也能体现修

形对齿轮系统振动的抑制作用．不论是频谱图中的
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振幅、时域响应中的振动位移范围还是相线所围成

的面积都要小于修形之前．
以修形量为分析参数得到相应的分岔图和

LLE图．从图１５中可以看出随着修形量的增大,系

统在[１．３１,１．３４]区间短暂地进入一段２周期运动

时期,然后在１．６３处由混沌运动变为周期运动．从

图１６中也能看到这一点．
选择１．７作为最大修形量分析齿侧间隙对系

统的影响,得到关于齿侧间隙的分岔图和 LLE图．
如图１７所示．

图１７　系统随侧隙b变化的分岔图

Fig．１７　Bifurcationdiagramofthesystemwithb

图１８　系统随侧隙b变化的LLE图

Fig．１８　 LLEdiagramofthesystemwithb

对比之前修形量下齿侧间隙对系统的影响．从
上述增大了修形量再对齿侧间隙进行分析可以看

出,不同修形量下齿侧间隙对系统的影响不大,都
在０．２附近进入混沌运动阶段．

４　结论

通过构建包括时变啮合刚度、摩擦、传递误差

和齿侧间隙的行星齿轮系统模型,使用非线性分析

方法分析修形之后行星齿轮系统的运动特性,在分

岔图中可以看出相比于修形之前系统处于混沌运

动的区间有明显的减小．而在具体分析时,不论是

混沌运动还是周期运动,在庞加莱截面图、频谱图、

时域响应图和相图中的振动数据都有减小．
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