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基于无网格法考虑热效应及剪切效应

FGM 梁的动力学建模与仿真∗
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摘要　将无网格点插值法和无网格径向基点插值法用于温度场中旋转柔性功能梯度材料梁的动力学分析．

在考虑剪切效应的基础上,在梁本构关系中计及热应变,采用４种离散方法描述梁的变形场,运用第二类

Lagrange方程,推导出大范围运动功能梯度材料梁的一次近似刚柔耦合动力学方程,研究不同温度变化下

梁的动力学响应．通过动力学仿真得出以下结论:温度场对沿横向对称分布的功能梯度材料梁的横向变形影

响较小,对纵向变形的影响较大,且在计算温度荷载作用下的梁末端变形时不应忽略轴向变形影响．
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EffectandThermalEffectBasedonMeshlessMethods∗
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Abstract　Dynamicanalysisoffunctionallygraded materialbeamsusing meshlesspointinterpolation
methodandradialbasispointinterpolationmethod．Onthebasisofconsideringthesheareffect,thetherＧ
malstrainisalsoincludedintheconstitutiverelationshipofthebeam．Thedeformationfieldofthebeam
isdiscretizedbyfourdiscretemethods,thefirstＧorderapproximaterigidＧflexiblecouplingmodelofthe
functionallygradedmaterialbeam withlargeoverallmotionisderivedviaLagrange’sequationsofthe
secondkind,andthedynamicresponseofthebeamunderdifferenttemperaturefieldsisstudied．The
simulationresultsshowthatthetemperaturefieldhaslittleinfluenceonthetransversedeformationof
thefunctionallygradedmaterialbeamwithtransversesymmetrydistribution,buthasgreatinfluenceon
thelongitudinaldeformation．Theinfluenceofaxialdeformationshouldnotbeignoredinthetemperature
field．
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引言

工程结构中的直升机旋翼叶片、机械臂和涡轮

机叶片等正朝着更高的运行速度和精度的方向发

展．这些系统由刚性基座和连接在其上的柔性附件

组成,是典型的刚柔耦合系统,可简化为旋转柔性

梁系统进行动力学分析．在实际应用中,系统往往

处于高温、高转速等工况,传统的均质材料由于其

自身力学性能的局限性,已很难满足实际服役环境

的要求．因此,在不影响结构强度的前提下,设计出

满足服役环境要求的新型复合材料并研究其动力

学特性尤为重要．此外,多体系统动力学的相关理

论大都采用EulerＧBernoulli梁进行研究,该理论只

适用于计算细长梁,对于长细比较小的梁系统,由

于EulerＧBernoulli梁理论忽略了剪切效应,会导致

一定的系统误差．
在众多新型复合材料中,功能梯度材料[１]

(Functionallygradedmaterial,FGM)以其耐热、

高强度、改善应力集中等优越性而被研究人员广泛

关注,并将其应用于航空航天、核工业及生物等领

域．Librescu等[２]首次对热荷载作用下的功能梯度材

料叶片进行动力学建模,重点分析了体积分数、温度

梯度、截面长宽比、预扭力、轴向压缩载荷等因素对

旋压梁振动和失稳的影响;之后讨论了功能梯度材

料和绕其纵轴匀速旋压的圆柱形薄壁梁的热弹性建

模和行为有关的问题．邹建奇等[５]在转动理论的基

础上推导出Timoshenko梁的动力学方程,研究了梁

在不同条件下的固有频率特性．李彬等[６]在TimoshＧ
enko梁理论的基础上,利用虚功原理推导出系统的

动力学方程,经数值仿真得出以下结论:当梁为细长

梁时,剪切变形对柔性梁的影响较小,而随着梁的横

截面积与惯性矩比值的减小,剪切作用对梁的影响

逐渐明显．潘科琪等[７]利用假设模态法对计及剪切

变形的复合材料梁进行仿真计算,研究 EulerＧBerＧ
noulli梁和Timoshenko梁固有频率的差异,研究复

合材料梁计及剪切作用时引起的挠度变化与均质材

料动力学特征的差异性．邓峰岩等[８]运用有限元法

对Timoshenko梁的变形进行离散,研究不同条件下

梁的末端变形和频率计算以及剪切作用对梁的影

响．Zhou等[９]基于 Timoshenko梁的相关理论研究

FGM梁的三维动力学,假定泊松比不发生变化,在

Hamilton原理的基础上确定控制方程,研究变形间

的耦合量、无量纲角速度、功能梯度指数和长细比对

振动特性的影响．Das[１０]在 Timoshenko梁理论的基

础上,采用哈密顿原理推导得到系统的动力学方程,
对旋转功能梯度材料梁系统的自由振动频率进行了

相关研究．曹蕾蕾等[１１]利用无网格数值算法构造

FGM的热传导方程,对梁的温度分布进行数值仿真．
高祥[１２]基于EulerＧBernoulli梁理论,采用无网格法

对有温度载荷作用的FGM梁进行动力学建模,对不

同参数条件下的FGM梁动力学特性进行研究,验证

了无网格法的准确性及优点．刘锦阳等[１３]建立了考

虑热效应作用下板的动力学方程,研究不同温度条

件下系统的动力学特征．在几何非线性的理论基础

上,研究了温度场中作大范围运动的梁和板的刚Ｇ柔

耦合问题．杨兴等[２２]基于一阶剪切板理论,采用有限

元法对FGM板刚柔耦合动力学问题进行了研究．范
纪华等[１５]基于假设模态法对变截面的FGM 梁进行

了仿真计算,针对FGM 梁在外部高温、内部冷却情

况下的刚Ｇ柔Ｇ热耦合动力学进行了深入研究．结果表

明,由于功能梯度材料的分布,受热荷载作用的

FGM 梁横向变形被抑制．黎亮等[１６]研究了三种温

度场中的两种材料分布规律下的 FGM 梁的动力

学特征,分析了温度和功能梯度指数对系统的动力

学影响,并对比温度场下两种梯度分布规律的

FGM 梁末端响应．数值仿真可以看出,梁末端响应

与集中质量的大小和其位置以及材料的分布规律

有极大的联系．综上所述,对梁的变形场离散方法

大都采用假设模态法和有限元法．假设模态法虽计

算效率高,但基于小变形假设理论,当变形较大时

会产生较大的计算误差,且描述复杂结构或不规则

形状时选取模态较为困难;有限元法理论成熟,被
广泛应用于工程中各个领域,但由于单元的限制,
不易构造高阶连续的形函数,且单元间存在应力不

连续的问题．为了克服有限元法对单元的依赖,无
网格法应运而生．该方法不需要预定义的网格信

息,可很简单地构造高阶形函数,具有更高的精度．
对于采用无网格法描述梁的变形场,同时考虑剪切

效应和热效应并附加集中质量的旋转FGM 梁刚Ｇ
柔耦合动力学问题的研究尚不多见．

本文 主 要 创 新 点 是 基 于 计 及 剪 切 效 应 的

Timoshenko梁理论,采用无网格法,建立热效应下

附加集中质量的FGM 梁一次近似刚Ｇ柔耦合动力

学模型,研究了温度场、剪切效应及附加集中质量

对旋转FGM 梁动力学特性的影响．将无网格点插

７１
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值法[１７]和径向基点插值法[１９]的仿真结果与传统的

假设模态法和有限元法进行对比,验证无网格法的

正确性和可推广性,同时说明假设模态法并不适用

于变形较大的工况．本文研究成果可丰富柔性多体

系统动力学领域的离散方法,为解决实际工程问题

提供理论基础．

１　动力学模型

１．１　物理模型

图１为有集中质量作用的FGM 梁系统,FGM
梁与半径为a 的中心刚体以固结的方式连接,并绕

Z 轴转动．Joh为其转动惯量,其中OXY 为以O 点为

原点建立的惯性坐标系,在FGM梁上建立浮动坐标

系oxy,OX 轴与ox 轴的夹角为θ,τ为作用于中心

刚体上的外力矩,梁的长度、宽度和厚度分别为l,b
和h．集中质量为mt,其与中心刚体间的距离为lt．

图１　FGM 梁变形示意图

Fig．１　ThedeformationofFGMbeam

FGM 梁由陶瓷和金属复合而成,材料沿厚度

方向分布,外侧为陶瓷材料,内部为金属材料,分别

用下标c、m 表示,N 为其功能梯度指数．其中,密

度ρ、弹性模量E、热膨胀系数α 和热传导系数K
均沿梁厚度呈幂律分布,分布规律为:

E(y)＝(Ec－Em) ２y
h

N

＋Em

ρ(y)＝(ρc－ρm) ２y
h

N

＋ρm

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

(１)

K(y)＝(Kc－Km) ２y
h

N

＋Km

α(y)＝(αc－αm) ２y
h

N

＋αm

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

(２)

１．２　FGM 梁的热传导方程

本文研究稳态温度场下的动力学特性,即

FGM 梁承受的温度载荷与时间的变化无关,只根

据FGM 梁的材料分布规律沿厚度方向呈梯度分

布．则热传导方程的表达式为:

－
d
dy

K(y)dT
dy

é

ë
êê

ù

û
úú＝０ (３)

其边界条件为:

T(h/２)＝Tc

T(－h/２)＝Tc

T(０)＝Tm

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

(４)

将式(４)代入式(３),运用泰勒级数对其进行展

开求解,从而得到FGM 梁所在温度场的梯度表达

式:

T(y)＝Tm ＋
ΔT
C

２y
h －

Kcm

(N＋１)Km

２y
h

N＋１é

ë
êê ＋

　
K２

cm

(２N＋１)K２
m

２y
h

２N＋１

－
K３

cm

(３N＋１)K３
m

２y
h

３N＋１

＋

　
K４

cm

(４N＋１)K４
m

２y
h

４N＋１

－
K５

cm

(５N＋１)K５
m

２y
h

５N＋１ù

û
úú

(５)

式(４)、式(５)中的一些相关参数如下所示,其中Tm

为材料的边界温度．
ΔT＝Tc－Tm (６)

Kcm ＝Kc－Km (７)

C＝１－
Kcm

(N ＋１)Km
＋

K２
cm

(２N ＋１)K２
m
－

　
K３

cm

(３N ＋１)K３
m
＋

K４
cm

(４N ＋１)K４
m
－

　
K５

cm

(５N ＋１)K５
m

(８)

１．３　FGM 梁的动能和势能

在惯性坐标系中,集中质量块mt 的矢径为:

rmt ＝Θ(rA ＋ρ１＋u１) (９)

式(９)中的具体参数如下:

ρ１＝(lt,０)T (１０)

u１＝(ux１ ,vy１)T (１１)

其中,rA 为刚体质心O 到o的矢径u１ 在浮动基下

的坐标为:

ux１＝w１＋wc－yφ (１２)

vy１＝v１＋v２ (１３)

８１
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式(９)对时间t求一次导数,得到集中质量的变形

速度,表示为:

r

mt ＝Θ


(rA ＋ρ１＋u１)＋Θu


１ (１４)

因此,系统的总动能为:

W ＝
１
２∫V

ρ(y)r
Tr


dV＋

１
２Johθ


２＋

１
２mtr

T
mt r


mt

(１５)

式(１５)前两项为FGM 梁的动能,后一项为集中质

量的动能．
纵向正应变ε１１为:

ε１１＝
∂w１

∂x －y
∂φ
∂x

(１６)

剪切应变为:

γ＝
∂v
∂x－φ (１７)

不考虑FGM 梁的扭转效应,则系统的弹性势

能为:

U＝
１
２∫V

E(y)ε２
１１dV＋

１
２∫V

G
kγTγdV (１８)

２　温度场中计及剪切效应的FGM 梁的动

力学方程

取纵向和横向位移函数为:

w１(x,t)＝Φ１(x)A(t)

w２(x,t)＝v１(x,t)＋v２(x,t)＝

　Φ２(x)B(t)＋Φ３(x)C(t)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１９)

式中,Φ１(x)、Φ２(x)和Φ３(x)分别为w１、v１ 和

v２ 所对应不同离散方法形函数的行阵,A(t)、B(t)

和C(t)分别为w１、v１ 和v２ 的相应列阵,四种离散

方法的形函数在文献[１８,２１]中有详细的阐述．
横向位移引起轴向位移的非线性耦合变形量为:

wc ＝－
１
２BTH(x)B (２０)

式中,H(x)为耦合形函数,其表达式为:

H(x)＝∫
x

０
Φ′T

２(ξ)Φ′２(ξ)dξ (２１)

取系统的广义坐标列向量q＝(θ,AT,BT,

CT)T,温度载荷对FGM 梁所做的虚功为:

δWT ＝∫V
δεxσTdV＝

　∫V
δεxE(y)(－α(y)θ)dV＝QT

Tδq (２２)

式中,θ＝T－T０ 为温差,T 为实际温度,T０ 为初

始参考温度,在本次研究中取零;σT 为热应力;QT

为温度荷载下的广义力列矩阵,其公式为:

QT ＝

０

∫
h
２

－
h
２

E(y)bα(y)Tdy∫
l

０
φ′xdx

－∫
h
２

－
h
２
yE(y)bα(y)Tdy∫

l

０
φ″ydx

０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(２３)

外驱动力矩所做虚功为:

δWD ＝QT
τδq (２４)

上式中,Qr＝[Fr　０　０　０]是外驱动力对应的广

义力列阵,运用第二类Lagrange方程:

d
dt

∂W
∂q


æ

è
ç

ö

ø
÷－

∂W
∂q ＝－

∂U
∂q＋QT ＋Qτ (２５)

将FGM 梁的动能式(１５)及势能式(１８)代入

式(２５),可得考虑剪切效应和温度场的附加集中质

量的中心刚体ＧFGM 梁的一次近似刚柔耦合系统

动力学方程为:

M１１ M１２ M１３ M１４

M２１ M２２ M２３ M２４

M３１ M３２ M３３ M３４

M４１ M４２ M４３ M４４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

θ


A


B


C


é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

＝

Qθ

QA

QB

QC

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

(２６)

式(２６)中的具体矩阵如下所示:

M１１＝Job＋J２＋２SxA＋ATM１A＋BTM２B－
　BT(aF＋D)B＋CTM４C＋２BTM６C

(２７)

M２２＝M１ (２８)

M３３＝M２ (２９)

M４４＝M４ (３０)

M２１＝MT
１２＝－M３B－M５C (３１)

M３１＝MT
１３＝ST

y ＋MT
３A＋Y (３２)

M４１＝MT
１４＝ST

z ＋MT
５A (３３)

M３２＝MT
２３＝０ (３４)

M２４＝MT
４２＝０ (３５)

M３４＝MT
４３＝M６ (３６)

Qθ ＝τ－２θ

[SxA


＋ATM１A


＋

　BTM２B

－BT(aF＋D)B


＋

　CTM４C

－B


TM６C＋BTM６C


] (３７)

QA ＝θ

２ST

x ＋２θ

M３B


＋(θ


２M１－K１)A＋

　２θ

M５C


＋K２B－K５ (３８)
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QB ＝θ

２(M２－aF－D)B－２θ


M３A


－

　K３B＋K２A＋K６ (３９)

QC ＝θ

２M６B－２θ


M５A


＋(θ


２M４－K４)C

(４０)

式中单下画线的项是考虑了非线性耦合变形量wc

产生的附加耦合项,双下画线为考虑剪切效应产生

的相关项,K５ 及K６ 为温度荷载项．相关常数矩阵

为:

Job ＝∫
l

０
ρbh(a＋x)２dx＋(a＋lt)２mt (４１)

J２＝∫V
ρy２dV (４２)

Y＝∫V
ρy２Φ′２(x)dV (４３)

Sx ＝∫
l

０
ρbh(a＋x)Φ１(x)dx＋

　(a＋lt)Φ１(lt)mt (４４)

Sy ＝∫
l

０
ρbh(a＋x)Φ２(x)dx＋

　(R＋lt)Φ２(lt)mt (４５)

Sz ＝∫
l

０
ρbh(a＋x)Φ３(x)dx＋

　(R＋lt)Φ３(lt)mt (４６)

M１＝∫
l

０
ρbhΦT

１(x)Φ２(x)dx＋

　ΦT
１(lt)Φ２(lt)mt (４７)

M２＝∫
l

０
ρbhΦT

２(x)Φ２(x)dx＋ΦT
２(lt)Φ２(lt)mt＋

　∫v
ρ(y)y２Φ′T

２(x)Φ′２(x)dV (４８)

M３＝∫
l

０
ρbhΦT

１(x)Φ２(x)dx＋

　ΦT
１(lt)Φ２(lt)mt (４９)

M４＝∫
l

０
ρbhΦT

３(x)Φ３(x)dx＋

　ΦT
３(lt)Φ３(lt)mt (５０)

M５＝∫
l

０
ρbhΦT

１(x)Φ３(x)dx＋

　ΦT
１(lt)Φ３(lt)mt (５１)

M６＝∫
l

０
ρbhΦT

２(x)Φ３(x)dx＋

　ΦT
２(lt)Φ３(lt)mt (５２)

D＝∫
l

０
ρbhxH(x)dx＋ltH(lt)mt (５３)

K１＝∫
l

０
E１bΦ′T

１(x)Φ′１(x)dx (５４)

K２＝∫
l

０
E２bΦ′T

１(x)Φ″２(x)dx (５５)

K３＝∫
l

０
E３bΦ″T

２(x)Φ″２(x)dx (５６)

K４＝∫V

G(y)
k Φ′T

３(x)Φ′３(x)dV (５７)

K５＝∫
l

０
E４Φ′１(x)dx (５８)

K６＝∫
l

０
E５Φ″２(x)dx (５９)

ρ＝
１
h∫

h
２

－
h
２
ρ(y)dy (６０)

E１＝∫
h
２

－
h
２

E(y)dy (６１)

E２＝∫
h
２

－
h
２

E(y)ydy (６２)

E３＝∫
h
２

－
h
２

E(y)y２dy (６３)

E４＝∫
h
２

－
h
２

[E(y)bα(y)T(y)]dy (６４)

E５＝∫
h
２

－
h
２

[yE(y)bα(y)T(y)]dy (６５)

３　动力学仿真

FGM 梁作大范围运动的规律已知时,给定其

旋转角速度的变化规律为:

θ

＝

Ω０

T０
t－

Ω０

２πsin
(２π
T０

t)　０≤t≤T０

Ω０ t＞T０

ì

î

í

ïï

ïï

(６６)

式中T０＝２s,刚体角速度θ

达到稳定转动状态,其

稳定转动状态下的转速为Ω０．

(a)弹性模量的梯度分布 (b)密度的梯度分布
(a)Gradientdistributionof　　(b)Gradientdistribution

elasticmodulus　 ofdensity
图２　功能梯度材料梯度分布图

Fig．２　Gradientdistributionoffunctionallygradedmaterials

FGM 梁的物理参数取值为:中心刚体的半径

a＝０,梁长度l＝５m,宽度b＝０．０２m,高度h＝０．０２

m．集中质量位于梁的末端lt＝５m,集中质量mt＝

０２
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１kg,剪切系数k＝３/２,泊松比μ＝０．３,Ec＝１．５１×

１０１１Pa、Em＝７．０×１０１０Pa,ρc＝３．０×１０３kg/m３、ρm

＝２．７０７×１０３kg/m３,Kc ＝２．０９W/mK、Km ＝

２０４W/mK,αc＝１×１０－５,αm＝２．３×１０－５．图２为功

能梯度材料的梯度分布图．
对三种不同的温度场下 FGM 梁的动力学特

性进行研究:第一种为无温度场,即Tc＝Tm＝０,

在此温度场下,FGM 梁无温度载荷作用;第二种为

Tc＝Tm＝１０K,在此温度场下,有恒温载荷作用于

FGM 梁;最后一种为变温度,即Tc＝１０K和Tm＝

０K,在此温度场下,FGM 梁受沿厚度方向呈梯度

分布的温度载荷的作用．有限法选取１０个单元,点

插值法及径向基点插值法将问题域离散成１１个节

点,取假设模态法的模态截断数为３．

图３　FGM 梁的末端纵向变形 (T＝０－０K)
Fig．３　Thelongitudinaldeformationatthetipof

FGMbeam (T＝０－０K)

图３(a)为功能梯度指数N＝１,无温度荷载作

用下,旋转速度Ω０＝０．４rad/s时梁末端的二次耦

合变形量wc,图３(b)为FGM 梁末端的轴向变形

量,图３(c)为FGM 梁末端纵向变形量u１．由图可

知,四种离散方法的变形曲线基本一致,且与文献

[１６]结果一致,验证模型的正确性,同时也说明当

FGM 梁的长厚比(梁长度与厚度的比值)较大时,

剪切效应对梁末端响应的影响较小．当FGM 梁的

旋转速度较小时,其末端的轴向变形量相对于末端

耦合变形量为低阶小量,在计算FGM 梁末端的纵

向变形量时可以忽略不计．所以,当无温度载荷作

用时,FGM 梁末端的纵向位移u１ 主要是受其二次

耦合变形量wc 的影响．图４(a)为FGM 梁末端的

横向变形,图４(b)为 FGM 梁末端的横向变形速

度,四种离散方法的计算结果曲线基本重合,且与

文献值一致,进一步验证本文新建模型的正确性．

图４　FGM 梁末端的横向变形 (T＝０－０K)
Fig．４　Thetransversedeformationatthetipof

FGMbeam (T＝０－０K)

图５　FGM 梁末端的纵向变形 (T＝１０－１０K)
Fig．５　Thelongitudinaldeformationatthetipof

FGMbeam (T＝１０－１０K)

图５表示功能梯度指数 N ＝１,温度场 T＝
１０－１０K环境下转速Ω０＝０．４rad/s时FGM 梁的

１２
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变形曲线,图５(a)、５(b)和５(c)分别为FGM 梁末

端的二次耦合变形量wc、轴向位移w１ 和纵向变

形量u１．从图中可以看出,温度场对非线性耦合变

形量的影响并不明显,但对轴向变形影响明显,在

热载荷冲击下,轴向变形出现高频振荡,其振荡幅

值约为０．０００７２m,且 FEM、PIM 和 RPIM 仿真结

果基本一致,与 AMM 有明显不同,进一步说明假

设模态法的不足．图５(c)与图５(a)的变化趋势基本

一致,由于梁末端轴向变形 w１ 的振荡现象,其纵

向变形也出现明显的振荡现象．因此,与不考虑温

度场相比,当有温度荷载时,不能忽略轴向变形w１

的影响．图６(a)为 FGM 梁末端的横向变形,图６
(b)为FGM 梁末端的横向变形速度,四种离散方

法的动力学仿真曲线与文献[１６]近似一致且没有

出现明显振荡,说明温度场对横向变形影响很小．

图６　FGM 梁末端的横向变形 (T＝１０－１０K)
Fig．６　Thetransversedeformationatthetipof

FGMbeam (T＝１０－１０K)

图７表示功能梯度指数 N＝１,温度场环境T

＝１０－０K下转速Ω０＝０．４rad/s时FGM 梁末端的

纵向变形量,由图可知,梁末端的二次耦合变形未

出现振荡现象,轴向变形图出现明显振荡现象,振

荡幅值约为０．０００２５m,较温度场T＝１０－１０K 环

境下更为平稳,假设模态法的仿真结果依然有较大

误差．图８为FGM 梁末端的横向变形和横向变形

速度,四种离散方法的动力学仿真曲线与文献[１６]

近似一致且没有出现明显的振荡现象,与不考虑温

度场的仿真曲线基本重合．

图７　FGM 梁末端的纵向变形 (T＝１０－０K)
Fig．７　Thelongitudinaldeformationatthetipof

FGMbeam (T＝１０－０K)

图８　FGM 梁末端的横向变形 (T＝１０－０K)
Fig．８　Thetransversedeformationatthetipof

FGMbeam (T＝１０－０K)

图９　FGM 梁末端的横向变形 (Ω０＝１０rad/s)
Fig．９　Thetransversedeformationatthetipof

FGMbeam (Ω０＝１０rad/s)

２２
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图９为转速Ω０＝１０rad/s,其他条件不变,弹性

模量同时缩小１０倍时梁末端的横向变形图,随着转

速的增大,末端横向变形也增大．由图可知,假设模

态法的仿真结果发散,而其他三种方法的仿真结果

收敛且基本一致．因此,基于小变形假设的假设模态

法仅适用于小变形情况,并不能处理大变形问题,而

本文所用无网格法具有更广泛的适用范围．

图１０　FGM 梁末端的横向变形 (Ω０＝０．４rad/s)
Fig．１０　Thetransversedeformationatthetipof

FGMbeam (Ω０＝０．４rad/s)

(a)h＝０．０２m,Ω０＝０．４rad/s　　　(b)h＝０．４m,Ω０＝０．４rad/s

(c)h＝０．８m,Ω０＝０．４rad/s　　　(d)h＝０．４m,Ω０＝５rad/s
图１１　FGM 梁末端的横向变形

Fig．１１　ThetransversedeformationatthetipofFGMbeam

图１０为Ω０＝０．４rad/s时,径向基点插值法计

算三种温度场下计及剪切效应的不同厚度 FGM
梁末端的横向变形,图１０(a)取h＝０．０２m,图１０
(b)取h＝０．４m．可以看出不同厚度的FGM 梁在受

恒温荷载或梯度变温荷载作用下其末端横向变形

均与无热荷载作用下的梁末端位移曲线一致．由此

可见,温度场对计及剪切效应的FGM 梁末端横向

变形的影响较弱,且不受梁厚度的影响．
图１１为上述参数下,取不同的梁厚度和转速

时,考虑剪切和无剪切的FGM 梁末端的横向变形

图,温度场取Tc＝１０K和Tm＝０K．对比图１１中的

(a)、(b)、(c)可以看出,在温度荷载的作用下,当

FGM 梁的厚度取值较小时,考虑剪切效应和无剪

切的FGM 梁末端横向变形曲线仍基本一致,剪切

效应对梁的影响可以忽略不计;随着梁厚度变大,

无剪切作用和剪切效应下梁的末端变形偏差逐渐

增大,且梁厚度越大,其末端横向变形越小．此外,

对比图１１(b)、(d)可知,转速越大,梁末端横向变

形亦越大,剪切效应的影响也更大．

图１２　FGM 梁末端的横向变形 (Ω０＝０．４rad/s)
Fig．１２　Thetransversedeformationatthetip

ofFGMbeam (Ω０＝０．４rad/s)

图１２为计及剪切效应的FGM 梁在不同长度

下的末端横向变形,取h＝０．２m,Ω０＝０．４rad/s,温

度场T＝１０－０K．从图中可以看出,随着 FGM 梁

长度的减小,剪切效应的影响愈加明显,FGM 梁末

端的横向位移也逐渐减小,因此,当厚长比较大时,

剪切效应不可忽略．
图１３(a)、(b)分别为不同功能梯度指数下

FGM 梁在三种温度场中末端的最大横向变形和稳

３２
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态响应振幅,取h＝０．０２m,Ω０＝０．４rad/s．由图可

见,FGM 梁末端的最大横向变形和稳态响应幅值

与功能梯度指数N 呈正相关,且当N 增大到一定

值时,其随着N 的变化趋势趋于平缓．

图１３　FGM 梁末端的最大横向变形和稳态响应振幅

Fig．１３　ThemaximumtransversedeformationandsteadyＧstate
responseamplitudeatthetipofFGMbeam

图１４　FGM 梁末端的横向变形 (Ω１＝０．４rad/s)
Fig．１４　Thetransversedeformationatthetipof

FGMbeam (Ω１＝０．４rad/s)

图１４为不同功能梯度指数条件下计及剪切效

应的FGM 梁末端的横向变形图,取h＝０．４m,Ω０

＝０．４rad/s,温度场T＝１０－０K．由图可见,随着功

能梯度指数的增大,梁的横向变形也随之增大,说

明功能梯度指数可以改变系统的柔度．

图１５　FGM 梁末端的横向变形 (Ω０＝０．５rad/s)
Fig．１５　Thetransversedeformationatthetipof

FGMbeam (Ω０＝０．５rad/s)

图１５(a)为温度场T＝１０－０K,FGM 梁末端

作用不同附加集中质量时,梁末端的横向变形图．
图１５(b)为在FGM 梁的不同位置作用附加集中质

量时,梁末端的横向变形图．从图中能够看出:FGM
梁末端作用的附加集中质量越大,梁末端的横向变

形越大;集中质量距中心刚体越远,梁末端的横向

变形越大．

表１　不同方法下的计算相对时间、转速恒定时
响应振幅和相对误差(T＝１０－０K)

Table１　Therelativetime,responseamplitudeand
relativeerrorindifferentmethods(T＝１０－０K)

Discrete
methods

Numberof
units/nodes

/modes

Therelative
timeof

computation(s)

Theresponse
amplitude

(m)

Relative
errorof

calculation(％)

FEM １０ １ ０．１３６１５ —

AMM ３ ０．８９ ０．１３５７５ ０．２９４

PIM １１ ０．９４ ０．１３５８２ ０．２４２

RPIM １１ １．０５ ０．１３５８２ ０．２４２

表１及表２分别为在温度场取T＝１０－０K、T＝

１０－１０K时,不同离散方法下的计算相对时间、响

４２
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应振幅和计算相对误差．在旋转速度Ω０＝０．４rad/s
下,有限法选取１０个单元,点插值法及径向基点插

值法将问题域离散成１１个节点,取假设模态法的

模态截断数为３,由表可知,这几种方法的计算效

率和振幅基本一致,且同一方法在不同温度场中的

计算精度也较为相似．

表２　不同方法下的计算相对时间、转速恒定时
响应振幅和相对误差(T＝１０－１０K)

Table２　Therelativetime,responseamplitudeand
relativeerrorindifferentmethods(T＝１０－１０K)

Discrete
methods

Numberof
units/nodes

/modes

Therelative
timeof

computation(s)

Theresponse
amplitude

(m)

Relative
errorof

calculation(％)

FEM １０ １ ０．１３６１７ —

AMM ３ ０．８６ ０．１３５７６ ０．３０１

PIM １１ ０．９８ ０．１３５８０ ０．２７２

RPIM １１ １．０５ ０．１３５８０ ０．２７２

４　结论

本章对温度场中考虑剪切效应的功能梯度材

料梁的动力学特性进行研究,运用四种离散方法对

作大范围旋转运动的 FGM 梁系统进行动力学仿

真计算,结论如下:

(１)当系统没有温度载荷作用时,在旋转速度

较低的情况下,计算梁末端纵向变形时可忽略轴向

变形的影响,梁末端的纵向变形主要为FGM 梁末

端的二次耦合变形．而在温度场中,FGM 梁末端的

轴向变形曲线出现明显的振荡现象,且梯度变化的

温度场产生的振荡效应比恒定温度场的弱．因此,

在温度场中不能忽略轴向变形的影响．由于 FGM
梁材料呈对称分布形式,因此温度场对FGM 梁末

端横向变形的影响较弱．传统的假设模态法只适用

于小变形工况,当变形较大时并不适用,而无网格

法没有此限制．
(２)大范围运动规律已知时,当FGM 梁厚度

较小或梁长度较大,即长厚比较大时,其剪切效应

对梁的影响较小．随着长厚比的减小,剪切效应对

FGM 梁末端变形的影响也随之增大．且随着功能

梯度指数的增大,FGM 梁末端横向变形也逐渐增

大,当功能梯度指数增大到一定数值时,变化趋于

平缓．
(３)FGM 梁末端作用的附加集中质量越大,

梁末端的横向变形越大;作用的集中质量与中心刚

体的距离越远,梁末端的横向变形亦越大．
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