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索－梁耦合结构的分岔反控制研究∗

王志搴†

(中南林业科技大学 土木工程学院,长沙　４１０００４)

摘要　斜拉索是斜拉桥主要的支撑单元,是斜拉桥的重要组成部分．本文研究了控制增益参数G 对索－梁

耦合结构的振动控制．利用文献已得到的索－梁耦合结构的面内非线性运动微分方程,根据离散法,对其进

行分离变量法处理,进而得到索－梁耦合结构的单自由度和两自由度模态方程．不同于以往的研究,本文假

设索(梁)的左支撑点即坐标原点处是可以沿纵向方向自由移动的,则索的动态应变会发生改变,进而改变

其模态方程一次项系数,通过这一规律可以在理论上转换得到一套状态控制反馈准则,并根据Floquet稳定

性理论,将上述方程转换为 Hill方程形式．然后通过摄动法,得到运动微分方程的稳定解．最后对索－梁耦合

结构的单自由度和两自由度系统进行了数值分析计算,通过改变反馈控制增益系数,可以实现系统的反控

制．而设计者可以通过这些复杂现象的参数变化范围设计选择合适的参数,尽量使得系统能在工程师所能控

制的安全范围内振动．这种控制策略保持了系统的平衡,并且可以应用于在期望位置处具有最优稳定性的退

化倍周期分岔．研究表示,无论结构是单自由度还是两自由度系统,反馈控制增益系数的变化能明显有效地

改变系统的共振情形下的幅值．通过适当调整控制参数,能在预先指定的参数位置创建原系统的稳定倍周期

运动,并能改变倍周期运动的范围．研究发现,控制增益参数G 的常数项和一次项都对索－梁耦合系统的控

制起着重要作用,说明假定的状态控制反馈准则在理论上具有一定的参考性．

关键词　索－梁耦合结构,　离散法,　反馈控制器,　倍周期分岔
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StudyonBifurcationInverseControlofCableＧStayedBeam∗

WangZhiqian†

(CollegeofCivilEngineering,CentralSouthUniversityofForestryandTechnology,Changsha　４１０００４,China)

Abstract　CableisthemainsupportingelementofcableＧstayedbridgeandanimportantpartofcableＧ
stayedbridge．Inthispaper,thevibrationcontrolofcablebeamcouplingstructurewithcontrolgainpaＧ
rameterGisstudied．ThenonlinearinＧplanedifferentialequationsofmotionofcablebeamcoupledstrucＧ
turesobtainedintheliteratureareused．Accordingtothediscretemethod,theyaretreatedbythemethＧ
odofseparationofvariables,andthenthesingledegreeoffreedomandtwodegreeoffreedom modaleＧ
quationsofcablebeamcoupledstructuresareobtained．Differentfrompreviousstudies,thispaperasＧ
sumesthattheleftsupportpointofthecable(beam),namelytheoriginofthecoordinate,canmove
freelyalongthelongitudinaldirection,andthenthedynamicstrainofthecablewillchange,thereby
changingtheprimarycoefficientofitsmodalequation．Throughthisrule,asetofstatecontrolfeedback
criteriacanbeobtainedintheory,andaccordingtoFloquetstabilitytheory,theaboveequationcanbe
convertedintoHillequationform．ThenthestablesolutionofthedifferentialequationofmotionisobＧ
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tainedbyperturbationmethod．Finally,numericalanalysisandcalculationarecarriedoutforthesingle
degreeoffreedomandtwodegreeoffreedomsystemsofcablebeamcouplingstructure．Bychangingthe
feedbackcontrolgaincoefficient,theinversecontrolofthesystemcanbeachieved．ThedesignercanseＧ
lectappropriateparametersthroughtheparametervariationrangedesignofthesecomplexphenomena,
sothatthesystemcanvibratewithinthesaferangecontrolledbytheengineerasfaraspossible．This
controlstrategymaintainsthebalanceofthesystemandcanbeappliedtodegenerateperioddoublingbiＧ
furcationwithoptimalstabilityatthedesiredposition．Theresearchshowsthatwhetherthestructureis
asingledegreeoffreedomsystemoratwodegreeoffreedomsystem,thechangeofthefeedbackcontrol
gaincoefficientcaneffectivelychangetheamplitudeofthesysteminthecaseofresonance．Byproperly
adjustingthecontrolparameters,astableperioddoublingmotionoftheoriginalsystemcanbecreatedat
thepresetparameterpositions,andtherangeofperioddoublingmotioncanbechanged．Theconclusion
showsthatboththeconstanttermandtheprimarytermofthecontrolgainparameterGplayanimporＧ
tantroleinthecontrolofthesystem．ItshowsthattheassumedstatecontrolfeedbackcriterionisofcerＧ
tainreferentialvalueintheory．

Keywords　cableＧstayedbeam,　discretemethod,　feedbackcontroller,　perioddoublingbifurcation

引言

斜拉索具有刚度小、阻尼小、质量小的特点,即
使在微小的外激励作用下也极易发生大幅值振动,

随着斜拉桥技术的迅猛发展,其跨径日益增长,斜
拉索的长度也持续增大,使其更易产生大幅值的参

数共振,而半主动控制是目前应用于斜拉索参数振

动的热门控制方式,因此对其振动响应的控制研究

已成为相关领域研究人员关注的热点问题．另外,

由于索－梁耦合模型在动力学行为上的某些特殊

性,使得非线性耦合项在其力学性能中起着重要作

用[１]．基于上述原因,一些平时关注较少的非线性

现象也应得到研究者的重视[２]．值得注意的是,根
据以往的研究,当远离共振时,索－梁耦合结构并

不是绝对安全的[２,３],因此,弹性柔性结构依旧要引

起研究者的重点关注,复杂的非线性现象也可能发

生在远离共振的区域[４,５]．如果研究人员重视这些

以往并没有关注的动力学现象,设计者可以通过这

些复杂现象的参数变化范围设计选择合适的参数,

尽量使系统在工程师所能控制的安全范围内振

动[６,７]．
分岔控制是指设计一个控制器来抑制或减少

给定非线性系统的某些现有的分岔动力学现象,从
而获得一些理想的动力学行为[８,９]．与直接控制相

反,分岔反控制是指通过适当的参数控制,在具有

首选特性的期望位置创建特定分岔[１０]．在不改变原

有系统周期解的情况下,研究者将在原微分系统中

应用反馈控制方法来推导原差分系统的控制增益,
并在实际实施过程中实现系统的反控制[１１,１２]．这种

控制策略不仅保持了系统的平衡结构,并且可以应

用于在期望位置处具有最优稳定性的退化倍周期

分岔[１３,１４]．研究表示,通过适当地调整控制参数,能
在预先指定的参数位置处,创建研究者需要的原系

统的稳定倍周期运动[１５]．
与已有文献研究不同,本文假定索(梁)的左支

撑点(即坐标原点)安装于滑轨上,是可以沿纵向方

向自由移动．索(梁)的左支撑点的自由移动会导致

索－梁连接点处连接条件发生变化,改变索的动应

变的常数项．根据分离变量法可以知道,索的动应

变里的常数项与模态函数一次项q 前面系数有关

联．作者尝试将索(梁)的左支撑点沿纵向方向的自

由移动,在理论上转换为一套状态控制反馈准则,
进而对结构进行振动控制．本文在分岔反控制方面

的工作是基于以下观察结果,即在某些应用中,向
很小的分支引入新的分支可能是有利的系统输出,
而系统的分岔特性可以通过各种反馈控制方法进

行修正．因此使用反馈控制方法的好处是,开环系

统的所有平衡点都得到了保留．

１　索－梁耦合结构分岔反控制研究

１．１　索－梁耦合结构模型

本文以斜拉索与 BernoulliＧEuler梁组成的耦

７７
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合系统作为简化的研究模型,根据模型可以做出如

下假设:
(１)不计索的抗弯刚度及抗剪刚度;(２)近似认

为索的重力垂度曲线是抛物线;(３)索的轴向应变

足够小;(４)索的变形本构关系服从虎克定律且各

点受力均匀;(５)索只承受拉力作用．图１为索－梁

组合结构模型,图中实线表示索－梁组合结构的动

态构型．斜拉索与梁在一端铰接,坐标原点位于索

(梁)的左支撑点．

图１　静动态构型下索－梁结构模型

Fig．１　ThecableＧstayedbeamstructuremodelunderstaticand
dynamicconfiguration

１．２　索－梁耦合结构分岔反控制

索和梁的运动微分方程可以由 Hamilton变分

原理推导得到,具体公式推导见文献 [２]．通过

Galerkin离散,可以将索－梁结构面内位移表示成

状态空间函数形式．假设位移函数可以表示为:

v(x,t)＝∑
n

m＝１
qm(t)γm(x) (１)

其中对于第m 阶模态,γm ＝(φc(x),φb(x))T ,可

以得到一系列常微分方程,则结构第m 阶面内运

动微分方程为如下形式:

q
􀅰􀅰

m －μq
˙

m ＋qm ＋C２q２
m ＋C３q３

m ＝Pcos(ct)

(２)

其中,C２、C３ 表达式见文献[２,１０]．假定索(梁)的

左支撑点即坐标原点处安装于滑槽上(相当于可动

铰支座),可以沿纵向方向自由移动,索(梁)的左支

撑点如图１放大处理所示．因此假设索(梁)的左支

撑点在t时刻的纵向位移为z(t)．
索(梁)的左支撑点的自由移动,导致索－梁连

接点处的连接条件发生了改变,影响了索的动应变

表达式,即索的动应变的常数项发生了改变,而索

的动应变里的常数项恰好体现在索的运动方程频

率项中,根据分离变量法,在将其运动微分方程转

换为状态变量方程时,索的动应变里的常数项体现

在模态函数一次项q前面系数中．我们将转化后其

引起的模态函数一次项前面的系数变化定义为G,

即能完全反映索(梁)的左支撑点沿纵向方向自由

移动对结构振动的影响．因此状态控制反馈准则可

以假设为如下形式:

Y＝Gq (３)

其中G 为反馈增益系数,为便于后续数值分析,将

增益系数进行多项式展开,假设G＝αvl ＋αvqx ．索

－梁耦合结构的面内运动方程可以写为如下形式:

q
􀅰􀅰
－μq

˙

＋(１＋G)q＋C２q２＋C３q３＝Pcos(ct＋φ)

(４)

根据上述假设,由于索(梁)的左支撑点可以沿

纵向方向自由移动,则模态函数可以改写为:

q(t)＝acos(ωt)＋z(t) (５)

将方程(５)带入公式(４),且忽略高阶小量,可

以得到如下方程:

z
􀅰􀅰
－μz

˙

＋z ３C３a２＋２
２

(１＋G)＋
３C３a２

２ cos２ωt
é

ë
êê

ù

û
úú＝０

(６)

根据Floquet稳定性理论,方程(６)可以转换

为 Hill方程形式:

x
􀅰􀅰
＋p(t)x＝０ (７)

其中

p(t)＝
１
４

[(６C３a２＋４)(１＋G)－

　(μ＋G )２＋６C３a２cos２ωt]

将T＝ωt代入公式(７),方程可以写为 Mathieu方

程形式:

x
􀅰􀅰
＋(δ′＋２ocos２ωt)x＝０ (８)

其中

δ′＝
(６C３a２＋４)－(μ＋G)２

４ω２
,　o＝

３C３a２

４ω２

根据多尺度法,可以将方程中的参数δ′、o 进行摄

动展开,展开式如下:

x(t,o)＝x０(t)＋ox１(t)＋o２x２(t)＋􀆺

δ′＝δ０＋oδ１＋o２δ２＋􀆺 (９)

将上述展开式代入公式(８),并令等式两边系

数相等,可以得到如下一系列等式:

８７
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x
􀅰􀅰

０＋δ０x０＝０

x
􀅰􀅰

１＋δ０x１＝－δ１x０－２x０cos２t

x
􀅰􀅰

２＋δ０x２＝－δ２x０－２x２cos２t－δ１x１

⋮ (１０)

令δ０＝n２,(n＝１,２,􀆺),上述第一个方程的周期

解为:

x０＝acosnt＋bsinnt (１１)

假设δ０＝１,并将上述方程代入方程,方程组的第二

项可以通过计算得到,即:x１ ＝(１/８)bsin３t．将上

述解代入摄动方程(１０),则摄动方程可以改写为如

下形式:

x
􀅰􀅰

２＋δ０x２＝－a(δ２＋
１
８

)cost＋

　 １
８acos３t－

１
８acos５t (１２)

x
􀅰􀅰

２＋δ０x２＝－b(δ２＋
１
８

)cost－

　 １
８acos３t－

１
８acos５t (１３)

令δ２＝－１/８,则其相应的边界可以改写为:δ′＝１

－o－
１
８o

２＋O(o３)

δ′＝１＋o－
１
８o

２＋O(o３) (１４)

而上述边界条件对应的位移解为:

x１＝a(cost＋
１
８ocos３t

)＋O(o２) (１５)

x２＝a(sint＋
１
８osin３t

)＋O(o２) (１６)

o的高阶小量可以忽略,将公式(１５)、(１６)代入摄

动方程,可以得到系统的第一次倍周期分岔的范

围:

ω０
１ ＜ω ＜ ω０

２ (１７)

其中

ω０
１ ＝

(μ＋G)２[４－(μ＋G)２]
８(μ＋G)２ ＋R

R＝
(μ＋G)４＋４８(μ＋G)２P２sin２φ

８(μ＋G)２

ω０
２ ＝

(μ＋G)２[４－(μ＋G)２]
８(μ＋G)２ ＋T

T＝
(μ＋G)４[４－(μ＋G)２]＋１４４(μ＋G)２P２sin２φ

８(μ＋G)２

(１８)

图２　索－梁耦合结构在反馈控制器作用下的共振控制

Fig．２　ResonancecontrolofcableＧstayedbeam
underfeedbackcontroller

图３　索－梁耦合结构在反馈控制器作用下的位移曲线

t∈(１．２),αvl∈(０,２),αvq＝０
Fig．３　DisplacementcurvesofcableＧstayedbeamundertheaction

offeedbackcontroller,t∈(１．２),αvl∈(０,２),αvq＝０

图４　索－梁耦合结构在反馈控制器作用下的位移曲线

t∈(１．２),αvl∈(０,２),αvq＝１０．
Fig．４　DisplacementcurvesofcableＧstayedbeamundertheaction

offeedbackcontroller,t∈(１．２),αvl∈(０,２),αvq＝０．

结构参数数值:索的横截面积 Ac ＝ ６．２７３×
１０－３m２,外端索的单位长度质量mc＝５１．８kg/m,杨氏

模量Ec＝１９５GPa,梁的结构参数如下:杨氏模量Eb

＝３４．５GPa,单位长度质量mb＝４．４×１０４kg/m,面内

外惯性矩分别为Ibyy ＝９．８m４ 和Ibzz ＝１０．０m４．图２

９７
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为索－梁耦合结构在反馈控制器作用下的共振控

制,根据图形发现,无论结构是单自由度还是两自

由度,反馈控制增益系数的变化能明显有效改变系

统共振情形下的幅值．

图５　索－梁耦合结构在反馈控制器作用下的倍周期分岔曲线,
αvl∈(２,４),αvq＝０

Fig．５　PerioddoublingbifurcationcurvesofcableＧstayedbeam
underfeedbackcontroller,αvl∈(２,４),αvq＝０

图６　索－梁耦合结构在反馈控制器作用下的倍周期分岔曲线,
αvl∈(２,４),αvq＝１

Fig．６　PerioddoublingbifurcationcurvesofcableＧstayedbeam
underfeedbackcontroller,αvl∈(２,４),αvq＝１

图３、图４为索－梁耦合结构在三维参数范围

的反馈控制器作用下的位移曲线．纵坐标为结构模

态振幅,图形的另外两个参数变量为t,且参数变

量的变化范围保持一定,由于结构模态方程在已有

文献中已做无量纲化处理,当增益系数G 的常数

项范围保持不变,而其一次项的控制增益系数分别

取不同数值时,从图形可以明显看出振幅曲线幅值

得到了较好控制．因此增益系数G 的一次项系数对

振幅的控制有重要作用．
图５、图６为索－梁耦合结构在不同参数范围

的反馈控制器作用下的倍周期分岔曲线,增益控制

参数G 的一次项系数不变时,通过调节增益参数

常数项的范围,可以较明显地改变第一次倍周期分

岔的范围．
因此,根据图３~图６,可以得出结论:控制增

益参数 G的常数项和一次项都对系统的控制起着

重要作用．

２　结论

本文利用文献已得到的索－梁耦合结构的面

内非线性运动微分方程,根据离散法对其进行分离

变量法处理,进而得到索－梁耦合结构的单自由度

和两自由度模态方程．假设索(梁)的左支撑点即坐

标原点处可以沿纵向方向自由移动,导致索的动态

应变公式中的常数项发生了变化,进而改变了其模

态方程的一次项系数,根据这一规律,在理论上转

换得到了一套状态控制反馈准则,并能实现系统的

反控制．这种控制策略保持了系统的平衡结构,并

且可以应用于在期望位置处具有最优稳定性的退

化倍周期分岔．研究表明,通过适当调整控制参数,

能在预先指定的参数位置创建原系统的稳定倍周

期运动．并且无论结构是单自由度系统还是两自由

度系统,反馈控制增益参数常数项和一次项的变化

能明显有效地改变系统在共振情形下的幅值．
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