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多索－单梁耦合结构的动力学建模及

非线性特性研究∗

王志搴†

(中南林业科技大学 土木工程学院,长沙　４１０００４)

摘要　大跨度斜拉桥通常采用密索体系,拉索的振动频率非常接近,同时拉索之间也可能存在倍频关系．因

此,可能存在索与索之间的相互耦合振动．索是斜拉桥的重要承重构件,对多索－单梁的动力学特性进行研

究至关重要．本文考虑到索梁、索塔及塔梁的边界条件和连接点处的连接条件,基于 Hamilton变分原理,建

立了多索－单梁结构的运动微分方程．经过无量纲化处理,根据分离变量法,得到了其降维约化后的运动微

分方程．本文取相邻的两根索考虑两种工况模型,对不同工况下的双索－单梁耦合结构的动力学行为进行了

参数分析．研究发现,不同于以往资料中的“频率转向”现象,在本文中,两条频率曲线在频率值接近处,并未

迅速分离,而是在相对一小段参数范围内继续保持平行且相互靠近,随后再迅速分离．最后,研究了双索－单

梁耦合结构的非线性特性,分别对结构进行了两自由度和单自由度离散,研究发现,结构单模态假设在非共

振区域能反映结构的非线性特性,但是在共振区域,结构的非线性特性会发生跳跃变化,应用２自由度模态

理论进行研究更为准确．
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MultiＧCableSingleBeamCoupledStructures∗
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Abstract　LongspancableＧstayedbridgesusuallyusedensecablesystems,andthevibrationfrequencies
ofcablesareveryclose,andtheremaybeafrequencydoublingrelationshipbetweencables．Therefore,
theremaybemutualcouplingvibrationbetweencables．CableisanimportantloadＧbearingcomponentof
cableＧstayedbridges,anditisveryimportanttostudythedynamiccharacteristicsofmulticablesingle
beam．Inthispaper,consideringtheboundaryconditionsofcablegirder,cabletowerandtowergirder
andtheconnectionconditionsattheconnectionpoints,basedonHamiltonvariationalprinciple,thedifＧ
ferentialequationsofmotionofmulticablesinglebeamstructuresareestablished．Afterdimensionless
treatment,thereduceddifferentialequationofmotionisobtainedaccordingtothemethodofseparating
variables．Inthispaper,twoadjacentcablesaretakenintoaccounttoanalyzethedynamicbehaviorof
doublecablesinglebeamcouplingstructureunderdifferentworkingconditions．Itisfoundthat,different
fromthe“frequencyturn”phenomenoninpreviousdata,inthispaper,thetwofrequencycurvesdonot
separaterapidlyattheplacewherethefrequencyvaluesareclose,butcontinuetokeepparallelandclose
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toeachotherwithinarelativelysmallparameterrange,andthenseparaterapidly．Finally,thenonlinear
characteristicsofthedoublecablesinglebeamcouplingstructurearestudied,andthestructureisdisＧ
cretizedwithtwodegreesoffreedomandonedegreeoffreedomrespectively．Itisfoundthatthesingle
modeassumptionofthestructurecanreflectthenonlinearcharacteristicsofthestructureinthenonresＧ
onantregion,butintheresonantregion,thenonlinearcharacteristicsofthestructurewilljump,soitis
moreaccuratetoapplythetwodegreeoffreedom modetheorytoresearch．

Keywords　cableＧstayedbeam,　hamiltonprinciple,　frequencyjump,　localmode

引言

索－梁组合体系的出现使得大跨度桥梁成了

现实,最具典型的大跨度桥型即斜拉桥[１]．随着桥

梁跨度的进一步增大,一系列安全问题引起了工程

界与学界的关注．如跨度越大,结构整体刚度相对

越小,在强风或地震荷载作用下,会产生较大幅值

的振动;对于大跨径的斜拉桥,超长斜拉索在一定

条件下甚至会产生始料未及的过大振幅[２]．因此,

大幅振动成为了桥梁设计中所必须面对和亟待解

决的问题[３,４]．国内学者针对具体实际工程,利用非

线性有限元法,考虑几何非线性和材料非线性的影

响,对斜拉桥的静力问题、移动荷载问题、动力学问

题和稳定问题进行了大量的研究[５,６]．一方面为斜

拉桥的设计提供了理论指导,也在一定程度上保证

了斜拉桥成桥之后的正常运营．由于桥梁的理论模

型过于复杂,因此主要从非线性有限元的角度[７,８]

进行了初步研究,对斜拉桥的非线性动力学行为研

究还少有涉及．现有的关于索－梁组合体系的非线

性动力学理论和大幅振动机理也存在着许多不足,

最明显的就是基于一根索一根梁构成的索－梁耦

合结构不能很好地描述整桥结构的复杂非线性现

象,更不能对其进行合理的解释[９]．斜拉桥通常为

密索体系,包含有多根索,各拉索的振动频率可能

很接近,拉索之间也本身可能会存在倍频关系．因

此,索与索之间的相互影响应该不能被忽略[１０Ｇ１２]．
这在现有的研究中已经受到重视[１３]．目前对斜拉桥

的非线性研究主要针对地震作用下的时程响应和

极限承载力,这些研究全部基于非线性有限元模型

和理论．非线性有限元法本质上归结于求解过程中

的线性化,因此不能揭示大跨度斜拉桥响应中的非

线性特性和机制[１４]．另外,由于斜拉桥结构复杂且

为无限自由度体系,研究整桥的非线性动力学特性

目前在理论上相当困难．根据斜拉桥的结构特点,

斜拉桥可以看作是由多个索－梁耦合结构基本单

元组成．因此,研究其耦合结构的非线性动力学行

为有助于更好地反映和理解整桥的非线性特性[１５]．
基于上述分析,本论文考虑多根索及桥梁对整

体结构的影响,建立了多索－单梁结构的动力学模

型,通过取两根相邻的索为算例,根据特征值法求

解了体系的特征值方程并进行了相应的参数分析,
随后根据不同自由度的模态假设探讨了双索－单

梁耦合结构的非线性动力学特性．

１　多索－单梁耦合结构建模理论

１．１　多索－单梁耦合结构模型

图１给出了多索－单梁体系几何模型．其中,
桥塔与桥面通过滚轴支座支承,在桥塔与桥面连接

处不能传递弯矩;索和梁在连接点处锚接．梁总长

为lb ,lci为第i根索的长度,θi 为拉索与桥面的

夹角．为方便推导得到多索－单梁体系的运动方

程,采用笛卡尔直角坐标系统进行描述,将局部坐

标分别置于索和梁的一端,如图１所示．不记梁的

抗扭刚度和抗剪刚度对结构动力学行为的影响．

１．２　多索－单梁耦合结构动力学理论建模

通过分段处理,应用 Hamilton变分原理可以

得到多索－单梁结构体系的运动方程．多索－单梁

耦合结构的 Hamilton变分方程可以表示为:

∫
t２

t１
δ(T－U)dt＋∫

t２

t１
δWdt＝０ (１)

其中T 和U 为耦合结构的动能和势能;δW 表示

非保守力和外力所做的虚功,δ为变分符号．考虑索

自重的影响,索的应变表示为:

εc ＝εc０＋εcd (２)

２４
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结构的运动微分方程表示如下,其推导用到的边界 条件、连接条件详见文献[２]．对于第i根索:

图１　多索－单梁体系模型图

Fig．１　ThemultiＧcablesinglebeamstructuremodel

mci
∂２uci

∂t２ －
∂

∂xc
[(Hi＋EcAcεci(x,t))dεci

duci,xc
]－

　mcig(sinθiδx,y －cosθiδx,x)＝fci(xc,t),

　 ０＜xci ＜lci, (３)

对于梁:

mb
∂２ubb

∂t２ －EbIk
∂４ubb

∂xb
４ －

∂
∂xb

[(－Pi－

　EbAbεb(x,t)) dεb

dubi,xb

]＝fbi(xb,t),

　D＋
i ＜xb ＜D－

i＋１,i＝１,２,,n－１ (４)

其 中 f(xb(c),t)为 作 用 在 索、梁 上 的 外 力,

fb(c)(xb(c),t)＝ (０,Fb(c)(xb(c),t),Gb(c)(xb(c),t))Τ ,

P 为作用在梁上的轴力．其中各变量和参数的定义

详见文献[２]．
通过无量纲化,可以得到无量纲形式的第i根

索和梁的面内运动方程,其对应系数见文献[２]:

vci,tt＋ccvvci,t－ω２
civci,xcxc －αi(yci,xcxc ＋

　vci,xcxc)[vb(si,t)sinθicosθi＋

　∫
１

０
(yci,xcvc,xc ＋

v２
ci,xc ＋w２

ci,xc

２
)dxc]＝fci,

　　０＜xci ＜１ (５)

vbi,tt＋cbvvbi,t＋Nivbi,xbxb ＋βvbi,xbxbxbxb －

　Γvbi,xbxb∫
１

０
(v

２
bi,xb ＋w２

bi,xb

２
)dxb ＋

　Υvbi,xbxb[vbi(si,t)sinθicosθi＋

　∫
１

０
(yci,xcvci,xc ＋

v２
ci,xc ＋w２

ci,xc

２
)dxc]＝fbi,

　s＋
i ＜xb ＜s－

i＋１i＝１,２,,n－１ (６)

其中ωc ＝
H

ω２
０mcl２

c
．

如果忽略所有的非线性项、阻尼项和外载荷,

则整体结构系统第i根索和梁的运动方程可以表

示为:

　vci,tt－
Hi

ω２
０mcilci

vci,xcxc －αiyci,xcxcvb(si,t)sinθicosθi－

　αiyci,xcxc∫
１

０
yci,xcvc,xcdxc＝０,　０＜xci ＜１

(７)

vbi,tt＋Nivbi,xbxb ＋βvbi,xbxbxbxb ＝０,

　　s＋
i ＜xb ＜s－

i＋１,i＝１,２,,n－１ (８)

应用分离变量法对变量进行分离,并对整体结

构特征值方程进行求解．对于面内情况,假设位移

可以表示成:v＝ φci(xci),φb(xb){ } Τeiωint ,其中

ωin
i ＝ωci 是索－梁结构的面内第i 阶固有频率;

φb,ci(xb,ci)为每一分段组合结构中索、梁的模态函

数;Τ表示转置:且i＝ －１ ．经过数学变换,面内

运动式(７)和式(８),改写为:

φci,xcxc(xci)＋q２
i(ωin

i )２φci(xci)－
　αyci,xcixci(φbi(si)sinθicosθi＋

　∫
１

０
yci,xciφci,xcidxci)＝０,０＜xci ＜１ (９)

φb,xbxbxbxb(xb)＋Niφb,xbxb(xb)－

　
(ωin

i )２

β φb(xb)＝０,

３４
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　s＋
i ＜xb ＜s－

i＋１,i＝１,２,,n－１ (１０)

其中qi＝
Hi

ω２
０mcilci

．

２　双索－单梁耦合结构数值分析

２．１　单梁Ｇ多索耦合结构边界条件及连接条件

为计算方便,本文只取两根相邻的索作为算例

进行研究．考虑两根索ci,(其中i＝１,２)分别位于

桥塔两侧对称(工况１)及桥塔一侧(工况２)两种工

况,不管哪种工况,其索塔连接的边界条件为:

Uc(xci,t)xci＝０＝Vc(xci,t)xci＝０＝０ (１１)

对于工况２(两根索位于桥塔同一侧),其索梁连接

条件如下,即第二根索(i＝２)与梁的连接:

位移协调条件:

Uci(lci,t)sinθi＋Vci(lci,t)cosθi＝０ (１２)

－Uci(lci,t)cosθi＋Vci(lci,t)sinθi＝Vb(Di,t)

(１３)

Vbi(xb,t)|xb＝D－i ＝Vbi(xb,t)|xb＝D＋i (１４)

Vbi,xb(xb,t)|xb＝D－i ＝Vbi,xb(xb,t)|xb＝D＋i

(１５)

弯矩平衡条件:

EbIbyyVbi,xbxb(xb,t)|xb＝D－i ＝

　EbIbyyVbi,xbxb(xb,t)|xb＝D＋i (１６)

力平衡条件:

(EcAcεci(xc,t))[sinθi＋

　cosθi(
Vbi(Di)

lci
－Vbi,xb(Di))]－

　EbIbyyVbi,xbxbxb(xb,t)|xb＝D－i ＋

　EbIbyyVbi,xbxbxb(xb,t)|xb＝D＋i ＝０ (１７)

而桥塔与桥面通过滚轴支座支承,为方便进行理论

计算,忽略梁的抗扭刚度和抗剪刚度．在桥塔和梁

结合处(Sj)应满足如下条件:

Vbj(xb,t)|xb＝S－j ＝Vbj(xb,t)|xb＝S＋j ＝０

Vbj,xb(xb,t)|xb＝S－j ＝Vbj,xb(xb,t)|xb＝S＋j

Vbj,xbxb(xb,t)|xb＝S－j ＝Vbj,xbxb(xb,t)|xb＝S＋j

(１８)

对于双索－单梁耦合结构,其面内运动微分方程式

(７)和式(８),改写为:

φci,xcxc(xci)＋q２
i(ωin

i )２φci(xci)－

　αyci,xcixci(φbi(si)sinθicosθi＋

　∫
１

０
yci,xciφci,xcidxci)＝０,０＜xci ＜１ (１９)

φb,xbxbxbxb xb( ) ＋Niφb,xbxb xb( ) －

　
ωin

i ) ２(

β φb xb( ) ＝０,s＋
i ＜xb ＜s－

i＋１i＝１,２

(２０)

对于工况１(两根索位于桥塔两侧对称),则上述公

式中i＝１(工况１和工况２不同之处在于连接条件

的不同)．其中刚度比K ＝EbIbyy/EcAcl２
b ．

２．２　双索－单梁耦合结构数值分析

根据上述运动微分方程以及边界条件和连接

条件,利用所得矩阵方程行列式为零,可以得到双

索－单梁的模态控制函数前面的系数,结构的特征

值方程可见文献[２]．本小节将结合模态函数研究

结构参数,即索和梁的刚度比 K 对体系整体固有

频率的影响．为方便进行数值分析,假设每根索满

足如下条件,即EciAci＝EcAc ;对于梁的每一分段,

满足EbiAbi＝EbAb ．结构参数数值为索的横截面积

Ac＝６．２７３×１０－３m２,外端索的单位长度质量mc ＝
５１．８kg/m,杨氏模量Ec ＝１９５GPa,梁的结构参数为

Eb ＝３４．５GPa,单位长度质量mb ＝４．４×１０４kg/m,

面内外惯性矩分别为Ibyy ＝９．８m４ 和Ibzz ＝１０．０m４．
如上所述有两种工况,即工况１为两根索在塔

的同一边;对于工况２,为两根索分别在塔的两边,

且满足条件θ１ ＝θ２．图２为不同工况下,索和梁的

刚度比K 对耦合结构面内固有频率的影响,从索

的模态函数(见作者文献[２])可以得知,由于特征

值方程的特殊性,其解存在如下两种情况．第一种

情况为特征值方程表现为结构的局部模态,此时特

征值方程化简为sinqiωin/２＝０,由此可知参数刚度

比K 对耦合结构的固有频率没有影响．换句话说,

可以认为耦合结构的固有频率互不干涉,即相对独

立．不会受到梁及其他索参数的影响,对应着图形２
中的直线线段．这就很好地解释了结构中局部模态

的由来．第二种情况,即整体模态情形,参数刚度比

K 对耦合结构的固有频率影响十分显著．如图２(a)

和图２(b)所示,在工况１和工况２情况下,参数K
对结构频率的影响是有明显区别的．对于这两种工

况,在特征值方程为第二种情况下,其频率变化对

参数K 的变化表现十分敏感．
工况１中,耦合结构的固有频率受参数 K 的

４４
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影响明显,随着刚度比增大而增大,同时从图形可

以很明显地看出,在刚度比K＝０．００４５,K＝０．００７８
附近发生了“频率转向”现象．另外,如图２(a)所示,

在参数范围K ＝０．００１~０．００４区间可以看到第七

阶和第八阶固有频率曲线相互十分接近且近似平

行．在此范围内,第七阶和第八阶频率曲线在数值

上近似满足特征值方程的特殊形式,即第一种情

况,且第七阶频率曲线在此范围内数值大小接近

４π,此时有可能发生“模态局部化”现象．值得注意

的是,当在K ＝０．００４５附近时,出现了不同于以往

研究的“频率转向”现象,即三条频率曲线数值接

近,经过一小段区间后随后迅速相互远离．

图２　索梁刚度比 K对面内频率的影响

Fig．２　InfluenceofCableBeamStiffnessRatioKonInternalFrequency

　　工况２的频率变化如图２(b)所示,对于工程常

见的低阶频率,即第一阶和第二阶频率,结构频率曲

线在很大一段范围内趋于直线且不受参数K 变化

影响．在参数初始的很小一段范围内,其频率值随参

数变化剧烈．值得注意的是,当K＝０．００１~０．００２,

此时第七阶和第八阶固有频率和以往的“频率转

向”现象不同,即两条曲线近乎平行地接近了很大

一段范围后才迅速分离,即发生“转向”．而在此处,

相邻的三根频率曲线频率值十分接近．因此,索与

索,索与梁之间的连接条件对耦合结构固有频率的

影响是明显的．另外,我们还注意到,工况２的第一

阶频率,其频率曲线在整段参数 K 范围内不受其

变化影响,这和工况１是不同的．

２．３　双索－单梁耦合结构非线性动力学特性分析

接下来将基于多尺度法研究不同自由度离散

下双索－单梁耦合结构的非线性动力学特性．同样

地,通过 Galerkin离散,可以将索－梁结构面内位

移表示成状态空间函数形式．将前一小节的位移表

示形式v＝ φci(xci),φb(xb){ } Τeiωint 改写为状态空

间函数形式,则位移函数可以表示为:

u(x,t)＝∑
¥

m＝１
qm(t)Υm(x),

v(x,t)＝∑
¥

m＝１
pm(t)Υm(x), (２１)

其中Υm(x)＝(φc(x),φb(x))Τ ．将上述形式代入

双索－单梁结构运动方程,可以得到一系列常微分

方程,限于本文篇幅,具体过程可见文献[２]．下面

通过图３和图４给出典型的非线性特性．

图３　工况１情况下面内两根索的共振影响

Fig．３　Resonanceeffectoftwocablesundercondition１

５４
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对于工况１,结合图１所示结构,利用方程式

(１９),根据多尺度法可得到结构的二自由度的调谐

方程,这里我们主要探讨其在共振处的第一个峰值

点．图３显示了通过直接应用于２Ｇdof模态方程的

延拓法获得的频率响应曲线,纵坐标为模态振幅．
对于特征值方程的第一种情况,当第一根索发生了

共振,第二根索受到的影响可以忽略．对于第一根

索,在这个狭窄的不稳定区域中,第一个解分支通

过P１和P２中的静态分岔失去稳定性,产生了周

期耦合运动,振幅如图３所示,与强迫频率有关．

图４　双索单梁结构的单自由度幅频响应曲线

Fig．４　Thesingledegreeoffreedomamplitudefrequencyresponse
curveofdoublecablesinglebeamstructure

图４为双索－单梁耦合结构的单自由度幅频

响应曲线．我们发现单模态离散在很大程度上还是

能较准确地反映结构模态的非线性特性,即结构模

态的软弹簧特性能够得到较好的体现．不过与图３
不同,图３为双索单梁耦合结构的２自由度幅频响

应曲线,２∶１内共振的发生,会导致结构模态的非

线性特性发生跳跃变化而使得模态变为硬弹簧特

性．即２Ｇdofs系统能表现出结构的这种非线性跳跃

特性,而对于图４所示的单自由度系统,在共振区

域则不能体现结构的硬弹簧特性．因此,单模态假

设能很好地反映结构的非线性性质,即整个参数范

围内结构模态表现出软弹簧特性,但只限于非共振

区域,在共振区域,应用多自由度系统来表现结构

的非线性特性更为准确．

３　结论

本文利用扩展的哈密顿原理,导出了多索－单

梁耦合结构的面内非线性运动微分方程．根据分离

变量法,得到了索－梁耦合结构的多自由度运动微

分方程．结果表明:不同于以往研究资料中的“频率

转向”现象(当两条频率曲线在频率值十分接近时,

会迅速分离),即三条频率曲线数值接近,经过一小

段区间后迅速相互远离．两种工况下,参数的变化

会对耦合结构产生不同的影响,频率带宽范围受结

构工况的不同而变化较明显．另外,单模态假设能

很好地反映结构的非线性性质,即整个参数范围内

结构模态表现出软弹簧特性,但只限于非共振区

域,在共振区域,应用多自由度系统来研究结构的

非线性特性更为合适．
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