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摘要　提出随机激励作用下１/２分数阶线性系统非平稳响应解析解的一种新方法．首先,利用特征向量展开

得到１/２分数阶阻尼系统的脉冲响应函数解析表达;之后,基于Laplace变换计算得到响应功率谱密度的解

析表达式和系统均方响应．通过白噪声、调制白噪声和调制修正金井清谱三种不同随机激励类型的数值算

例,利用与蒙特卡洛模拟所得结果对比证明该方法的准确性和适用性．
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Abstract　Inthispaper,anovelmethodisproposedtoobtainananalyticalsolutionforthenonＧstationaＧ
ryresponseof１/２ordersystemsunderstochasticexcitation．ThemethodfirstusestheeigenvectorexＧ
pansiontoobtaintheanalyticalexpressionoftheimpulseresponsefunction．Next,ananalyticalsolution
fortheresponsepowerspectraldensityisobtainedbasedontheLaplacetransform．ThroughthreeillusＧ
trativenumericalexamples,includingsystemssubjectedtowhitenoise,modulatedwhitenoise,and
modulatedcolorednoisewithmodifiedKanaiＧTajimispectrum,theresponsesofthefractionalsystems
areobtainedanalyticallyandcomparedtothepertinentMonteCarloestimatestodemonstratetheaccuraＧ
cyandapplicabilityoftheproposedmethod．
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引言

分数阶导数模型在工程和科学问题中应用十

分广泛,包括机械、控制、生物学、经济学等领域[１]．
在土木工程领域中,分数阶导数常用来描述黏弹性

材料的本构关系．２０世纪初,Nutting[２]发现一些材

料的应力松弛可被模拟为分数阶幂律的时间函数．
之后,Gemant[３]提出利用分数阶导数表示黏弹性

材料的刚度和阻尼特性;Caputo[４]利用分数算子描

述黏弹性土的力学行为;Bagley和 Torvik[５]则给

出了分数阶微积分应用的物理解释．
分数阶动力系统虽然具有简洁、准确的优势,

但由于方程中存在非整数微分算子,求解动力响应

存在较大困难．目前有若干方法用于计算分数阶确

定性动力系统响应,包括 Laplace变换[６]、傅里叶

变换[７]、数值模拟方法[８,９]、特征向量展开法[１０]、平
均方法[１１]等,但他们很少关注随机动力系统．对于

分数阶随机动力系统,一些研究者通常只关注系统

的平稳响应,Spanos和Zeldin[１２]提出了一种随机

振动分析的频域方法;孔凡等[１３]利用统计线性化

方法得到随机和谐和联合激励下的分数阶系统的

平稳响应;Pinnola[１４]则利用特征向量展开和随机

过程的复谱矩表征得到分数阶振子的平稳响应;

Huang等[１５]利用单自由度强非线性随机动力系统

的随机平均法计算系统的稳态响应并考察稳定性;
马颜颜等[１６]同样利用随机平均法求解得到系统的

稳态响应;Artale等[１７]利用残差定理确定了平稳

高斯白噪声作用下的分数阶振子的整数阶和分数

阶谱矩．另一些研究者在关注系统的平稳响应的同

时也关注非平稳响应,如 Agrawal[１８]利用特征向

量展开并利用时域卷积方法得到具有１/２阶阻尼

的随机动力系统解析解;Ye等[１９]利用傅里叶变换

技术给出了分数阶动力系统在确定性和随机输入

下响应的Duhamel积分型表达式和脉冲响应函数．
虽然上述方法能够得到系统响应,但是需要利用双

重数值积分,计算时间较长．Cao等[２０]虽然利用

Laplace变换和PronyＧSS(StateＧSpacemodel)算法

得到了任意有理阶阻尼的随机动力系统的数值解,
但它存在两个误差来源:一是通过傅里叶逆变换得

到脉冲响应函数时忽视了系统初始条件;二是

PronyＧSS法得到脉响函数指数形式时的数值误差．
本文提出了一种计算１/２阶分数阶线性随机

动力系统非平稳响应解析解的精确高效方法．主要

利用Suarez和Shokooh[１０]提出的特征向量展开法

以求解分数阶系统脉冲响应函数,以及基于 LaＧ

place变换求解随机动力响应．数值算例采用与

MonteCarlo模拟对比的方法验证了所建议方法的

精度．

１　单自由度分数阶系统的响应

考虑随机激励作用下具有分数阶导数阻尼的

单自由度线性系统

mD２x(t)＋cDαx(t)＋kx(t)＝f(t) (１)

式中:m,c,k分别为系统质量、分数阶阻尼与刚度

系数;f(t)为系统外部随机激励;D表示求导数;α
为分数阶导数阶数,根据RiemannＧLiouville定义

　Dα
L[x(t)]＝

１
Γ(１－α)

d
dt∫

t

０

x(t－τ)
τα dτ,０＜α＜１

(２)

将上式两边同除以m 可得

D２x(t)＋２ηω２－α
n Dαx(t)＋ω２

nx(t)＝f∗ (t)

(３)

式中:ωn＝ k/m 为自振频率;f∗ (t)＝f(t)/m ;

η为阻尼比．

１．１　特征向量展开

当α＝１/２时,式(１)所示的系统的脉冲响应函

数具有简单的解析表达[１０]．为此,将式(３)所示的运

动方程写为１/２阶状态空间方程的形式．令

z１＝D３/２x(t),　z２＝Dx(t),

z３＝D１/２x(t),　z４＝x(t) (４)

则有

BD１/２{z}－A{z}＝F (５)

式中

B＝

０ ０ ０ １
０ ０ １ ０
０ １ ０ ０
１ ０ ０ a

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,A＝

０ ０ １ ０
０ １ ０ ０
１ ０ ０ ０
０ ０ ０ －b

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

(６)

F＝[０ ０ ０ f∗ (t)]T 且a＝２ηω３/２
n ,b＝ω２

n ．
为求解式(５),可参照整数阶导数系统状态空

间方程的特征向量展开方法,实现状态空间坐标解

耦．为此,式(５)对应的特征值问题为

G {φ}j ＝λj {φ}j (７)

式中:

４２
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G＝B－１A＝

０ ０ －a －b
１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

(８)

且λj 为特征值;{φ}j 为对应的特征向量．求解式

(７)所示特征值问题即可得到４个特征值以及对应

的特征向量,具体求解过程见文献[１０]附录．
引入 {y}＝[y１,y２,y３,y４]T ,利用

{z}＝Φ{y} (９)
实现对式(５)的解耦,式中Φ ＝[{φ}１,{φ}２,

{φ}３,{φ}４]．将式(９)代入式(５),可得１/２阶

D１/２Φ{y}－GΦ{y}＝F (１０)
对式(１０)左乘 {φ}T

j 并利用特征向量的正交特

性可得解耦后的１/２阶状态空间方程

D１/２yj(t)－λjyj(t)＝{φ}４jf∗ (t) (１１)
式中

φ４j ＝
１

４λ３
j ＋a

(１２)

为得到系统的位移响应,对式(１１)进行 LaＧ

place变换得

Yj(s)＝φ４jF(s)＋Rj

s－λj

,　j＝１,２,３,４, (１３)

且Rj ＝D－１/２yj(t)|t＝０ ．对式(１３)进行Laplace逆

变换并结合式(４)和式(９)可得系统位移表达式

x(t)＝∑
４

j＝１
φ４jL－１[Yj(s)] (１４)

式(３)右端为f∗ (t)＝δ(t)/m 时,式(１４)即为

系统脉冲响应函数．此时,脉冲响应函数为

h(t)＝
１
πt∑

４

j＝１

１
mφ２

４j ＋φ４jRj
æ

è
ç

ö

ø
÷＋

　∑
４

j＝１

λj

mφ２
４jgj(t)＋λjφ４jRjgj(t)æ

è
ç

ö

ø
÷ (１５)

式中:

gj(t)＝eλ２jt １＋Erf(λjt)[ ] (１６)

观察式(１５),根据文献[１０]附录所示关系可得

∑
４

j＝１
φ２

４j ＝０,∑
４

j＝１
λjφ２

４j ＝０,∑
４

j＝１
λjφ４jRj ＝０

(１７)
利用式(１７)关系并考虑零初始条件,式(１５)可化为

h(t)＝
１
m∑

４

j＝１

λj/２
２λ３

j ＋ηω３/２
n
gj(t) (１８)

１．２　均方响应求解

激励为零均值随机激励时,式(１)所示的系统

响应同样为零均值随机过程．考虑随机激励为非平

稳随机过程的情况,即

f(t)＝a(t)fs(t) (１９)

式中,

a(τ)＝∑
N

l＝１
γlevlτ (２０)

为调制函数,fs(t)为平稳随机过程．根据 DuＧ
hamel积分

X(t)＝∫
t

０
h(t－τ)a(τ)fs(τ)dτ (２１)

求响应均方值,即

　E[X(t１)X(t２)]＝∫
t１

０∫
t２

０
h(t１－τ１)h(t２－τ２)×

　a(τ１)a(τ２)RF(τ２－τ１)dτ１dτ２ (２２)

式中:E[]表示数学期望;RF 表示平稳随机过程

fs(t)的自相关函数．
根据 WienerＧKhinchin定理,激励的相关函数

与功率谱密度具有如下傅里叶变换对关系:

RF(τ)＝∫
¥

－¥
SF(ω)eiωτdω (２３)

SF(ω)＝
１
２π∫

¥

－¥
RF(τ)e－iωτdτ (２４)

将式(２３)代入式(２２)可得

　E[X(t１)X(t２)]＝∫
t１

０∫
t２

０
h(t１－τ１)h(t２－τ２)×

a(τ１)a(τ２)∫
¥

－¥
SF(ω)eiω(τ２－τ１)dω[ ]dτ１dτ２ (２５)

将式(２５)改写为

　E[X(t１)X(t２)]＝∫
¥

－¥
H(t１,ω)H

－ (t２,ω)SF(ω)dω

(２６)

式中－ 表示复共轭,且

H(t,ω)＝∫
t

０
h(t－τ)a(τ)e－iωτdτ (２７)

将式(２０)代入式(２７)并将求和项移到积分符

号外可得

H(t,ω)＝∑
N

l＝１∫
t

０
h(t－τ)γleκlτdτ (２８)

式中:κl ＝vl －iω ．
令式(２６)中t１ ＝t２ ＝t,利用激励功率谱密度

和响应功率谱密度的关系可得均方响应为

E[X２(t)]＝∫
¥

－¥
SX(t,ω)dω (２９)

式中

SX(t;ω)＝|H(t,ω)|２SF(ω) (３０)

观察式(２９)Ｇ式(３０)可知欲计算系统均方响

５２
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应,需先得到 H(t,ω)．为此,利用时域卷积对应

Laplace域乘积的性质对式(２８)进行 Laplace变换

并考虑到式(１８),可得

　 H
~ (s,ω)＝∑

N

l＝１
h
~(s) γl

s－κl
＝

∑
N

l＝１
∑

４

j＝１

Aj

m
γl

s－κl

１
s－λ２

j
＋

λj

s(s－λ２
j)

æ

è
ç

ö

ø
÷ (３１)

式中:

Aj ＝
λj/２

２λ３
j ＋ηω３/２

n
(３２)

且上标~ 表示 Laplace域的函数．利用极点留数定

理将式(３１)展开为多项式形式

H
~ (s,ω)＝ ∑

N

l＝１
∑

４

j＝１

Aj

m
γl

λ２
j－κl

１
s－λ２

j
－

１
s－κ

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

　
Aj

m
γlλj

s(λ２
j －κl)

１
s－λ２

j
－

１
s－κ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (３３)

将式(３３)进行Laplace逆变换并注意到

L－１(１
s

１
s－a

)＝a－１/２eatErf( at) (３４)

可得到频响函数

H(t,ω)＝
１
m∑

N

l＝１
∑

４

j＝１
∑

４

r＝１
AjEljr (３５)

式中:

Elj１＝
γl

λ２
j －κl

eλ２jt (３６)

Elj２＝－
γl

λ２
j －κl

eκlt (３７)

Elj３＝
γl

λ２
j －κl

eλ２jtErf(λjt) (３８)

Elj４＝－
γl

λ２
j －κl

λj

κl

eκltErf(κlt) (３９)

利用式(３０)可得响应功率谱密度解析解

SX(t,ω)＝
SF(ω)
m２ ∑

N

l＝１
∑
N

q＝１
∑

４

j＝１
∑

４

r＝１
∑

４

k＝１
∑

４

n＝１
AjA

－
kEljrE

－
qkn

(４０)
激励项不含调制函数,即式(２０)中γl ＝１,vl ＝０,
且N ＝１时,式(４０)退化为

SX(t,ω)＝
SF(ω)
m２ ∑

４

j＝１
∑

４

r＝１
∑

４

k＝１
∑

４

n＝１
AjA

－
kEjrE

－
kn

(４１)
得到响应的解析功率谱密度后,利用式(２９)和数值

积分方法即可得到非平稳均方响应均方值．

２　数值算例

为验证所提方法的正确性,作为演示数值算

例,给出随机激励为白噪声、调制白噪声和具有调

制修正金井清功率谱的情形．
考虑归一化的１/２阶分数阶系统

D２X(τ)＋２ηD１/２X(τ)＋X(τ)＝f
^(τ)(４２)

式中

τ＝ωnt (４３)

X ＝
x
σx

(４４)

Ω＝ω/ωn (４５)

f
^(τ)＝

f∗ (τ/ωn)
mσxω２

n
(４６)

SF̂ (Ω)＝
SF(ω)
σ２

xω３
n

(４７)

且

σ２
x ＝∫

¥

－¥
SF(ω) １

－mω２＋k＋２mηω３/２
n (iω)１/２

２

dω

(４８)

２．１　白噪声

考虑激励为白噪声时的情况．归一化后激励功率

谱密度由式和式给出,此时系统参数为m＝１,k＝１．
选择η＝０．１,截止频率为Ωu＝３２π,Δτ＝１/３２．若未

作特殊说明,其他数值算例参数均与上述一致．

图１　白噪声作用下系统响应的均方值
Fig．１　Responsemeansquarevalueofthefractionalsystem

subjecttowhitenoise

采用与蒙特卡洛模拟(MonteCarloSimulaＧ
tion,MCS)结果对比的方式验证建议方法．文章建

议方法计算得到的响应均方差与１００００条样本的

蒙特卡洛模拟得到的结果对比如图１所示．从图中

可以得知,无论瞬态还是稳态响应,建议理论方法

计算的均方值能很好地符合模拟结果．图２和图３

６２
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图２　白噪声作用下系统响应的功率谱密度

Fig．２　ResponsePSDofthesystemsubjecttowhitenoise．
Analyticalsolutionobtainedbytheproposedmethod

图３　白噪声作用下由谐和小波估计的响应功率谱密度

Fig．３　ResponsePSDofthesystemsubjectedtowhitenoise．
PSDisestimatedbyharmonicwaveletover１０,０００sampleresponses

图４　白噪声作用下不同时刻的响应功率谱密度

Fig．４　ResponsePSDatdifferenttimeinstantsofthe
systemsubjecttowhitenoise

分别给出了由所建议方法计算和广义谐和小波

(Generalized Harmonic Wavelet,GHW)估 计

(１００００样本响应)得到的时频域中的响应功率谱

密度;图４则给出了不同时刻下响应的功率谱密

度．可以看出,建议方法(PM)能较好地给出功率谱

密度在时间起始处的瞬态时频分布,而基于 MCS
的广义谐 和 小 波 估 计 (HME)则 由 于 边 缘 效 应

(EndEffect)未能给出合理的瞬态时频分布．此外,

由于瞬态响应逐渐耗散且系统阻尼较弱,响应功率

谱密度带宽随时间推移逐渐变窄．图５表明了所提

方法在不同激励强度作用下的适用性．

图５　不同强度白噪声激励下系统响应的均方值

Fig．５　Responsemeansquaredvalueofthefractionalsystem
subjecttowhitenoisewithdifferentPSD

２．２　调制白噪声

考察激励为调制白噪声的情况．为方便计算且

不失一般性,调制函数参数选为γ１ ＝γ２ ＝４,v１

＝－０．０５,v２＝－０．１,如图６所示;其他参数选取与

白噪声情况相同．利用文章所建议方法和 MSC所

得响应均方值的对比如图７所示．可见,所建议方

法能很好地符合 MCS结果;响应峰值到达的时间

较调制函数晚．

图６　调制函数
Fig．６　Modulatingfunction

７２
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图７　调制白噪声作用下由建议方法得到的系统响应功率谱密度

Fig．７　Responsemeansquarevalueofthefractionalsystem
subjecttomodulatedwhitenoise

图８　调制白噪声激励下响应的均方值

Fig．８　PSDsurfaceofthesystemsubjecttomodulatedwhitenoise．
Analyticalsolutionobtainedbytheproposedmethod

图９　调制白噪声作用下由谐和小波估计的响应功率谱密度

Fig．９　ResponsePSDofthesystemsubjectedtomodulatedwhitenoise．
PSDisestimatedbyharmonicwaveletover１０,０００sampleresponses

图８和图９分别给出了所建议方法计算和广

义谐和小波基于１００００条样本响应估计的响应功

率谱密度．可见,两种方法得到的结果吻合较好,但

边缘效应仍造成了时间开始处响应功率谱密度失

实．图１０进一步给出了不同时刻处系统响应瞬时

功率谱密度对比,其中标志线为 MCS结果．由图可

见,两种方法得到的结果吻合较好,功率谱密度幅

值随时间和频率均呈现先升后降的趋势;不同时刻

处,响应功率谱密度峰值对应的频率位置均处于自

振频率附近;响应功率谱密度带宽随着时间推移而

变窄．

图１０　调制白噪声作用下不同时刻的响应功率谱密度

Fig．１０　ResponsePSDatdifferenttimeinstantsofthesystem
subjecttomodulatedwhitenoise

图１１　调制白噪声作用下不同阻尼比的系统响应均方值

Fig．１１　Responsemeansquaredvalueforsystemswithdifferent
dampingratiossubjecttomodulatedwhitenoise

研究具分数阶阻尼比不同时,所建议方法在计

算响应均方值时的适用性．分别取η＝０．０５,０．１,

０．２,对应的响应均方值如图１１所示．由图可见,阻
尼比越大,系统响应达到峰值的速度越快．注意到,
阻尼越大,系统响应均方值越大,这是由阻尼比不

同导致的归一化系统激励大小不同造成的．

２．３　调制修正金井清谱

隔震结构隔震层中采用的橡胶是一种黏弹性
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材料,它的力学性能可很好地利用分数阶导数模型

描述．在地震工程中应用该方法时,需考察激励为

调制色噪声的情况．地震工程中常见的金井清(KaＧ

naiＧTajimi)谱在低频范围内存在较大误差,因而采

用激励功率谱密度为修正金井清谱[２１]的情况,即

SF ＝
ω２

gω２

(ω２
g －ω２)２＋４ζ２

gω２
gω２S０ (４９)

式中:S０ 为基岩白噪声的谱密度;ωg 和ζg 分别是

覆土层的特征频率和特征阻尼比．根据鹿磊等[２２]所

提参数取法,假设场地为二类二组,设防烈度为７
度,取ωg＝１５．７１rad/s,ζg＝０．７２,S０＝１６．０５．如式

所示的非正归化系统参数为ωn ＝１５．７１rad/s,η＝
０．１;调 制 函 数 选 择 的 参 数 为 γ１ ＝γ２ ＝４,v１

＝－０．４,v２＝－０．８．系统模型频率参数的选择直接

采用最不利情况,即系统自然频率与场地卓越频率

相同的情况．修正金井清谱如图１２所示,可见该地

震地面运动加速度谱改进了金井清谱零频处幅值

不为零的缺点．

图１２　修正金井清谱

Fig．１２　ModifiedKanaiＧTajimispectrum

文章所建议方法计算与 MCS估计所得响应均

方差对比如图１３所示,可见,二者之间几乎完全吻

合．图１４和图１５分别给出了时频域内响应时变功

率谱密度的理论和模拟结果,二者在峰值水平、峰
值出现时间和频率、上升和下降趋势等方面均定性

吻合．此外,图１６给出了不同时刻处瞬时功率谱密

度的理论和模拟结果对比．与前两例相同,除时间

点始处由于小波变换边缘效应吻合不好以外,两种

方法给出的结果能在其他时间点吻合较好．此外,

瞬时功率谱密度体现出随时间推移而频带变宽的

特点．图１７给出了阻尼比不同时由所建议方法计

算和 MCS估计得到的响应均方值对比．可见,阻尼

比越大,峰值越小且峰会时间越提前．所建议方法

在阻尼比具有不同值时均具体较好的精度．

图１３　调制修正金井清谱激励作用下响应的均方值

Fig．１３　Responsemeansquarevalueofthesystemsubjectto
modulatedcolorednoisewithmodifiedKTspectrum

图１４　调制修正金井清谱随机激励作用下系统响应的功率谱密度

Fig．１４　PSDofresponsesubjecttomodulatedmodulated
modifiedKanaiＧTajimispectrum

图１５　调制色噪声(修正金井清谱)作用下由谐和小波估计的
响应功率谱密度

Fig．１５　ResponsePSDofthesystemsubjectedtomodulated
colorednoisewithmodifiedKTspectrum．PSDisestimatedby

harmonicwaveletover１０,０００sampleresponses

９２
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图１６　调制修正金井清谱作用下不同时刻的响应功率谱密度

Fig．１６　ResponsePSDatdifferenttimeinstantsofthesystem
subjecttomodulatedcolorednoisewithmodifiedKTspectrum

图１７　调制色噪声(修正金井清谱)作用下不同阻尼比
系统响应均方值

Fig．１７　Responsemeansquarevalueforsystemswithdifferent
dampingratiossubjecttomodulatedcolorednoise

withmodifiedKTspectrum

３　结论

文章提出了一种计算非平稳随机激励作用下

线性分数阶系统非平稳响应功率谱密度和均方值

的解析方法．方法的关键之处是利用分数阶动力方

程的状态空间特征向量展开法得到１/２分数阶系

统脉冲响应函数,并基于Laplace变换计算得到了

系统在随机动力系统分别在白噪声、调制白噪声、

调制修正金井清谱等不同激励作用下的非平稳响

应．考察了不同时刻下响应功率谱密度特征以及阻

尼比对随机动力系统响应的影响．与蒙特卡洛模拟

的对比证明了文章所建议方法的准确性．
该方法的意义在于,只要知道随机激励的功率

谱密度表达式,就能够立即得到分数阶系统响应功

率谱密度的精确表达式,通过常规数值积分便可方

便地得到系统的非平稳均方响应．因此,其计算高

效性可进一步为分数阶动力系统参数优化服务．文

章所建议方法关注１/２阶阻尼的线性随机动力系

统,对于其他有理数阶导数同样适用;但此时会由

于脉冲响应函数为无穷级数而导致截断误差．该方

法有待进一步推广到完全非平稳随机动力激励下

单/多自由度非线性和/或任意分类阶动力系统．
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