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窄带随机激励下三稳态压电俘能器的

动力学特性与实验研究∗

聂欣　张婷婷　靳艳飞†

(北京理工大学 宇航学院力学系,北京　１０００８１)

摘要　本文研究了窄带随机激励下三稳态压电俘能器的动力学输出特性．首先,建立了非线性三稳态压电俘

能器的分布参数型机电耦合运动方程,并基于多尺度法推导得到系统运动方程响应的解析解以及一阶、二

阶稳态矩的表达式．其次,分析了磁铁间距、噪声强度和激励幅值等参数对系统稳态响应的影响．研究结果表

明,在一定参数范围内,随着噪声强度的增加,压电振动俘能器会经历阱内振动、阱间振动甚至大轨道周期

运动,以表现出单稳态、双稳态和三稳态特性;改变磁铁水平间距和竖直间距构造三稳态压电俘能器,其振

动幅值和采集电压相较于双稳态明显提高．最后,通过实验比较了压电俘能器在不同位形时的采集性能,结

果表明了三稳态压电俘能器的优越性,为窄带随机激励下的非线性振动俘能器的设计提供一定的理论依据．
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DynamicalBehaviorsandExperimentalAnalysis
ofTriＧstablePiezoelectricEnergyHarvester
UnderNarrowＧBandRandomExcitations∗

NieXin　ZhangTingting　JinYanfei†

(DepartmentofMechanics,BeijingInstituteofTechnology,Beijing　１０００８１,China)

Abstract　Inthispaper,thedynamicalbehaviorsofatriＧstablepiezoelectricenergyharvesterunderthe
narrowＧbandrandomexcitationisstudied．Firstly,thedynamicalequationofatriＧstablenonlinearcantiＧ
leverpiezoelectricenergyharvestingsystemisestablished．Theanalyticalexpressionsofthedynamical
responseofthesystemtogetherwiththefirstandsecondsteadymomentsareobtainedbyusingthemulＧ
tiplescalesmethod．Secondly,theeffectsofthedistancebetweenthetipmagnetandtheexternalmagＧ
nets,thenoiseintensityandtheexcitationamplitudeonthesystemresponseandharvestingperformance
arediscussed．Theobtainedresultsshowthatasthenoiseintensityincreases,thepiezoelectricvibration
energyharvesterwillexperiencemonoＧstable,biＧstableandtriＧstablemotion．Changingthehorizontal
andverticalspacingofthemagnetsmakesthepiezoelectricenergyharvesterperformtriＧstablemotion,
andthedisplacementandacquisitionvoltagearesignificantlyimprovedcomparedtothebiＧstablecase．
Finally,thecollectionperformanceofthepiezoelectricenergyharvesterindifferentconfigurationsis
comparedthroughexperiments．TheresultsshowthesuperiorityofthetriＧstablepiezoelectricenergyharＧ
vester,whichprovidethetheoreticalsupportforthedesignofthevibrationenergyharvesterunderthe
narrowＧbandrandomexcitation．
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引言

随着能源短缺问题加剧,以及微电子技术和无

线传感网络技术的高速发展,能源采集技术得到广

泛重视[１,２]．压电振动俘能器是利用压电效应将环

境中的振动能量转换为电能的装置,具有结构简

单、转换效率高、抗干扰能力强等优点[３,４],在国防

军事、环境监测、医疗系统等领域应用广泛[５]．由于

线性结构的压电俘能器具有狭窄的固有频率特征,

利用非线性结构实现宽频响应的能量采集方式得

到了广泛关注．姚明辉等[６]提出了双稳态L型悬臂

梁结构,理论分析得到系统的势能函数具有两个对

称的稳定势阱,当考虑重力势能时,势能函数出现

不对称的双势阱．Arrieta等[７]设计了一种非线性

双稳态压电悬臂梁来实现宽带振动能量俘获,实验

结果表明,该装置能够从定宽带振动源中收集较多

的电能．Stanton等[８]提出了一种双稳态压电俘能

器模型,利用谐波平衡法求出了系统运动方程的解

析解．
双稳态压电俘能器在弱激励条件下无法进入

大幅阱间运动[９,１０],而多稳态压电俘能器被证明具

有更浅、更宽的势能阱,这一特点使其在较弱的振

动环境中也有较高的输出性能[１１,１２]．周生喜等[１３]

通过数值仿真和实验方法验证了弱激励条件下三

稳态压电俘能器的俘能效果优于双稳态压电俘能

器．Zhou等[１４]通过最小误差遗传算法证明三稳态

压电俘能器具有更宽的工作频带和更高的采集效

率．Kim 和Seok[１５]提出一种三稳态压电俘能器,研
究了影响势能阱深度的各种因素．Leng等[１６]利用

等效磁化电流法建立了磁铁间的非线性磁力模型,
研究了随机激励下三稳态压电俘能器的系统响应．

这些基于低频宽带随机激励或单频周期激励

下的研究成果对优化多稳态压电俘能器结构、提高

输出性能有参考价值．同时随着研究的深入,人们

发现日常生活和工作环境中的振动激励形式往往

是能量集中在一定频率范围内的窄带随机激励,例
如悬索桥上的振动能量集中在２２Hz到４６Hz范围

内[１７],人行走的振动频率在１Hz左右．已有不少学

者使用不同方法对窄带随机激励下非线性悬臂梁

系统的系统响应和能量转换效率进行研究．例如,

Zhu等[１８]利用数值分析方法研究了 Duffing振子

在窄带随机噪声激励下系统响应的双峰稳态概率

密度问题,以及分叉和跳跃现象．戎海武等[１９]利用

多尺度法和线性化方法,研究了窄带随机激励下

Duffing振子输出响应的双峰稳态概率密度问题．
首先用多尺度法分离系统的快变项,再用线性化方

法求解双峰稳态概率密度的表达式．吴娟娟[２０]讨论

了窄带随机激励的中心频率、强度和带宽对双稳态

悬臂梁能采集系统输出电压的影响规律,论证了系

统在分界点间距处始终存在响应峰值的特征规律．
Jin等[２１]研究了窄带随机激励下时滞 Duffing型压

电俘能器的输出响应和稳定性．然而,大多数研究

集中于窄带随机激励下单稳或双稳态振动俘能器,
对窄带随机激励下三稳态振动俘能器动力学的研

究较少．
本文考虑三稳态压电俘能器的非线性特性,建

立了集中参数型机电耦合运动方程,以带通滤波器

输出一定带宽的窄带随机激励模拟环境振动,基于

多尺度法得到系统运动响应的解析解,分析了窄带

随机激励下磁铁间距、噪声强度和激励幅值等参数

对系统动力学特性和采集性能的影响,并通过实验

对比了俘能器做双稳态运动和三稳态运动时的输

出特性．

１　三稳态压电俘能器的数学模型

图１为本文所研究的三稳态压电俘能器结构

示意图．其中,悬臂梁长度为l,由弹性基体和黏结

在其上、下表面的一对极化方向相反的压电片组

成,压电片串联连接外部负载电阻R．悬臂梁一端

固定在基座左侧面上,另一端与末端磁铁 A 连接．
外部磁铁B和C沿悬臂梁水平轴线延长线对称分

布在基座右侧面上,其与末端磁铁的水平间距为

dx,外部磁铁B、C之间的竖直间距为２dy,磁铁的

偏心距为a/２,末端磁铁 A 受到外部磁铁 B和 C
的非线性磁力排斥作用．

４５
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图１　三稳态压电俘能器结构示意图

Fig．１　ThemodelofatriＧstablepiezoelectricenergyharvester

假设磁场在磁铁A,B 和C 中分布均匀,把每

个磁铁等效成点磁荷．采用磁偶极子模型[２２],可得

磁铁之间的势能为:
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(１)

式中,μ０＝４π×１０－７H/m为真空磁导率．磁偶极矩

和方向向量分别为:

mA ＝MAcosαi＋MAsinαj,

mB ＝－VBMBi,

mC ＝－VBMCi,

rBA ＝－dxi＋(w(l,t)－dy)j,

rCA ＝－dxi＋(w(l,t)＋dy)j
其中,i、j分别为x 向和z 向的单位矢量,Vx 和

Mx(x＝A,B,C)分别为磁铁x 的体积和磁化强

度．w(l,t)为悬臂梁末端相对固定端的振动位移,

α是末端磁铁A的偏转角,满足tanα＝w(l,t),水

平间距Δx＝a(１－cosα)/２．
仅考虑第１阶模态,将Um 进行泰勒级数展

开,系统的势函数可以表示为[２３]:

U(X－ )＝
１
２k１X

－２＋
１
４k２X

－４＋
１
６k３X

－６ (２)

式中,k１,k２ 和k３ 分别表示线性、三次和五次方刚

度系数,与磁铁间距dx ,dy 的关系表达式参考文

献[２４]．根据方程(２)可知,当k１ ＞０,k２ ＜０,k３ ＞０
且满足k２

２－４(１－k１)k３ ＞０时,势能曲线有三个稳

定平衡点:X－si ＝∓ (－k２－ k２
２－k１k３)/２k３ ,

X－si＝０,(i＝１,２,３)以及两个不稳定平衡点X－ui＝

∓ (－k２＋ k２
２ －k１k３ )/２k３ ,(i ＝ １,２)．系统

具有三稳态势的结构,如图２所示．

图２　势函数曲线(k１＝１．３,k２＝－３．２,k３＝１．１)
Fig．２　Theplotofpotentialfunctionbychoosingstiffness

coefficientsask１＝１．３,k２＝－３．２,k３＝１．１

当压电悬臂梁工作在一阶弯曲振动模态时,根

据牛顿第二定律、基尔霍夫定律,系统的运动方程

为:

M－ X－

(t)＋C－ X－


(t)＋

dU－(X－)

dX－
－χ－V－(t)＝ －M－ X－



b

CPV
－(t)＋

V－(t)
R ＋κ－X－


(t)＝０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(３)

其中,X－ 为末端磁铁 A 的位移,X－


为末端磁铁 A

的速度,X－


b 为激励加速度．M－ ,C－ 分别为俘能器的

等效质量和等效阻尼．χ－ 为线性机电耦合系数,κ－

为电路中的压电耦合项,CP 为采集电路的等效电

容,V－(t)为负载两端电压,R 为负载电阻．
引入无量纲参数进行归一化处理,令:

x＝
X－

l
,xb＝

X－b

l
,V＝

CPV
－

χ－l
,ωn＝

k１

M－
,c＝

C－

M－
,

α^＝
K２l２

M－
,β
^
＝

K３l４

M
,χ^ ＝

χ－２l
M－Cp

,λ＝
１

RCp
,κ＝

κ－

χ－

式(３)无量纲化后可以表示为:

x
(t)＋cx

(t)＋dU(x)/dx－χ^V(t)＝－x


b

(４a)

V
(t)＋λV(t)＋κx

(t)＝０ (４b)

其中,无量纲线性阻尼系数c＝２μ
^ωn ,无量纲势函

数U(x)＝ω２
n/２x２＋α^x４/４＋β

^x６/６,μ^ 表示无量纲

阻尼系数,α^ 和β
^ 表示无量纲刚度系数．外界振动激

励x


b 满足窄带随机激励ξ(t)＝F^cos(Ωt＋γW(t)),

５５
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这里,W(t)为标准维纳过程,F^ 为振幅,Ω 为恒定

转速,γ 为噪声强度．ξ(t)的功率谱S(ω)表达式

为[２５]:

S(ω)＝
F^２γ２ Ω２＋ω２＋

γ４

４
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ Ω２－ω２＋
γ２

４
æ

è
ç

ö

ø
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２

＋ω２γ４é

ë
êê

ù

û
úú

(５)

由式(５)可知,当噪声强度增加时,峰的带宽随

之增加．当噪声强度趋近于无穷,式(５)趋近于均匀

分布的白噪声功率谱．当噪声强度γ 趋近于０时,S
(ω)在ω＝±Ω 处趋于无穷大,此时为典型的窄带

随机噪声的功率谱．

２　系统的随机响应分析

２．１　多尺度法求解

采用多尺度法求解运动式(４)的解析解,研究

系统非线性响应特性并推导稳态响应矩的表达式．
引入无量纲化摄动参数小量和新的时间变量T０,

T１,Tr,,即

Tr ＝εrt,r＝０,１,２, (６)

定义偏导数算子表示导数算子,即

d
dt＝D０＋εD１＋O(ε２)

d２

dt２ ＝D２
０ ＋２εD０D１＋O(ε２)
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(７)

设式(４)中的无量纲系数为ε阶,即

μ^ ＝εμ,α^ ＝εα,β
^
＝εβ,χ^ ＝εχ,F^ ＝εF

则式(４)可重新表示为如下形式:

x(t)＋２εμωnx(t)＋ω２
nx(t)＋εαx３(t)＋

　εβx５(t)－εχv(t)＝εFcos(Ωt＋γW(t))

V
(t)＋λV(t)＋κx(t)＝０

ì
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(８)

设式(８)中位移和电压的一阶近似解为

x(t)＝x０(T０,T１)＋εx１(T０,T１)＋O(ε２)

v(t)＝v０(T０,T１)＋εv１(T０,T１)＋O(ε２){
(９)

其中,T０＝t和T１ ＝εt分别是快变参数和慢变参

数．
将式(７)和式(９)代入式(８),省略ε的二阶以

上项,并分别令ε０、ε１ 的系数为零,得到

O(ε０):

D２
０x０(T０,T１)＋ω２

nx０(T０,T１)＝０

D０V０(T０,T１)＋λV０(T０,T１)＋

　κD０x０(T０,T１)＝０
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(１０)

O(ε１):

D２
０x１(T０,T１)＋ω２

nx１(T０,T１)＝

　－２D０D１x０(T０,T１)－２μωnD０x０(T０,T１)－

　αx３
０(T０,T１)－βx５

０(T０,T１)＋χV０(T０,T１)＋

　Fcos(ΩT０＋γW(T１))

D０V１(T０,T１)＋λV１(T０,T１)＝

　－D１V０(T０,T１)－κD０x１－κD０x０

ì
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ï
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(１１)

式(１６)和式(１７)的通解可以写成

x０＝A１(T１)exp(iωnT０)＋cc

v０＝B１(T１)exp(iωnT０)＋cc{ (１２)

其中,A１(T１)为复函数,A－１(T１)为A１(T１)的复

共轭,cc为复共轭项．将式(１２)代入式(１０),得:

B１iωn ＋λB１＋A１iωnκ＝０ (１３)

由式(１３)得B１(T１)为:

B１(T１)＝
－iωnκ

iωn ＋λA１(T１) (１４)

将式(１２)中第一式代入式(１７),消去永年项得:

－２iωnA＇
１－２iω２

nμA１－３αA－１A２
１－１０βA

－２
１A３

１－

　
iωnκχA１

iωn ＋λ ＋
F
２exp[i(ΩT０－ωnT０＋

　γW(T１))]＝０ (１５)

本文主要研究式(８)中的主共振,引入调谐参

数σ表示接近度,设

Ω＝ωn＋εσ (１６)

根据式(１６),式(１５)改写为:

－２iωnD１A－２iω２
nμA１－３αA－１A２

１－１０βA
－２

１A３
１－

　
iωnκχA１

iωn ＋λ ＋
F
２exp[i(σT１＋γW(T１))]＝０

(１７)

将 A１(T１)写 成 极 坐 标 的 形 式 A１(T１)＝
１/２a(T１)exp[iφ(T１)],其中a 为稳态响应的幅

值,φ为运动的相位．在式(１７)中引入η(T１)＝σT１＋
γW(T１)－φ(T１),并分离实部和虚部,得

a′＝－μ１a＋
F

２ωn
sinη,

aη′＝σ１a－
３αa３

８ωn
－

５βa５

１６ωn
＋

F
２ωn

cosη＋γaW′(T１)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１８)
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这里,μ１＝μωn＋
χκλ

２(ω２
n ＋λ２)

,σ１＝σ－
χκωn

２(ω２
n ＋λ)．

由式(１８)可得a 和η,进一步得到式(８)中无

量纲位移响应和输出电压响应的一阶近似表达式:

x(t)＝a(εt)cos(Ωt－η(εt))＋O(ε) (１９)

V(t)＝
ωnκ

ω２
n ＋λ２

a(εt)cos(Ωt－

　　η(εt)＋θ)＋O(ε) (２０)

式中,θ＝arctan(λ/ωn)．

２．２　稳态响应矩

根据式(１８),稳态解可以表示为:

da＝ －μ１a＋
F

２ωn
sinη

é

ë
êê

ù

û
úúdT１

dη＝ σ１－
３αa２

８ωn
－

５βa４

１６ωn
＋

F
２aωn

cosη
é

ë
êê

ù

û
úúdT１＋

　　γdW(T１)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(２１)

当γ＝０时,式(２１)为确定性系统．对于稳态解

满足a′＝０,η′＝０,代入式(１８)得

σ１a０－
３αa３

０

８ωn
－

５βa５
０

１６ωn

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋(μ１a０)２＝
F２

４ω２
n

(２２)

下面讨论γ ≠０时,噪声强度对系统稳态响应

的影响．由于γ 较小,可用线性化方法求解,令

a＝a０＋a１

η＝η０＋η１ (２３)

其中,a０,η０ 是确定性谐波激励下的系统稳态响应

幅值和相位角,a１,η１ 是小扰动项．将式(２３)代入

式(２１),忽略高阶项,得到线性化方程

a′１＝－μ１a１＋
F

２ωn
cosη０η１

η′１＝
σ１

a０
－

９αa０

８ωn
－

７５βa３
０

１６ωn

æ

è
ç

ö

ø
÷a１－

　 F
２a０ωn

sinη０η１＋γW′(T１)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(２４)

根据式(２２),式(２４)可以表示为

a′１＝－μ１a１－M１η１

η′１＝M２a１－μ１η１＋γW′(T１){ (２５)

其中,M１ ＝σ１a０ －３αa３
０/８ωn －５βa５

０/１６ωn,M２ ＝

σ１/a０－９αa０/８ωn －７５βa３
０/１６ωn ．

式(２４)中的二阶矩满足下列等式:

dEa２
１

dT１
＝－２μ１Ea２

１ －２M１Ea１η１

dEa１η１

dT１
＝M２Ea２

１ －M１Eη２
１ －２μEa１η１

dEη２
１

dT１
＝２M２Ea１η１－２μEη２

１ ＋γ２

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(２６)

令
dEa２

１

dT１
＝

dEa１η１

dT１
＝

dEη２
１

dT１
＝０,通过式(２６)得

到二阶稳态矩:

Ea２
１ ＝

M２
１γ２

４μ１(μ２
１ ＋M１M２)

Ea１η１＝
－M１γ２

４(μ２
１ ＋M１M２)

Eη２
１ ＝

(２μ２
１ ＋M１M２)γ２

４μ１(μ２
１ ＋M１M２)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(２７)

对式(２３)两边取数学期望,得到解的一阶和二阶稳

态矩:

Ea＝a０,Ea２＝a２
０ ＋Ea２

１

Eη＝η０,Eη２＝η２
０ ＋Eη２

１
{ (２８)

同理,输出电压的一阶和二阶稳态矩表示为:

Ev＝
ωnκ

ω２
n ＋λ２

a０

Ev２＝
２ωnκ２

ω２
n ＋λ２

(a０＋Ea２
１) (２９)

平均输出功率为

EP＝λχEV２ (３０)

由式(２８)和式(２９)可见,系统响应幅值和输出

电压的一阶稳态矩与调谐参数有关,系统响应幅值

和输出电压的二阶稳态矩与一阶稳态矩有关,调谐

参数影响的结果对设备的小型化和采集性能的提

高都至关重要．基于上述理论结果,在后续研究中,

除特殊说明外固定参数ωn＝１．０,μ＝０．１,χ＝１,F＝
２,ε＝０．１,探究系统响应幅值和输出电压的一阶稳

态矩与调谐参数的函数关系．
为了更好地理解调谐参数的影响,图３给出了

主共振附近响应幅值Ea 在不同非线性刚度α 与β
下随调谐参数σ 的变化规律．一方面,曲线呈现硬

化特性,随着α 的增大,Ea 表现为非线性引起的

右弯曲共振曲线,响应峰值和带宽大小均随之减

小．这是由于非线性曲率在压电悬臂梁处于一阶模

态振动时起主导作用,而表现出硬化特性．另一方

面,随着β的增大,Ea 向右弯曲的趋势更加明显,

响应峰值和带宽大小均迅速减小．

７５
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图３　振幅一阶稳态矩随调谐参数的变化函数

Fig．３　ThefirstＧordersteadyＧstatemomentsoftheamplitude
Eaasafunctionofdetuningfrequencyσ

图４绘制了输出电压的一阶矩EV 随调谐参

数σ的变化图像．增大非线性刚度α和β,EV 同样

显示了右弯曲共振曲线,并且五次方刚度系数β的

影响比三次方刚度系数α 的影响更大．因此,可以

考虑合理调整非线性刚度α 和β 来拓宽能量采集

器的工作频带宽度．

图４　电压的一阶稳态矩随调谐参数的变化函数

Fig．４　ThefirstＧordersteadyＧstatemomentsofthevoltage
EVasafunctionofdetuningfrequencyσ

２．３　数值模拟

通过使用四阶RungeＧKutta算法得到式(４)的
数值解．为便于分析,通常使用式(３１)给出的伪随

机信号对ξ(t)进行建模,实现随机动力学相关的

数值模拟．

ζ(t)＝
４ω
N ∑

N

k＝１
cos２k－１

N ωt＋φk
é

ë
êê

ù

û
úú (３１)

其中,φk 在(０,２π]上均匀分布,N 是一个较大的

正整数．
当马尔可夫扩散过程达到静止状态,稳态概率

密度函数通过条件∫
＋¥

－¥∫
＋¥

－¥
p(x,x

)dxdx

＝１ 和

∂p/∂t＝０求解．
由于强非线性刚度,中心差分格式可以表示为:

∂pij

∂x ＝
pi＋１,j －pi－１,j

Δx
,∂pij

∂x ＝
pi,j＋１－pi,j－１

Δx
,

∂２pij

∂Y２ ＝
pi,j＋１－２pi,j ＋pi,j－１

Δx２
(３２)

进一步探讨系统参数对随机响应的影响,在下

面的数值模拟中,除２．２节中给出的参数设置外,

其他主要系统参数设置为κ＝０．４,λ＝０．４,α＝ －３．２,

β＝１．１,N＝１０００．在(x,x)的计算区域[－１．５,１．５]×
[１．５,１．５]上选取５０×５０组初始值,对不同初始值

得到的响应轨迹进行平均,得到系统的稳态概率密

度函数．
图５和图６分别是激励幅值F＝２和F＝４时,

系统对应的时间历程图和电压变化图．通过比较发

现位移和电压的输出响应在不同F下会发生明显

波动,具体表现为:当F 较小时,系统的采集输出

能力较低,磁铁之间的作用力较弱,此时位移和电

压响应较小;当F 增大时,系统的输出响应有较大

变化,末端磁铁受到两个外部磁铁之间非线性作用

力较大,非线性作用特性影响明显,末端振动位移

和输出电压均有提高．可见激励幅值对于系统的能

量采集效率至关重要,在一定范围内增大加速度幅

值有利于拓宽能量采集器作三稳态运动的工作频

带,从而提高系统的采集输出能力．

(a)时间历程 (b)输出电压
(a)Timehistory (b)Outputvoltage

图５　F＝２时系统的输出响应特性

Fig．５　ResponsebehaviorsofthesystemforF＝２

(a)时间历程 (b)输出电压
(a)Timehistory (b)Outputvoltage

图６　F＝４时系统的输出响应特性

Fig．６　ResponsebehaviorsofthesystemforF＝４

图７和图８分别是改变噪声强度大小时,系统

对应的输出特性仿真结果．当噪声强度γ＝０．２时,

如图７所示,系统陷入了三稳态的某一势阱中,在
对应的平衡点附近作小幅值振动,此时压电俘能器

的振动位移、振动速度和输出电压均迅速减小．当
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噪声强度进一步增大至γ＝０．３５,如图８所示,系统

较易克服磁力的束缚作用,在三个势阱之间来回跳

跃做大幅值的振动,此时俘能器的输出性能较γ＝
０．２时提高更多．由此可见,适当的选择噪声强度有

利于提高俘能器的输出性能,从而满足实际情况下

的需求．

(c)平稳概率密度
(c)Stationaryprobabilitydensity

图７　γ＝０．２时系统的输出响应特性

Fig．７　Responsebehaviorsofthesystemforγ＝０．２

(c)平稳概率密度
(c)Stationaryprobabilitydensity

图８　γ＝０．３５时系统的输出响应特性

Fig．８　Responsebehaviorsofthesystemforγ＝０．３５

３　实验验证

为了验证第２节给出的理论结果的正确性,图

１０为搭建的三稳态压电俘能器实验样机和平台．压

电悬臂梁左侧固定在基座上,其右端用高强度胶黏

结末端磁铁 A,两个外部磁铁 B和 C也通过高强

度胶黏结在可滑动板上,磁铁的型号为 N５０．基板

根部的上、下表面黏结两片大小相同、极化方向相

同的压电陶瓷片,并通过金属铜电极串联连接电阻

R,压电片的型号为PZTＧ５H．

图９　实验系统测试中仪器连接

Fig．９　Experimentaltestsystemofpiezoelectric
energyharvestingsystem

搭建实验系统测试平台时,各个实验仪器之间

的连接示意图如图９所示．基座通过底部中间的螺

钉固定在激振器上,在计算机中生成窄带激励数字

信号,然后通过 USB输入信号发生器．信号发生器

输出后通过功率放大器放大,再输入到激振器作用

于能量采集器上．激光位移传感器采集悬臂梁末端

位移,压电片产生的电压由示波器进行采集和存

储．实验涉及的主要参数见表１．

表１　 压电俘能器的主要材料参数

Table１　Mainmaterialparametersofpiezoelectric
energyharvester

Parameter Unit Value

Lengthofbeam mm ６０

Widthofbeam mm １０

Thicknessofbeam mm ０．２

Densityofbeam kgm－３ ７７００

Elasticmodulusofbeam GPa １０５

LengthofPZT mm １０

WidthofPZT mm １０

ThicknessofPZT mm ０．３

DensityofPZT kgm－３ ７４５０

ElasticmodulusofPZT GPa ２９．５

Densityofmagnet kgm－３ ８２００

Magnetizationofmagnet kgm－３ １０６
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图１０　三稳态压电能量采集器实验测试平台

Fig．１０　TestingplatformoftriＧstablepiezoelectricenergyharvester

为了分析实验中系统的振动响应情况,当激励

中心频率为１２Hz时,图１１给出激振器的加速度

响应及其频谱图,确保实验在接近真实的窄带随机

激励下进行．

(a)加速度响应 (b)加速度频谱
(a)Accelerationresponse (b)Accelerationspectrum

图１１　激振器的激励状态

Fig．１１　Excitationstateofthevibrator

末端磁铁与外部磁铁间的非线性作用力会严

重影响系统振动特性,为了验证理论方法的正确

性,在该激励条件下调节磁铁的水平间距和竖直间

距对系统进行实验验证与分析．图１３~图１５为系

统在不同磁铁间距下的相图、时间历程图和输出电

压波形的实验结果,对应的振动状态分别是:三稳

跃迁振动、三稳单势阱内振动、双稳振动．
图１２(a)表明当水平间距dx ＝１０mm,竖直间

距dy ＝５mm 时,磁铁之间的非线性作用特性影响

明显,压电俘能器较易克服磁力的束缚,在３个稳

态平衡位置之间来回跳跃振动,此时系统为三稳态

压电俘能器．存在３个势能阱且宽度和深度较为均

匀一致,有利于在较小的外部激励下表现出大幅值

输出特性,有利于输出性能的提高．从图１３中可以

看出,系统的末端振动位移、振动速度最大分别为

４．５mm 和 ２８０mm/s,且采集输出电压最大可达

３０V,具有较好的采集性能．

(a)dx＝１０mm,dy＝５mm 时俘能器相图、电压变化
(a)PhaseandvoltageresponseofVEHfordx＝１０mm,dy＝５mm

(b)dx＝８mm,dy＝５mm 时俘能器相图、电压变化
(b)PhaseandvoltageresponseofVEHfordx＝８mm,dy＝５mm

(c)dx＝１２mm,dy＝４mm 时俘能器相图、电压变化
(c)PhaseandvoltageresponseofVEHfordx＝１２mm,dy＝４mm

图１２　不同dx,dy 下俘能器的实验结果

Fig．１２　ExperimentalresultsofVEH withdifferentdxanddy

随着磁铁的间距减小到水平间距dx
＝８mm

和竖直间距dy ＝５mm,如图１２(b)所示,由于磁铁

之间作用力较大,系统在相同激励水平下,没有足

够的能量摆脱磁力的束缚,陷入初始位置附近的势

阱中做井内振动．此种情况下,悬臂梁末端只能在

由初始位置确定的某一个平衡点附近做小幅值的

周期运动,其性能类似于单稳态系统．此时系统的

末端振动位移和振动速度都非常小,分别为１．５mm
和１００mm/s,采集输出电压最大仅为４V．可以看

出,末端磁铁和外部磁铁之间的间距过大、过小都

不利于提高压电俘能器的输出性能．
水平间距dx ＝１２mm,竖直间距dy ＝４mm

时,如图１２(c)所示,系统有两个近似对称的势能

阱,其深度和宽度较大,外部激励提供较大的能量

使得压电俘能器克服势垒的阻碍作用呈现双稳态

采集特性．末端振动位移、振动速度分别为２．５mm
和２００mm/s,采集输出电压最大可达到１５V．通过

实验数据对比分析,系统为三稳态能量采集系统时

具有更高的采集效率,输出位移和采集电压更高,
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进一步说明了三稳态压电俘能器的优越性．
实验结果与仿真结果得到的振动位移和采集

电压相比存在一些误差,主要的原因有:样机制作

过程中尺寸加工误差和材料特性偏差等因素导致

误差,例如材料的弹性模量、密度等参数都是一个

范围值,计算时为了简便选取了一个中间值,因此

理论与实验结果很难完全一致;由于末端磁铁的重

力因素,实验得到的相图不是完全对称的．
能量采集同时关注工作频率带宽的大小,图

１３给出了不同噪声强度下三稳态压电俘能器的幅

频响应曲线的实验对比结果．当噪声强度γ＝０时,

窄带随机激励退化成简谐激励;当噪声强度γ＝０．２
和γ＝０．４时,外部激励为更符合实际振动的窄带

随机振动．由图１３可以看出,适当的选择噪声强

度,三稳态压电俘能器在窄带随机激励下具有更好

的输出性能和更宽的工作频带．在实际应用中可以

合理调整,以实现更好的机电能量转换．

图１３　不同噪声强度下俘能器的幅值幅频响应曲线

Fig．１３　AmplitudefrequencyresponseofVEH withdifferentγ

４　结论

针对三稳态压电俘能系统,基于多尺度法得到

系统运动方程的解析解,分析了磁铁间距、噪声强

度和加速度幅值等参数对系统响应和采集性能的

影响．结果表明:对于一定带宽的窄带随机激励,始

终存在一组能够产生响应峰值的磁铁间距,这一特

性类似于宽频带随机激励下三稳态系统在最优磁

铁间距处产生响应峰值的三稳响应特性;改变磁铁

的水平和垂直间距,俘能器会经历单稳态、双稳态

和三稳态三种运动状态．末端磁铁与外部磁铁的间

距过大、过小都不利于提高能量采集器的输出性

能,而俘能器做三稳态运动可以显著提高俘能器的

振动位移和采集电压;在dx ＝１０mm,dy ＝１０mm
时,实验得到的振动位移为,采集到的输出电压最

大可达到．真实环境中窄带激励存在变化,需要根

据实际情况调整俘能器的磁铁间距,从而实现更

好的机电能量转换．
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