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分数阶时变切换系统有限时间异步控制∗
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(陆军工程大学 国防工程学院,南京　２１０００７)

摘要　针对一类时变切换系统,当考虑子系统具有分数阶(FractionalOrder)特性时,提出了一种基于模型

依赖平均驻留时间方法的有限时间稳定性条件及异步切换控制策略．借助 Caputo分数阶导数引理和切换

Lyapunov函数,利用矩阵不等式技术提出了分数阶时变切换系统有限时间稳定的充分条件．将有限时间稳

定的结果进一步推广到有限时间有界的情形,利用平均驻留时间思想提出了分数阶时变切换系统有限时间

有界的充分条件,基于该条件设计了系统的异步切换控制器．所给出的设计方法将系统异步切换控制问题转

化为矩阵不等式组的求解问题．通过数值仿真验证了所提控制方法的有效性．
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Abstract　ForaclassoftimeＧvaryingswitchedsystems,whenconsideringthefractionalordercharacterＧ
isticsofsubsystems,finitetimestabilityconditionandasynchronousswitchingcontrolstrategyareproＧ
posedbasedonmodeldependentaveragedwelltimemethod．WiththehelpofCaputofractionalderivative
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引言

在实际工程系统中,时变和切换特性往往同时

存在,这类系统可用线性时变(LTV)切换系统模

型描述．LTV切换系统的子系统参数是时变的,针

对该类系统的研究近年来受到普遍关注,主要动机

在于具有时变参数的切换模型能够用来建立一类

受控对象特性随时间和环境变化的实际物理系统,

其具备更加广泛的描述能力．LTV 切换系统模型

已经在很多领域得到了应用,例如滤波网络[１]、无
人飞行器[２]和无线传感器网络[３]等．相较于线性时

不变(LTI)切换系统,子系统参数的变化使得LTV
切换系统的分析和综合问题更加困难,时变参数和

切换控制信号在系统动态特性演化过程中的交织

给稳定性分析和控制器设计带来了新的挑战．文献

[４]引入模型转换技术,在时延和扰动下利用平均

驻留时间方法给出了LTV切换系统指数稳定性判

据,文献[５]进一步利用比较原理将该判据推广到

时变非线性的情形．此外,文献[６]基于平均驻留时

间切换方法分析了离散时变切换非线性系统的稳

定性问题,文献[７]基于这种方法解决了离散时变

随机切换系统的有限时间 H∞ 滤波问题．文献[８]利
用不定Lyapunov函数方法给出了 LTV 脉冲切换

系统有限时间稳定的充要条件,该方法也被用来解

决时变切换系统的镇定问题[９],并进一步用来分析

LTV切换正系统的稳定性[１０]．文献[１１]推广了经

典 KrasovskiiＧLaSalle定理,获得了时变非线性切

换系统一致渐近稳定的充要条件．文献[１２]研究了

时变切换系统的输入－状态稳定性,文献[１３]进一

步将其推广到时延情形．纵观目前已有的成果,对

于设计相应的控制器确保LTV切换系统有限时间

稳定、渐近稳定、指数稳定或输入－状态稳定方面,

现有的文献很多都已经进行了充分研究,然而,这

些结果均未考虑控制器和子系统切换时间上的异

步特性,结论具有一定的保守性．虽然LTV 切换系

统镇定问题受到广泛关注,基于异步切换的有限时

间控制研究鲜有相关报道,目前该类控制方法的研

究主要针对时不变的情形[１４Ｇ１８]．
此外,在实际中许多对象不能依靠传统的整数

阶微分方程精确表示,很多实际系统用分数阶微分

方程可以更好地得到表征,所以分数阶系统在许多

领域(如地震分析、黏性阻尼、信号处理、分形与混

沌等)都有广泛的应用[１９],随着对分数阶微积分理

论研究的不断深入,其在复杂系统[２０]、经济学[２１]、

力学[２２]等方面也有很多应用．特别是在控制领域

中[２３],分数阶微积分可以更加准确地描述实际系

统,能产生比整数阶微积分更好的结果．目前,关于

分数阶切换系统已经取得了一些研究结果．文献

[２４]分析了分数阶切换系统的二次稳定性．文献

[２５]给出了分数阶切换脉冲系统的有限时间稳定

性条件．文献[２６]研究了分数阶切换正系统的稳定

及镇定．文献[２７]针对一类具有任意切换规则的分

数阶线时滞切换系统,利用λ范数研究了PDα型

分数阶迭代学习控制．文献[２８]研究了分数阶切换

系统的输入输出有限时间稳定问题．尽管在分数阶

切换系统的稳定性分析与综合方面已经取得了一

些研究结果,但均未考虑子系统含有时变参数的情

形,且都是基于控制器与子系统切换时间同步的假

设,关于分数阶时变(FOLTV)切换系统有限时间

异步控制问题方面未见报道．本文针对一类分数阶

时变切换系统,利用模型依赖平均驻留时间思想提

出了分数阶时变切换系统有限时间稳定和有限时

间有界的充分条件,基于该条件设计了系统的异步

切换控制器,特别地,异步切换使得子系统分数阶

动力学模型对应的控制器与系统之间产生了切换

时序的不匹配,通过求解具有参数耦合的矩阵不等

式组,并设计相应的求解方法,得到了子系统对应

的控制器参数．最后通过数值算例进行仿真实验,

验证了理论结果．

１　问题描述和预备知识

考虑下面的分数阶时变切换系统:
C
０Dα

tx(t)＝Aσ(t)(t)x(t) (１)

其中x(t)∈ ℝn 是系统状态,x(０)＝x０ 是系统初

始状态,σ(t):[０,＋ ¥)→N－ ＝{１,２,􀆺,N}是切

换信号,N 代表子系统个数．Ai(t)＝ (a(i)
pq (t))∈

ℝn×n 是时变系统矩阵,i ∈ N－ ,p,q ∈ {１,２,􀆺,

n},t∈ [tk,tk＋１),t０＝０,tk 为第k次切换时刻．
定义[２９]　当０＜α＜１时,Caputo分数阶导数定义

如下:

C
０Dα

tf(t)＝
１

Γ(１－α)∫
t

０

f′(τ)
(t－τ)αdτ

(２)

其中 C
０Dα

tf(t)表示函数f(t)在 [０,t]上的Caputo
分数阶导数,Γ(􀅰)表示 Gamma函数,且 Γ(z)＝

５４
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∫
¥

０
e－ttz－１dt．

定义[２９]　当α ＞０时,Caputo分数阶积分定义如

下:

C
０Iα

tf(t)＝
１

Γ(α)∫
t

０

f(τ)
(t－τ)１－αdτ

(３)

其中C
０Iα

tf(t)表示函数f(t)在 [０,t]上的Caputo分

数阶积分．特别地,当０＜α＜１时,C
０Iα

t[C０Dα
tf(t)]＝

f(t)－f(０)．
定义３　对于系统(１),给定正标量c１,c２,T ,c１

＜c２,切换信号σ(t)以及正定矩阵函数R(t),t
∈ [０,T],如果:

xT
０R(０)x０ ≤c２

１⇒x(t)TR(t)x(t)＜c２
２,∀t∈[０,T]

则系统(１)关于 (c１,c２,T,R(t),σ(t))是有限时

间稳定的．
若系统(１)中含有外部干扰信号,则状态方程

可描述为:
C
０Dα

tx(t)＝Aσ(t)(t)x(t)＋Gσ(t)(t)w(t) (４)

其中Gi(t)＝(g(i)
pq (t))∈ ℝn×h 是时变矩阵,w(t)

∈ ℝh 是平方可积的外部干扰信号．
定义　４对于系统(４),给定正标量c１,c２,T ,c１ ＜
c２,切换信号σ(t)以及正定矩阵函数R(t),t∈
[０,T],如果:

　xT
０R(０)x０≤c２

１⇒x(t)TR(t)x(t)＜c２
２,∀t∈[０,T]

则对 ∀w(t)∈W ,W 代表平方可积的向量值函

数的集合,系统(４)关于 (c１,c２,W,T,R(t),σ(t))
是有限时间有界的．

在(４)中考虑控制输入,则系统为:
C
０Dα

tx(t)＝Aσ(t)(t)x(t)＋Bσ(t)(t)u(t)＋
　　　　　　　Gσ(t)(t)w(t) (５)

其中Bi(t)＝(b(i)
pq (t))∈ ℝn×m 是时变控制矩阵,

u(t)∈ ℝm 是控制输入．利用状态反馈实现系统

的有限时间控制,反馈控制器形式为:

u(t)＝Kσ(t)x(t) (６)
由于检测信号的延迟,控制器切换时刻滞后于

系统的切换时刻,称之为异步切换．用σ′(t)表示

控制器的实际切换信号．设在时刻tk 子系统ik 被

激活,k∈ ℤ ,则系统具有以下的切换序列:

S＝{(t０,i０),(t１,i１),􀆺,(tk,ik),􀆺},ik ∈N－
系统的切换信号为σ(t)＝ik ,t∈ [tk,tk＋１)．当控

制器与系统之间存在异步切换时,异步切换序列

可描述为:

S′＝{(t０,i０),(t１ ＋Δ１,i１),􀆺,(tk ＋Δk,ik),􀆺}

其中Δk ＜inf
k∈ℤ

(tk＋１ －tk)为控制器与系统之间的

不匹配切换时间段,对应的控制器切换信号为:

σ′(t)＝ik ,t∈ [tk ＋Δk,tk＋１)
异步切换反馈控制器形式为:

u(t)＝Kσ′(t)x(t) (７)
研究的问题描述为:寻求反馈增益Kσ′(t) ,使得(５)
是有限时间有界的．控制流程图如图１所示:

图１　异步切换控制方框图

Fig．１　Blockdiagramofasynchronouslyswitchedcontrol

定义５[３０]　对于给定的切换信号σ(t),t≥t０ ≥０,

Nσ(t０,t)表示在时间段 (t０,t)内σ(t)的非连续

数值个数,如果:

Nσ(t０,t)≤N０＋
t－t０

τ
(８)

成立,其中τ＞０,N０ ＞０,则称τ为切换信号σ(t)

的平均驻留时间,N０ 为振颤界．不失一般性,可选

择N０＝０．
引理１[３１]　若P 为正定矩阵,则对 ∀α∈ (０,１),

∀t≥０,以下不等式成立:

１
２

C
０Dα

t[xT(t)Px(t)]≤xT(t)P C
０Dα

tx(t)

(９)

引理２[３２]　设k 为非负常数,f(t),g(t)是t∈
[a,b]上的连续非负函数,且满足不等式:

f(t)≤k＋∫
t

a
f(s)g(s)ds

则有:

f(t)≤kexp∫
t

a
g(s)ds[ ]

引理３[３３]　对于x１,x２,􀆺,xn ∈ ℝ＋ 和０＜α＜１,

以下不等式成立:

∑
n

k＝１
xα

k ≤n１－α (∑
n

k＝１
xk)α (１０)

引理４[３３]对 ∀a,b＞０和 ∀x,y＞０,以下不等式

成立:

xayb ≤
a

a＋bx
a＋b ＋

b
a＋by

a＋b

６４
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２　主要结果

２．１　有限时间稳定性

定理１给出了系统(１)有限时间稳定的充分条

件．
定理１　考虑系统(１),给定正标量c１,c２(c１ ＜
c２),T,μ＞１和ε．如果存在正定矩阵Pi ＞０,使得

对 ∀t∈ [０,T]以下矩阵不等式成立:

AT
i (t)Pi＋PiAi(t)－εPi ≤０ (１１)

R(t)≤Pi ≤
c２

c１
R(t)　　　　　　 　　(１２)

Pi ＜μPj ,i,j∈N－ (１３)

平均驻留时间满足:

　τa ＞
TΓ(α＋１)lnμ＋Tε(１－α)

Γ(α＋１)ln(c２/c１)－ε(１－α)－Tεα
(１４)

则系统(１)关于 (c１,c２,T,R(t),σ(t))有限时间

稳定．
证明　对系统(１)选取以下的Lyapunov函数:

V(x)＝Vi(x)＝xTPix (１５)

利用引理１可得:

　 C
０Dα

tVi(x)≤xT(t)(PiAi(t)＋AT
i (t)Pi)x(t)

(１６)
由式(１１)可得:

C
０Dα

tVi(x)≤εxT(t)Pix(t) (１７)
对于σ(t)＝ik ,t∈ [tk,tk＋１),(１７)两边取分数阶

积分 C
０Lα

t 可得:

Vik (x(t))≤Vik (x(tk))＋
ε

Γ(α)∫
t

tk

Vik (x(τ))
(t－τ)１－αdτ

(１８)
由引理２可得:

Vik(x(t))≤Vik(x(tk))exp
ε

Γ(α)∫
t

tk
(t－τ)α－１dτé

ë
êê

ù

û
úú

　　　 ＝Vik (x(tk))exp
ε

Γ(α＋１)(t－tk)αé

ë
êê

ù

û
úú

(１９)
由式(１３)可得:

Vik(x(t))≤μVik－１(x(t－
k))exp

ε
Γ(α＋１)(t－tk)α

é

ë
êê

ù

û
úú

(２０)
联立式(１９)和式(２０)可得:

　　Vik (x(t))≤μVik－１(x(tk－１))exp
ε

Γ(α＋１)[(t－tk)α ＋(tk －tk－１)α]{ }
≤ 􀆺

≤μkVi０(x(０))exp
ε

Γ(α＋１)[(t－tk)α ＋(tk －tk－１)α ＋􀆺tα
１]{ }

由引理３、引理４和定义４可得:

Vik (x(t))≤Vi０(x(０))exp
(k＋１)１－αεtα

Γ(α＋１) ＋klnμ{ }

≤Vi０(x(０))exp
(１－α)(k＋１)＋αt

Γ(α＋１) ε＋klnμ{ }

≤Vi０(x(０))exp
(１－α)ε
Γ(α＋１)＋lnμ

é

ë
êê

ù

û
úú
t
τa

＋
(１－α)＋αt
Γ(α＋１)ε{ } ∀t∈ [０,T]

由式(１４)可得:

Vik (x(t))≤
c２

c１
Vi０(x(０)) (２１)

由定义２和k的任意性,联合式(１２)和式(２１)可得:

xT(t)R(t)x(t)≤xT(t)Pikx(t)

≤
c２

c１
xT(０)Pi０x(０)

≤
c２

２

c２
１
xT(０)R(０)x(０)≤c２

２

因此系统(１)关于 (c１,c２,T,R(t),σ(t))是有限

时间稳定的．定理证毕．

注１　当α＝１时,定理１的分数阶时变切换系统有

限时间稳定性条件可转化为常规的时变切换系统

有限时间稳定性条件,该定理统一了分数阶和整数

阶的结果,更具一般性．
该稳定性条件要求检验无穷多个矩阵不等式的

可行性,在具体系统的检验中很难处理,当考虑时变

系统为仿射参数依赖系统或多胞型系统时,可用一

组有限多个线性矩阵不等式组的可行性刻画系统

(１)的有限时间稳定性条件,并且可以看出,必然存

在适当大的正数ε和μ 使得不等式(１１)和(１３)成
立,在具体求解中可通过凑试法寻求合适的正数解．

７４
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２．２　有限时间有界性

定理２给出了含外部扰动的系统(４)的有限时

间有界的充分条件．
定理２　考虑如下的一类扰动信号:

W:＝ w(􀅰)|w(􀅰)∈L２[０,T],∫
T

０
w(τ)Tw(τ)dτ≤d{ }

其中d是一个正标量．给定正标量c１,c２(c１ ＜c２),

T,μ＞１和λ．如果存在正定矩阵Pi ＞０,使得对

∀t∈ [０,T]以下矩阵不等式成立:

　
AT

i (t)Pi＋PiAi(t)－λPi PiGi(t)

GT
i (t)Pi －λI

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ≤０

(２２)

R(t)≤Pi ≤
c２

c１
R(t) (２３)

Pi ＜μPj ,i,j∈N
－

(２４)

平均驻留时间满足:

　τa ＞
TΓ(α＋１)lnμ＋Tλ(１－α)

Γ(α＋１)ln
c２

２＋d
c１c２＋d－λ(１－α)－Tλα

(２５)

则系统(４)关于 (c１,c２,W,T,R(t),σ(t))有限时

间有界．
证明　对系统(４)选取以下的Lyapunov函数:

V(x)＝Vi(x)＝xTPix (２６)

利用引理１可得:
C
０Dα

tVi(x)≤xT(t)(PiAi(t)＋AT
i (t)Pi)x(t)＋

xT(t)PiGi(t)w(t)＋wT(t)Gi(t)TPix(t)≤

x(t)

w(t)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

T PiAi(t)＋AT
i(t)Pi PiGi(t)

Gi (t)TPi ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

x(t)

w(t)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ≤

x(t)

w(t)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

T λPi ０

０ λI

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

x(t)

w(t)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú＝

λVi(x)＋λwT(t)w(t)≤λ(Vi(x)＋d)(２７)

对于σ(t)＝ik ,t∈ [tk,tk＋１),(２７)两边取分数阶

积分可得:

Vik(x(t))≤Vik(x(tk))＋
λ

Γ(α)∫
t

tk

Vik(x(τ))＋d
(t－τ)１－α dτ

(２８)

由引理２可得:

Vik (x(t))＋d ≤

　(Vik(x(tk))＋d)exp
λ

Γ(α)∫
t

tk
(t－τ)α－１dτé

ë
êê

ù

û
úú＝

　(Vik (x(tk))＋d)exp
λ

Γ(α＋１)(t－tk)αé

ë
êê

ù

û
úú

(２９)

由式(２４)可得:

Vi(x)＋d ＜μ(Vj(x)＋d) (３０)

联立式(２９)和式(３０)可得:

Vik (x(t))＋d ≤

　 (Vi０(x(０))＋d)exp
(１－α)λ
Γ(α＋１)＋lnμ

é

ë
êê

ù

û
úú
t
τa

＋{
(１－α)＋αt
Γ(α＋１)λ} (３１)

∀t∈ [０,T],由(２５)可得:

Vik(x(t))≤
c２

２＋d
c１c２＋d

(Vi０(x(０)＋d)－d)

(３２)

由定义２和k的任意性,联立式(２３)和式(３２)可得:

xT(t)R(t)x(t)≤xT(t)Pikx(t)≤
c２

２ ＋d
c１c２＋d

(xT(０)Pi０x(０)＋d)－d ≤

c２
２＋d

c１c２＋d
(c２

c１
xT(０)R(０)x(０)＋d)－d≤c２

２

因此系统(４)关于 (c１,c２,W,T,R(t),σ(t))有限

时间有界．定理证毕．
注２　令d＝０,式(２２)和式(２５)分别退化为式(１１)

和式(１４),即表明有限时间有界的稳定性条件是有

限时间稳定性条件的进一步推广．

２．３　异步切换控制器设计

将式(７)带入式(５)可得以下闭环系统:
C
０Dα

tx(t)＝(Aσ(t)(t)＋Bσ(t)(t)Kσ′(t))x(t)＋
Gσ(t)(t)w(t) (３３)

定理３　给定正标量c１,c２(c１ ＜c２),T,μ＞１和

λ ．如果存在正定矩阵Yi ,Pij 和矩阵Wi ,使得对

∀t∈ [０,T]以下矩阵不等式成立:

Ai(t)Yi＋Bi(t)Wi＋(Ai(t)Yi＋Bi(t)Wi)T －λYi Gi(t)

GT
i (t) －λI

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ≤０ (３４)

Pij(Aj(t)＋Bj(t)Ki)＋(Aj(t)＋Bj(t)Ki)TPij －λPij PijGj(t)

Gj (t)TPij －λI

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ≤０ (３５)

８４
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　　μ－１I≤PijYi ≤μI (３６)

c１

c２
R－１(t)≤Yi ≤R－１(t) (３７)

其中i,j∈N－ ,i≠j,μ ≥１,平均驻留时间满足:

　τa ＞
２TΓ(α＋１)lnμ＋Tλ(１－α)

Γ(α＋１)ln
c２

２＋d
c１c２＋d－λ(１－α)－Tλα

(３８)

则控制器增益设计为 Ki ＝ WiY－１
i 能够确保系统

(３３)关于 (c１,c２,W,T,R(t),σ(t))有限时间有界．
证明　对系统(３３)选取以下的Lyapunov函数:

　V(x)＝

xTY－１
ix,t∈[tr＋Δr,tr＋１),r＝１,２,􀆺,k

xTPijx,t∈[tr,tr＋Δr),r＝１,２,􀆺,k

xTY－１
０x,t∈[t０,t１)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(３９)

在匹配时间段 (tr ＋Δr,tr＋１]有:

　 C
０Dα

tV(x)≤xT(t)[Y－１
i (Ai(t)＋Bi(t)Ki)＋(Ai(t)＋Bi(t)Ki)TY－１

i ]x(t)＋xT(t)Y－１
i Gi(t)w(t)＋

wT(t)Gi(t)TY－１
ix(t)≤

x(t)

w(t)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

T Y－１
i (Ai(t)＋Bi(t)Ki)＋(Ai(t)＋Bi(t)Ki)TY－１

i Y－１
i Gi(t)

GT
i (t)Y－１

i ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

x(t)

w(t)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ≤

x(t)

w(t)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

T λY－１
i ０

０ λI

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

x(t)

w(t)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú＝ λV(x)＋λwT(t)w(t)≤λ(V(x)＋d) (４０)

基于定理２的证明思路,可得:

V(x(t))＋d ≤ (V(x(tr ＋Δr))＋d)exp
λ

Γ(α)∫
t

tr＋Δr
(t－τ)α－１dτé

ë
êê

ù

û
úú＝

　(V(x(tr ＋Δr))＋d)exp
λ

Γ(α＋１)(t－tr －Δr)α
é

ë
êê

ù

û
úú (４１)

在非匹配时间段(tr,tr＋Δr]有:

　 C
０Dα

tV(x)≤xT(t)[Pij(Aj(t)＋Bj(t)Ki)＋(Aj(t)＋Bj(t)Ki)TPij]x(t)＋xT(t)PijGj(t)w(t)＋

wT(t)Gj(t)TPijx(t)≤
x(t)

w(t)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

T Pij(Aj(t)＋Bj(t)Ki)＋(Aj(t)＋Bj(t)Ki)TPij PijGj(t)

GT
j (t)Pij ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

x(t)

w(t)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ≤

x(t)

w(t)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

T λPij ０

０ λI

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

x(t)

w(t)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú＝λV(x)＋λwT(t)w(t)≤λ(V(x)＋d) (４２)

同理,可得:

V(x(t))＋d ≤ (V(x(tr))＋

d)exp
λ

Γ(α)∫
tr＋Δr

tr
(t－τ)α－１dτé

ë
êê

ù

û
úú＝

(V(x(tr))＋d)exp
λ

Γ(α＋１)Δ
α
r

é

ë
êê

ù

û
úú (４３)

联立式(４１)和式(４３)可得:

　V(x(t))＋d ≤ (V(x(０))＋

d)exp
(１－α)λ
Γ(α＋１)＋２lnμ

é

ë
êê

ù

û
úú
t
τa

＋{
(１－α)＋αt
Γ(α＋１)λ} (４４)

∀t∈ [０,T],由式(３８)可得:

V(x(t))≤
c２

２ ＋d
c１c２＋d

(V(x(０))＋d)－d

由定义２和k 的任意性,联立式(３７)和式(４５)可
得:

xT(t)R(t)x(t)≤xT(t)Y－１
i x(t)≤

c２
２ ＋d

c１c２＋d
(xT(０)Y－１

０ x(０)＋d)－d ≤

c２
２ ＋d

c１c２＋d
(c２

c１
xT(０)R(０)x(０)＋d)－d ≤c２

２

(４６)

因此系统(３３)关于(c１,c２,W,T,R(t),σ(t))有限

时间有界．定理证毕．
注３　对异步切换而言,闭环系统的模态切换次数

是不考虑异步切换情形下的２倍,对比式(３８)和式

(２５)可知异步切换下平均驻留时间的下界值大于

非异步切换情形,这也说明异步特性对闭环系统稳

定性的影响可通过较长的平均驻留时间来抵消．
式(３４)~式(３７)可通过考虑仿射参数依赖系

统或多胞型系统转换为有限个矩阵不等式组,但变

换后的 矩 阵 不 等 式 组 同 时 含 有 待 求 矩 阵 变 量

PijYi,Pij,Yi,Wi,WiY－１
i ,它们是相互耦合的,并

且不能通过矩阵变换将其化为无相互约束的线性

矩阵不等式组,不便于直接求解．注意到考虑仿射

参数依赖系统或多胞型系统后,式(３４)为一组关于

Yi,Wi 的线性矩阵不等式,因此,首先可以获得矩
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阵Yi,Wi 的解,然后将所得到的解代入式(３５)和

式(３６),从而可求得Pij．

３　数值仿真

考虑包含２个子系统的分数阶时变切换系统,

系统的动态方程如下:

　 C
０Dα

tx(t)＝Aσ(t)(t)x(t)＋Bσ(t)(t)u(t)＋Gσ(t)(t)w(t)

其中切换信σ(t)＝{１,２},系统时变参数为:

A１(t)＝
－１ ０

０ －
１
２|cost|

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

A２(t)＝
－

１
２e－t ０

０ －１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

B１(t)＝
２|cost|

０

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

,

B２(t)＝
０

２e－t

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

G１(t)＝
e－t/２

０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

,G２(t)＝
０

sint
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

选取μ＝１．０１,λ＝２,T＝０．５,c１＝０．０１,c２＝１,α

＝０．５,R(t)＝

１＋|sint|
２ ０

０ １＋e－t

２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

系统初始状态为:x０＝
０．００７

－０．００５
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

外部扰动信号为:w(t)＝ ２×１０－３sint,由此可

计算得d＝０．００１．
基于定理３通过计算得到式(３４)~式(３７)的

一个可行解为:

P１２＝P２１＝I,

Y１＝Y２＝I,

W１＝ １ ０[ ] ,W２＝ ０ １[ ] ,

由此可得 K１ ＝ １ ０[ ] ,K２ ＝ ０ １[ ] ,且由式

(３８)计算得到平均驻留时间为:

τa ＞
Γ(１．５)ln１．０１＋０．５

Γ(１．５)ln１．００１
０．０１１－１．５

＝

π
２ln１．０１＋０．５

π
２ln１．００１

０．０１１－１．５
≈０．２０３７

图２　系统状态响应曲线

Fig．２　Systemstateresponsecurve

图３　控制律变化曲线

Fig．３　Controllawvariationcurve

图４　异步切换信号图

Fig．４　Asynchronousswitchingsignaldiagram

图５　 x (t)TR(t)x(t)变化曲线

Fig．５　 x (t)TR(t)x(t)variationcurve

０５
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选取控制器与子系统的异步切换延迟时间为

Δ＝０．０５．系统状态响应曲线如图２所示,控制律变

化曲线如图３所示,异步切换信号如图４所示,系

统状态的二次型开方函数 x (t)TR(t)x(t)变化

曲线如图５所示．从仿真曲线中可以看出,在[０,０．５]

内系统状态是有限时间有界的．

４　结论

本文基于Caputo分数阶导数相关定义和切换

Lyapunov函数,采用模型依赖平均驻留时间方法

设计了分数阶时变切换系统有限时间异步控制器,

实现了系统状态的有限时间有界．提出了分数阶时

变切换系统的稳定性分析和异步综合设计方法,建
立了有限时间稳定和有限时间有界的判据,并以此

给出了异步切换控制器依赖平均驻留时间的矩阵

不等式设计方法．通过数值仿真验证了分数阶时变

切换系统的有限时间稳定控制性能．结果表明,采

用所提出的异步切换镇定方法可以实现系统状态

的有限时间有界,控制策略是可行的．此外,本文所

提出的分数阶时变切换系统有限时间异步控制策

略在应用时对时变项需要附加一定的限制条件,将

来的研究需要进一步降低结论的保守性．
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