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５∶３内共振轨道的非线性动力学研究∗
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摘要　在平面圆型限制性三体模型基础上,详细研究了处于５∶３内共振的二阶共振轨道的动力学特性和

演化．计算并得到了处于精确共振时的临界半长轴、临界偏心率和共振角与相位之间的关系．计算获得了(θ,

a)平面上的庞加莱截面,系统地分析了偏心率、初始位置对于二阶共振轨道拓扑结构的动力学影响,解释了

共振岛屿数量的转迁过程．利用庞加莱截面得到了一些经典轨道,如周期、概周期和混沌轨道,研究了小天体

轨道的演化过程．在(θ,e,a)空间内生成共振域,得到了可视化的稳定域和混沌域．
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Abstract　BasedontheplanarcircularrestrictedthreeＧbodyproblem,thenonlineardynamicsofthesecＧ
ondorder５∶３internalmeanmotionresonancearestudied．Theeccentricityandinitiallocation,namely
thesemimajoraxisandphase,oftheasteroidsignificantlyaffectthesteadyＧstateoftheresonantorbits．
Thetransitionmechanismsareobtainedforthenumberofthestableislands．Sometypicalorbits,incluＧ
dingperiodic,quasiＧperiodic,andchaoticones,areobtained．Resonancespacesaregeneratedin(θ,e,
a)coordinatesystem,offeringanintuitivevisualizationofstableandchaoticdomains．
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引言

轨道共振或称平运动共振是指卫星、行星等两

个或多个天体的轨道频率之间存在简单的整数倍

关系,并且是互素的[１,２]．平运动共振是为太阳系和

系外行星系统提供稳定性的一个基本机制[３,４]．即

使天体之间精确的共振不存在,但是稳定的拟周期

轨道或者在平衡点附近的稳定运动仍然是可能存

在的．这给保持天体轨道稳定,阻止天体之间近距

离接近或受到大的扰动提供了可能性[５,６]．共振也
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可能激发轨道偏心率或倾角[７],潜在地增强潮汐能

量耗散,从而导致轨道失稳．这种不稳定性可以被

用来设计人造天体的转移轨道或者逃逸轨道．
目前人们观测发现的稳定运行的共振天体,

绝大部分处于一阶[８]、二阶[９]和三阶[１０,１１]等低阶共

振．近年来,由美国国家航空航天局主持的开普勒

任务和其后续计划凌日外行星勘测项目的观测数

据显示,一些多行星系统内的行星之间形成或者非

常接近共振[１２],如１∶３,３∶５平运动共振[１３,１４]等．
Michtchenko和 FerrazＧMello[１１]利用一般平

面三体模型,模拟了木星Ｇ土星系统的５∶２平运动

共振,得 到 了 这 个 共 振 系 统 的 不 同 运 动 状 态．
Smirnov等人[１５,１６]利用数值积分和机器学习的方

法,识别出部分与太阳系行星处于三体轨道共振中

的小行星．CorreaＧOtto等人[１７]构建了一个半解析

模型用来计算与火星发生平运动共振的匈牙利族

小行星,发现了２３颗处于２∶３外共振的小行星．
通过理论分析和数值模拟,Huang,Ji和Dong[１８]对

热海王星系统２∶１共振捕获和潮汐耗散进行了研

究,探讨了 HD１０６３１５c的初始半长轴、偏心率以及

偏心率衰减系数对系统轨道结构的影响．众多学者

此前的研究多集中在共振轨道的识别以及低偏心

率条件下小天体轨道的演化,对于大偏心率情形下

共振轨道的研究较少．本文借助庞加莱截面,讨论

了初始位置和在(０．１,０．９５)大范围内的初始偏心率

变化对共振轨道的动力学影响．

１　平面圆型限制性三体模型

平面圆型限制性三体问题(PCR３BP)是研究

无限小质量体在两个以圆轨道相互绕行的有限质

量体引力场下的运动,小天体的运动被限制在大天

体的轨道平面内(图１)．
假设小天体 A,第一主天体S和第二主天体P

质量分别为m,m１和m２,且m ＜＜m２＜m１．会合

坐标系O－xy 平面与S、P轨道平面重合,原点O
取在S和P的质心上,x 轴从S指向 P,y 轴与x
轴构成右手坐标系．θ是第二主天体P和小天体 A
近心点的夹角.引入质量比μ ＝m２/(m１＋m２),
则大天体S和 P在会合坐标系下的坐标分别 为

(－μ,０)和(１－μ,０)．小天体的方程可表示为:

x

＝２y


＋x－

(１－μ)(x＋μ)
r３

１
－μ(x－１＋μ)

r３
２

(１)

图１　会合坐标系下平面圆型限制性三体问题

Fig．１　ThePCR３BPinsynodicframe
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其中r１ 和r２ 分别是小天体A到两个大天体S和P
的距离:

r１＝ (x＋μ)２＋y２ (３)

r２＝ (x－１＋μ)２＋y２ (４)

假设两个天体 A 与 P的平运动速度为n 与

n１,周期为T 与T１．当满足:

n
n１

＝
T１

T ＝
p＋i
p

(５)

时,称 A与P成 (p＋i)∶p 共振,i称为共振阶数

(其中p＋i,p为互素整数)．若天体A的轨道半长

轴a 小于P的轨道半长轴a１,也即 A 的轨道在P
轨道的内部,则称 A与P成 (p＋i)∶p内共振(本

文中p＝３,i＝２);反之称为外共振．
由开普勒第三定律,可知:

n
n１

＝
a１

a
æ

è
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ö
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３
２

(１－μ)１
２ ＝

p＋i
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当发生(p＋i)∶p 精确共振时,半长轴ae 满

足:

ae＝
p

p＋i
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
３

(１－μ)１
３ (７)

对于(p ＋i)∶p 平运动内共振,定义共振

角:

φ＝(p＋i)λ′－pλ－iϖ (８)

其中λ＝M＋ϖ,λ′＝M′＋ϖ′．λ和λ′分别是小天体

A和第二主天体 P的平黄经,M 和 M′是平近点

８３
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角,ϖ 和ϖ′是近心点经度．方程(８)给出的是精确共

振时共振角满足的关系．当小天体位于轨道的近心

点时,有λ＝ϖ 且θ＝λ′－ϖ,则

φ＝(p＋i)θ (９)

由方程(９)可知,当发生(p＋i)∶p 精确平运

动内共振时,φ 与θ 之间呈简单地线性关系,其物

理意义是能够有效的避免小天体 A 与第二主天体

P之间毁灭性的近距离接触．

２　５∶３内共振的共振轨道

假设小天体 A 与第二主天体 P形成精确的

５∶３平运动内共振,质量比μ＝５×１０－５,则小天体

的轨道半长轴ae 可由方程(７)计算获得:

ae＝
p

p＋i
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
３

(１－μ)１
３ ≈０．７１１４ (１０)

小天体 A的远心点距离da 为:

da ＝a(１＋e) (１１)

当远心点距离da 等于１－２μ 时,小天体 A的

共振轨道内切于第二主天体的轨道;当远心点距离

da 小于１－２μ 时,小天体 A 的共振轨道由内而外

穿越第二主天体的轨道．故有下述关系:

ae(１＋ec)＝１－２μ (１２)

临界偏心率为:

ec ＝
１－２μ
ae

－１≈０．４０５６ (１３)

由方程(８)和方程(９),可得共振角为:

φ＝５λ′－３λ－２ϖ (１４)

为了研究小天体 A 共振轨道的不同相空间结

构,以下我们将计算(θ,a)平面上的庞加莱截面,讨

论初始偏心率和初始位置(初始相位和初始半长

轴)对于轨道演化的作用．

２．１　偏心率e ＜０．４０５６时,共振轨道的几何结构

从图２(a)和图２(b)可以看出,当小天体 A 的

偏心率e＜０．４０５６时,庞加莱截面上存在５个稳定

岛屿(第一共振区),它们的中心分别在θ＝３６°,

１０８°,１８０°,２５２°和３２４°．位于这些稳定岛屿的中心

分别有一个不动点,对应于稳定的周期轨道．围绕

着不动点的光滑闭合曲线代表了围绕稳定精确

５∶３内共振轨道振动的概周期轨道．处于这些稳定

概周期轨道上的小天体的共振角呈现出天平动现

象,称该轨道为天平动轨道．这意味着共振角φ 会

在某个值附近振荡(即φ


周期性的改变符号),且其

振幅小于３６０°．稳定岛屿的外部被光滑非闭合曲线

包围,这些非闭合曲线也对应着概周期轨道．处于

这些光滑非闭合曲线上的小天体的共振角持续增

大或减小(即φ


的符号保持不变),该轨道为循环轨

道．在较小的偏心率下,小天体的远心点距离远小

于行星的轨道半径,因此由低质量第二主天体引起

的引力扰动较小,在这种情况下不存在混沌区域．

(a)e＝０．１时的庞加莱截面
(a)Poincarésectionwithe＝０．１

(b)e＝０．２时的庞加莱截面
(b)Poincarésectionwithe＝０．２

图２　５∶３内共振轨道庞加莱截面

Fig．２　Poincarésectionof５∶３internalMMR

图３(a)和图３(b)给出了偏心率e＝０．１,初始

位置(θ０,a０)＝(１８０°,０．７１１４)[记作(０．１,１８０°,

０．７１１４)]的小天体处于精确的５∶３平运动内共振

时在(x,y)面上的相图和在(t,x)面上的时序图．
该共振轨道对应的是图２(a)中心在θ＝１８０°的第

一共振区的不动点,小天体 A 在大天体S和 P的

引力作用下做稳定的周期运动．
图３(c)和图３(d)给出了初始条件为(０．２,

２１５°,０．７０６１)的小天体的相图和时序图,此时小天

体 A做稳定的概周期运动．

９３
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(a)初始条件为(０．１,１８０°,０．７１１４)小天体的相图　(b)时序图
(a)Phasediagram　　　　　(b)Timeseries

(c)初始条件为(０．２,２１５°,０．７０６１)小天体的相图　(d)时序图
(c)Phasediagram　　　　　(d)Timeseries

图３　不同初始条件下小天体５∶３内共振轨道的相图和时序图

Fig．３　Phaseportraitsandtimeseries

２．２　偏心率０．４０５６≤e＜０．７５时,共振轨道的几

何结构

(a)e＝０．４５时的庞加莱截面
(a)Poincarésectionwithe＝０．４５

(b)e＝０．７时的庞加莱截面
(b)Poincarésectionwithe＝０．７

图４　５∶３内共振轨道庞加莱截面

Fig．４　Poincarésectionof５∶３internalMMR

偏心率e≥ ０．４０５６时,五个以θ ＝ ０°,７２°,

１４４°,２１６°和２８８°为中心的新稳定岛屿(第二共振

区)出现在庞加莱截面上(见图４),稳定岛屿的数

量从５个增加到１０个．这些新的稳定岛屿代表着

新的稳定周期轨道和概周期轨道．当偏心率进一步

增大时,第一共振区会持续收缩直到完全消失．另

一方面,第二共振区继续扩张．

(a)初始条件为(０．４５,１４４°,０．７１１４)小天体的相图　(b)时序图
(a)Phasediagram　　　　　(b)Timeseries

(c)初始条件为(０．７,２１０°,０．７１８)小天体的相图　(d)时序图
(c)Phasediagram　　　　　(d)Timeseries

图５　不同初始条件下小天体５∶３内共振轨道的相图和时序图

Fig．５　Phaseportraitsandtimeseries

图５(a)和图５(b)是初始条件为(０．４５,１４４°,

０．７１１４)的小天体的相图和时序图．该稳定的周期轨

道对应的是图４(a)中心在θ＝１４４°的第二共振区

的不动点．此时相图是一条五叶曲线,第二主天体

的虚拟轨道被分割成１０段,导致庞加莱截面上的

第二共振区出现,稳定岛屿数量由５个增加到１０
个．随着叶瓣内弧段的长度增加,第二共振区持续

扩大．
图５(c)和图５(d)是初始条件为(０．７,２１０°,

０．７１８)的小天体的混沌轨道．

２．３　偏心率０．７５≤e＜０．８时,共振轨道的几何结构

如图６所示,当偏心率大于０．７５时,第一共振

区消失,稳定岛的数量从１０个减少到５个．同时,

以θ＝０°,７２°,１４４°,２１６°和２８８°为中心的第二共振

区的覆盖的范围变大．
图７(a)和图７(b)是初始条件为(０．７５,０°,

０．７１１４)的小天体的稳定周期轨道．第二主天体的虚

拟轨道被小天体轨道的五个叶瓣分割成五段,第一

共振区消失,稳定岛屿数量减到５个．图７(c)和图

７(d)是初始条件为(０．７５,３４０°,０．７１)的小天体概

周期轨道．

０４
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图６　偏心率e＝０．８时,小天体的庞加莱截面

Fig．６　Poincarésectionwithe＝０．８

(a)初始条件为(０．７５,０°,０．７１１４)小天体的相图　(b)时序图
(a)Phasediagram　　　　　(b)Timeseries

(c)初始条件为(０．７５,３４０°,０．７１)小天体的相图　(d)时序图
(c)Phasediagram　　　　　(d)Timeseries

图７　不同初始条件下小天体５∶３内共振轨道的相图和时序图

Fig．７　Phaseportraitsandtimeseries

２．４　偏心率e＞０．８时,共振轨道的几何结构

当偏心率增加到０．８以上时,第一共振区会重

新出现并以第二共振区的缩减为代价而扩张(见图

８),同时混沌区域也在不断扩大．稳定的岛屿数量

再次从５个增加到１０个．

图８　偏心率e＝０．８５时,小天体的庞加莱截面
Fig．８　Poincarésectionwithe＝０．８５

图９(a)和图９(b)是初始条件为(０．８５,７２°,０．

７１１４)的小天体的稳定周期轨道．共振轨道的五个

叶瓣产生交叉,第二主天体的虚拟轨道又被分割成

１０段,庞加莱截面上出现１０个稳定岛屿．图９(c)

和图９(d)是初始条件为(０．８５,１２０°,０．７０３)的小

天体轨道在(x,y)面上的相图和在(t,x)面上的

时序图,小天体 A 在大天体S和 P的引力作用下

做混沌运动．

(a)初始条件为(０．８５,７２°,０．７１１４)小天体的相图　(b)时序图
(a)Phasediagram　　　　　(b)Timeseries

(c)初始条件为(０．８５,１２０°,０．７０３)小天体的相图　(d)时序图
(c)Phasediagram　　　　　(d)Timeseries

图９　不同初始条件下小天体５∶３内共振轨道的相图和时序图

Fig．９　Phaseportraitsandtimeseries

２．５　共振域的全景图

如图１０所示,将偏心率在０．１~０．９５内计算得

到的庞加莱截面上的所有点绘制在(θ,e,a)坐标

系中,由此得到５∶３内共振的共振域．在(θ,e,a)

坐标系下,共振区域形成１０个椭圆锥体,垂直于e
轴的截面是庞加莱截面．

图１０　小天体５∶３内共振在(θ,e,a)坐标系下的共振域
Fig．１０　Resonancespaceof５∶３internalMMR

随着偏心率的增大,中心位于θ＝３６°,１０８°,

１８０°,２５２°和３２４°的五个椭圆锥的垂直于e轴的截

面半径先增大后减小直至为０,最后截面再次出现

１４
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并增大．另外五个中心位于θ＝０°,７２°,１４４°,２１６°
和２８８°的椭圆锥截面半径先增大后减小．锥面是稳

定共振域和不稳定域的分界面,锥面上的点做概周

期运动．锥体内部的小天体表现出周期和概周期两

种稳定运动．锥体外部空间中的无序点对应混沌运

动．

３　结论

本文基于平面圆型限制性三体模型,研究了处

于５∶３平运动内共振的小天体的二阶共振轨道动

力学．在(θ,a)平面上生成了随小天体偏心率变化

的共振轨道的庞加莱截面,研究了偏心率对小天体

共振轨道庞加莱截面拓扑结构的动力学影响,发现

偏心率、初始相位和初始半长轴对小天体共振轨道

的演化和稳定性都具有重要的影响．概周期轨道是

保持小天体轨道稳定,防止小天体进入混沌区域的

重要机制．利用庞加莱截面,得到了一些典型的轨

道,包括周期轨道、准周期轨道和混沌轨道．在(θ,

e,a)坐标系中生成了共振域,提供了稳定域和混沌

域的直观可视化．
精确的５∶３内共振轨道在偏心率大于０．１时

具有５个叶瓣;并且这个轨道在庞加莱截面上的稳

定岛屿数量与第二主天体虚拟轨道被５个叶瓣分

割成的圆弧段数量有关．稳定岛屿数量转迁的机制

如下:

(１)当e＜０．４０５６时,庞加莱截面上有５个稳

定岛屿;

(２)当０．４０５６≤e＜０．７５时,小天体共振轨道

的５个叶瓣将第二主天体的虚拟轨道分割为１０段

圆弧,结果使稳定岛屿的数量翻倍到１０个;

(３)当０．７５≤e≤０．８时,共振轨道的５个叶瓣

将第二主天体的虚拟轨道分割成５段近似等长的

圆弧,导致稳定岛的数量从１０个减少到５个;

(４)当０．８＜e时,共振轨道的５个叶瓣形成交

叉,再一次将第二主天体的虚拟轨道分割为１０段

圆弧,稳定岛屿的数量又增加到１０个．
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