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非线性车辆悬架系统的滞后分岔及多稳态控制∗

贺尔星　赵文浩　刘润　李高磊　乐源†

(西南交通大学 力学与航空航天学院 应用力学与结构安全四川省重点实验室,成都　６１００３１)

摘要　考虑一类单自由度１/４非线性车辆悬架系统,根据Floquet理论得到周期运动的Floquet乘子用于判

定其稳定性;并得到Lyapunov指数用于刻画混沌运动的性质．揭示了系统中一种新的滞后分岔:滞后环由一

条稳定的周期轨道、一条不稳定周期轨道和一条周期轨道的倍化序列构成．其中周期轨道的倍化序列在滞后

环的边界已经形成混沌轨道;因此随参数改变在该滞后环边界将产生一条稳定周期轨道与一条混沌轨道之

间的跳跃现象．并且,若周期倍化序列形成的混沌轨道在滞后环边界处与不稳定周期轨道接触,混沌轨道将

产生边界激变而突然消失,并跳跃至另一条稳定的周期轨道．根据线性增益控制法,实现了滞后环内部的多

稳态控制,包括从大振幅周期３轨道控制到小振幅周期１轨道,以及周期１轨道控制到混沌轨道．本文研究

结果可为车辆悬架的动力学设计提供理论参考．
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HysteresisBifurcationandControlMultistabilityof
NonlinearVehicleSuspensionSystem∗

HeErxing　ZhaoWenhao　LiuRun　LiGaolei　YueYuan†

(SAppliedMechanicsandStructureSafetyKeyLaboratoryofSichuanProvince,SchoolofMechanicsand

AerospaceEngineering,SouthwestJiaotongUniversity,Chengdu　６１００３１)

Abstract　AsingleＧdegreeＧofＧfreedomquartersuspensionsystemisconsidered．AccordingtothetheＧ
oryofFloquet,wecangettheFloquetmultiplierwhichisemployedtodeterminethestabledofperiod
trajectoryandtheLyapunovexponentwhichisemployedtodeterminethenatureofchaosmotion．We
revealanewhysteresisbifurcation:hysteresisloopiscomposedofastableperiodtrajectoryandanunＧ
stableperiodtrajectory,thestableperiodtrajectorywhichhasacompletepriodＧdobublingsequence．The
priodＧdobublingsequencehasappearedachaostrajectoryontheboundaryofthehysteresisloop,sothere
willoccurjumpingphenomenabetweenthestableperiodtrajectoryandthechaostrajectoryonthe
boundaryofthehysteresisloopasthechangeofparameters．Inaddition,ifthechaostrajectoryformed
bypriodＧdobublingsequencemeetswithunstabletrajectoryontheboundaryofthehysteresisloop,the
chaostrajectorywilloccurboundarycrisisanddisappearedsuddenly,thenjumpstotheotherstabletrajＧ
ectory．Accordingtothemethodoflinearaugmentationcontrol,themultistabilityiscontrolledwhichinＧ
sidesofhysteresisloop,includingthehighamplitude３Ｇperiodtrajectoryhascontrolledtolowamplitude
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１Ｇperiodtrajectoryand１Ｇperiodmotionhascontrolledtochaosmotion．Theresultsoftheresearchcan
providetheoreticalreferenceforthedynamicsdesignofvehiclesuspension．

Keywords　 Nonlinearsuspensionsystem,　hysteresisbifurcation,　priodＧdobublingsequence,　
boundarycrisis,controlofmultistability

引言

车辆悬架系统的动力学研究对于提高车辆系

统的隔振性能和安全性能具有重要意义;线性悬架

模型在固有频率远低于激励频率时才采用,在冲

击、高频路况等情况下,需要采用非线性悬架模

型[１]．Metwalli[２]提出了一种非线性悬架模型,考虑

了非线性刚度和非线性阻尼对车辆悬架系统垂直

加速度取最小值的影响．孙蓓蓓等[３]研究了用橡胶

弹簧作为隔振构件的车辆悬架系统,为了避免橡胶

悬架系统在某些参数下出现跳跃等不稳定现象,在

悬架优化设计时必须选择合适的刚度参数范围．
空气弹簧因其在高频有着良好的隔振效果以

及能使所支撑的系统具有非常低的固有频率而比

金属弹簧更受众多汽车制造商的青睐[４]．Chang
等[５]从理论上导出空气弹簧非性恢复力为位移的

三次多项式,并将其应用到１/４车辆悬架模型的研

究中,研究结果表明,对空气弹簧几何参数的优化

选择可以提高车辆的平顺性．伊万建[６]通过对空气

弹簧的实验分析,给出了空气弹簧用于车辆悬架的

非线性恢复力亦为三次多项式．
负刚度弹簧因在准零刚度机构(quasiＧzeroＧ

stiffnessmechanism,QZS)的 应 用 而 受 到 关 注,

E．Palomares等通过实验测试和数值仿真表明,与
无负刚度弹簧的被动悬架系统相比,有负刚度的被

动悬架系统隔振性能得到了改善[７]．曹计欢等[８]研

究了负刚度弹簧和空气弹簧并联的单自由度悬架

系统的１/３次亚谐共振,结果表明,随着负刚度弹

簧绝对值的增大,可以降低系统的共振频率,但会

增大亚谐波共振幅值．
多稳态是指在不同初始值下,多种稳态解存在

于同一组参数条件下的现象[９]．系统存在多稳态的

利弊取决于实际工程背景,对于胶囊系统,多稳态

需要被控制以便使胶囊保持向前运动[１０];而在由

随机噪声诱导的多稳态系统中,系统的稳态解会被

随机扰动到另一个不被期望的稳态解,这时需要控

制多稳态以对抗噪声的影响[１０,１１]．JIANG[１２]考察

了周期反馈控制在 Duffing系统中的应用,线性增

益反馈控制是周期反馈控制的改进;Liu等[１３]在非

光滑碰撞系统中对线性增益反馈控制的有效性进

行了数值分析．为提高车辆悬架的平顺性,有必要

对其振动特性的进行分析与控制,张航星等[１４]对

三轴重载车辆半主动悬架平顺性的优化控制进行

了研究,设计了模糊控制器并制定了相应的控制策

略,通过仿真实验说明此控制策略可以实现对该悬

架平顺性的优化控制;赵义伟等[１５]采用车辆二自

由度模型对开关型和连续型两种控制策略进行对

比分析,根据传递特性分析结果提出了混合控制策

略,以改善列车高速运行时的乘坐舒适性,发现该

控制策略可以有效地改善列车横向平稳性能．
激变(crisis)是指混沌吸引子与共存的不稳定

不动点、不稳定周期轨道相撞的现象[１６];当发生激

变时,混沌吸引子的尺寸发生剧烈变化,或突然增

大,此时叫内部激变(interiorcrisis),或突然消失,
此时叫边界激变(boundarycrisis)．滞后特性表现

在非线性弹簧所表现出的硬特性和软特性中,其中

受迫振动Dufffing振子的幅频共振曲线图就具有

滞后跳跃行为[１７]．
朱宇杰等[１８]研究了轴承Ｇ转子系统中的滚动轴

承变柔度(varyingcompliance,VC)振动,采用谐

波平衡Ｇ频时转换方法追踪系统的周期运动分支,
并结合Floquet理论分析了系统亚谐共振行为的

演化机制,发现系统１/２阶亚谐共振同样具有滞后

跳跃行为．于航[１９]分析了时滞 FitzhughＧNagumo
神经网络滞后分岔现象及应用,并对６个神经元的

FitzhughＧNagumo神经网络的 Hopf分岔以及产

生的滞后分岔进行了计算和仿真验算．
目前关于车辆悬架系统的动力学研究大多集

中于振动特性尤其是主共振分析方面,并没过多涉

及其他丰富的动力学现象,诸如:多稳态、分岔和混

沌．
本文考虑了一类单自由度１/４非线性车辆悬

１３
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架系统,揭示了该系统中新的滞后分岔现象．滞后

分岔形成的滞后环由一条稳定的周期轨道、一条不

稳定的周期轨道以及一条稳定周期轨道的倍化序

列构成．通过线性增益控制法,在系统的同一组参

数下,将系统的多稳态从大振幅周期３运动控制到

小振幅周期１运动上和从周期１运动控制到混沌

运动上．

１　非线性车辆悬架方程

受路面正弦波激励的单自由度１/４非线性车

辆悬架系统如图１所示．通过在单自由度１/４车辆

悬架中并联空气弹簧和负刚度弹簧的形式[８],构成

非线性车辆悬架系统,以提高车辆悬架的隔振能力．

图１　单自由度１/４非线性车辆悬架系统
Fig．１　AsingleＧdegreeＧofＧfreedomquartervehiclesuspensionsystem

其中,X０＝AsinΩt是系统所受路面激励,C是考虑

空气弹簧阻尼的减振阻尼系数[６],M 是１/４车体质

量[６],A 是路面激励幅值,X 是悬架的垂直位移,Ω
为路面激励频率,Kn 为负刚度系数[７],Fk(X)为

空气弹簧恢复力[５,６]:

Fk(X)＝K１X ＋K２X２＋K３X３ (１)
式中,K１,K２,K３ 为空气弹簧的静态拟合参数,
其值取自实验数据[６]．

根据牛顿第二定律,建立系统运动微分方程:

MX
􀅰􀅰

＋C(X
􀅰
－X

􀅰
０)＋K１(X －X０)＋

　K２(X －X０)２＋K３(X －X０)３＋
　Kn(X －X０)＝０ (２)
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０ ＝
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M
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Ω
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,记x
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＝x１,x
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Mω２
０

,k３＝
K３

Mω２
０

,

α＝１＋
Kn

Mω２
０

,无量纲化并化为状态方程:

　
x
􀅰

１＝x２

x
􀅰

２＝－αx１－cx２－k２x２
１ －k３x３

１ ＋Aω２sinωτ{
(３)

式中 {(α,c,k２,k３,A,ω)∈R＋},即

x
􀅰
＝f(τ,x) (４)

式中x＝ (x１,x２)T ,τ∈R ,f:R×R２ →R２,f(τ＋
２π/ω)＝f(τ,x),向量函数f 满足局部Lipschitz
条件．

２　Floquet乘子

设式(４)的一个周期解为φ(τ)＝φ(τ＋T),

T＝
２π
ω

对其施加小扰动η ,使得x＝φ(τ)＋η ,可

得其变分方程:

η
􀅰
＝

∂f(τ,φ(τ)＋η)
∂x η (５)

式(５)的通解为:

η(τ)＝Ψ(τ)η(０) (６)

其中Ψ(τ)是基本解矩阵,η(０)是与初始条件相

关的积分常数,因而可得特征方程:

|Ψ(T)－ρI|＝０ (７)

特征方程的特征根p 为可以判断Poincaré映

射不动点性质的Floquet乘子[２０];基本解矩阵满足

如下关系:

η(τ＋T)＝η(τ)Ψ(T) (８)

对式(７)的特征根p 取对数并除以周期,即可

得到计算周期轨线φ(τ)的Lyapunov指数为:

λ＝
ln(ρ)
T

(９)

当Poincaré映射为不变集时,需要计算不变集

中每一条周期轨道的 Lyapunov指数,并在长时间

加以平均,得到不变集的 Lyapunov指数时间序

列,才能刻画不变集的性质,若不变集的Lyapunov
指数时间序列大于零,则此Poincaré映射不变集为

混沌吸引子．

３　线性增益控制法

文中对式(４)施加线性增益反馈控制,则

x
􀅰
＝f(x,τ)＋u(τ)

x
􀅰
d ＝f(xd,τ){ (１０)

其中,x 是当前轨道,xd 是目标轨道,u(τ)为线

２３
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性增益控制器,具体表达式见式(１１),其中xd ＝
xd１,xd２( ) T ;ζ 表示线性增益控制器与被控制系

统的耦合强度,而ξ 表示控制强度参数,控制器通

过消耗系统的能量以达到控制目的[１３],若x＝xd ,

则u(τ)＝０,即当前轨道稳定到目标轨道,完成控

制过程．控制的具体方程由式(１０)可得:

x
􀅰

１＝x２

x
􀅰

２＝ －αx１－cx２－k２x２
１－k３x３

１＋Aω２sinωτ＋u(τ)

x
􀅰

d１＝xd２

x
􀅰

d２＝ －αxd１－cxd２－k２x２
d１－k３x３

d１＋Aω２sinωτ

u(τ)＝ζ{x１(τ)－xd１(τ)＋ξ[x２(τ)－xd２(τ)]}

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(１１)

４　数值模拟

４．１　滞后分岔、多稳态与激变

考察负刚度的影响,取α 作为控制参数,并取

系统参数(１):ω＝０．４１,k２＝０．５,k３＝０．３,c＝０．０８,

A＝０．２,系统分岔图如图２所示;图中黑虚线表示

不稳定的周期１轨道．

图２　分岔图

Fig．２　Bifurcationdiagram

由图２可知,系统(３)发生滞后分岔[２１];其跳

跃点为A →B 和C→D ,滞后环(hysteresisloop)

为．可由式(８)经数值计算各跳跃点性质,如表１所

示．因为D 位于Poincaré映射的一个不变集中,可

由式(９)计算D 所在的不变集的Lyapunov指数时

间序列,如图３(a)所示;其时间取１００个周期,因

为在１００个周期内λ１ ＞０,所以D 所在的不变集

为混沌吸引子．

表１　不动点及其性质

Table１　ThenatureofFixedpoints
Fixed
Point

Floquet
Multiplier

NormofFloquet
Multiplier

Nature

A ０．９９９２４４５９４８３６１３８
０

AttheboundaryofUnitCircle
AttheinsideofUnitCircle

Crisis
Point

B ０．２７５９＋０．４６６１i
０．２７５９－０．４６６１i

AttheinsideofUnitCircle
AttheinsideofUnitCircle

stability
FocusPoint

C －１．１１０２e－１６
０．９９９６８３０４５６１１７６１

AttheboundaryofUnitCircle
AttheinsideofUnitCircle

Crisis
Point

滞后环 ABCD 由一个稳定的红色周期１轨

道,一个稳定的紫色周期１轨道的周期倍化序列以

及一个不稳定周期 １ 轨道构成,在滞后环内部

(０．２０９８＜α ＜０．２６２),两个稳定的周期轨道和不

稳定的周期轨道共存,因为紫色的周期轨道存在完

整的周期倍化序列,所以依次出现红色周期１轨道

与紫色周期１轨道共存、红色周期１轨道与紫色周

期２轨道共存、红色周期１轨道与紫色周期４轨道

共存、红色周期１轨道与紫色混沌吸引子共存的现

象;在滞后环外部(α＞０．２６２和α＜０．２０９８),共存

现象消失,这是因为在滞后环右边界,不稳定周期

１轨道接触稳定的紫色周期１轨道形成临界点A ,

并导致其跃迁至稳定焦点B ;而在滞后环的左边

界,不稳定周期１轨道接触稳定的红色周期１轨道

形成临界点C ,并导致其跃迁至混沌吸引子边界

的D 点;左右边界的跳跃都破坏了滞后环内部的

共存现象．

(a)Lyapunov指数　　(b)时间历程图　　　(c)时间历程图
图３　Lyapunov指数图和时间历程图

Fig．３　LyapunovExponentsdiagramandtimeseriesdiagram

由A →B 的跳跃过程发生在α＝０．２６２附近,

如图３(c)所示,这是小振幅周期１轨道向大振幅周

期１轨道的跳跃;由C →D 的跳跃过程是通向混

沌的一种路径,不同于周期倍化通向混沌这一路

径;系统在α＝０．２０８７附近发生跳跃,如图３(b)所

３３
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示,这是周期运动向混沌运动的跳跃．
选取激励频率ω作为控制参数,并取系统参数

(２):α＝０．１９,c＝０．０８,k２＝０．０８,k３＝０．３,A＝０．２,

系统分岔图如图４所示．图中黑虚线表示不稳定的

周期３轨道．

图４　分岔图

Fig．４　Bifurcationdiagram

由图４可知,系统(３)的周期３轨道发生了滞

后分岔,存在三个滞后环AiBiCiDi(i＝１,２,３);

这三个滞后环的跳跃临界点为Ai →Bi(i＝１,２,

３)和Ci →Di(i＝１,２,３);Ai 、Bi 和Di 的性质可

由式(７)的Floquet乘子确定,Ai 都是临界点,Bi

和Di 都是稳定的焦点;Ci 所在的Poincaré映射不

变集性质可由式(９)的 Lyapunov指数时间所确

定,Ci 所在的Poincaré映射不变集都是混沌吸引

子．
滞后环AiBiCiDi(i＝１,２,３)由一个稳定的紫

色周期３轨道,一个稳定的红色周期３轨道的周期

倍化序列以及一个不稳定周期３轨道构成,在滞后

环内部(０．３９６５＜ω＜０．４２２５),两个稳定的周期３
轨道和一个不稳定的周期３轨道共存,因为红色的

周期３轨道存在完整的周期倍化序列,所以依次出

现紫色周期３轨道与红色周期３轨道共存、紫色周

期３轨道与红色周期６轨道共存、紫色周期３轨道

与红色周期１２轨道共存、紫色周期３轨道与红色

混沌 吸 引 子 共 存 的 现 象;在 滞 后 环 外 部 (ω ＞
０．４２２５和ω ＜０．９６５),共存现象消失,这是因为在

滞后环的右边界,不稳定的周期３轨道接触稳定的

周期３轨道形成临界点Ai ,并导致其跃迁至稳定

焦点Bi ;而在滞后环的左边界,不稳定的周期３轨

道接触位于混沌吸引子边界的Ci ,发生边界激变,

导致其跃迁至稳定焦点Di ;左边界的激变和右边

界的跳跃都破坏了滞后环内部的共存现象．
由Ai →Bi 的跳跃过程发生在ω ≈０．４２２５附

近,这是紫色周期３轨道向红色周期３轨道的跳

跃;Ci →Di 的过程发生了边界激变[１４];在ω ≈
０．３９２７１附近,发生了边界激变,三个混沌吸引子边

界同时接触不稳定的周期３轨道,并同时缩小至紫

色周期轨道的不动点上[稳点焦点 Di(i＝１,２,

３)]．当ω ＜０．３９２７１,从不同初始点出发的轨道最

后都稳定在紫色周期３吸引子上,共存现象被破

坏．

４．２　多稳态控制

在车辆的行驶过程中,为了提高乘车的舒适

性,需要将系统的周期运动控制到小振幅周期运动

上．由式(１１),控制参数选为ζ＝２,ξ＝１;取系统参

数(３):α＝０．１９,c＝０．０８,k２＝０．５,k３＝０．３,A＝
０．２,ω＝１．０５;通过数值模拟,得到系统随时间变化

的控制过程,如图５所示,图５(a)表示系统轨迹的

控制过程,图５(b)表示系统位移x１ 和线性增益控

制器u(τ)的时间历程图．黑色曲线是线性增益控

制器发生作用的过程,选取大振幅红色周期３轨道

作为当前轨道,小振幅蓝色周期１轨道作为目标轨

道;系统运动先是稳定在红色周期 ３ 上,在τ＝
４１．８８７９时开始控制,线性增益控制器发出控制信

号,u(τ)突然正向增大,系统受到控制信号的调

控;大振幅红色周期３轨道成功被控制到小振幅蓝

色周期１轨道上,在τ＝４６．８８７８时控制结束,u(τ)

立刻减小并振荡的趋于零点,不再发出信号;从图

５(b)可知,此控制过程有效地降低了振动的幅值．
取系统参数(４):α＝０．２２,c＝０．０８,k２＝０．５,

k３＝０．３,A＝０．２,ω＝０．４１;由式(１１),通过数值模

拟,得到系统随时间变化的控制过程,如图６所示,

图６(a)表示系统轨迹的控制过程,图６(b)表示系

统位移x１ 和线性增益控制器u(τ)的时间历程图．
选取红色周期１轨道作为当前轨道,此时目标轨道

选取为混沌轨道;需要加大控制强度[１３],所以控制

参数取为ζ＝０．１,ξ＝５．７２;在τ＝３８３．１２１时开始控

制,线性增益控制器发出控制信号,u(τ)突然负向

增大,系统受到控制信号的调控;周期１轨道成功

被控制到混沌轨道,τ＝４３３．１２２时结束控制,成功

４３
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将周期１运动控制到混沌运动上．

　　　　(a)控制轨迹　　　　　　　(b)时间历程图
图５　系统的控制过程

Fig．５　Diagramofcontorl

　　　　(a)控制轨迹　　　　　　　(b)时间历程图
图６　系统的控制过程

Fig．６　Diagramofcontorl

５　结论

本文揭示了一类单自由度１/４非线性车辆悬

架系统新的滞后分岔并实现了滞后环内部的多稳

态控制．滞后环由一条稳定的周期轨道、一条不稳

定的周期轨道以及一条稳定周期轨道的周期倍化

序列构成;在滞后环内部,两个稳定的周期轨道和

一个不稳定的周期轨道共存,在滞后环外部,共存

现象消失．在滞后环左右边界,滞后环内部的不稳

定周期轨道接触不同的稳定周期轨道;当不稳定的

周期轨道与稳定的周期轨道相遇时,产生跳跃现

象;当不稳定的周期轨道与由稳定周期轨道经周期

倍化分岔演化而成的混沌吸引子边界相遇时,产生

边界激变,跳跃和边界激变都破坏了滞后环内部的

共存现象．
最后,通过线性增益控制法成功将系统的周期

运动控制到小振幅周期运动和混沌运动上;研究结

果对有效控制车辆悬架振动,提升车辆悬架系统舒

适性具有一定的理论参考意义．
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