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基于等几何分析的柔性多体系统建模方法研究∗

常汉江†　蔡毅鹏　高庆　王乐　张程
(中国运载火箭技术研究院,北京　１０００７６)

摘要　近三十年来,柔性多体系统动力学取得长足进步,尤其是以绝对节点坐标方法(AbsoluteNodalCoorＧ

dinateFormulation,ANCF)为代表的非线性有限元已被用来处理复杂的柔性多体系统动力学问题．但绝对

节点坐标方法采用斜率矢量作为广义坐标,导致系统自由度多,计算效率低．针对柔性多体系统,基于非均匀

有理B样条(NonＧUniformRationalBＧSplines,NURBS)曲线和曲面分别提出了EulerＧBernoulli细长梁单元

和 KirchhoffＧLove薄壳单元,在完全拉格朗日格式下,根据 Green应变张量对单元变形进行描述,结合第二

类PiolaＧKirchhoff应力张量给出单元应变能公式,推导了单元的弹性力和弹性力雅可比矩阵表达式,最后通

过静力学及动力学数值算例对提出的两类单元的性能进行对比和验证,为柔性多体系统建模提供了一种精

确高效的新单元．
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ResearchofFlexibleMultibodySystem Modeling
BasedonIsogeometricalAnalysis∗
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Abstract　Inthelastthreedecades,theresearchinflexiblemultibodydynamicshasmadesubstantial
progress,inparticular,thenonlinearfiniteelementrepresentedbytheAbsoluteNodalCoordinateFroＧ
mulation(ANCF)hasbeenwidelyappliedtodealwiththesystemofflexiblemultibodydynamics．HowＧ
ever,inthisformulationtheslopevectorsareselectedastheelementnodecoordinate,theincreased
scaleofthefreedomsforthecomplexstructuresgivesrisetothecomputationalburden．BasedontheaＧ
boveissues,thebeamandshellelementsdescribedwithNonＧUniform RationalBＧSplines(NURBS)
curvesandsurfaceshavebeenproposedintheframeofIsogeometricalAnalysis(IGA)．BasedonthetoＧ
tallagrangianformulation,thedeformationoftheelementsisdescribedwiththeGreenstrain,andthe
strainenergyoftheelementscanbeobtained．Besides,theelasticforceanditsJacobianmatrixoftheelＧ
ementsarealsodeduced．Finally,fourcasestudiesincludingbothstaticanddynamicproblemsaregiven
tovalidatetheproposedbeamandshellelements．HighefficientandaccurateformulationhasbeenproＧ
posedintheresearchofflexiblemultibodydynamics．
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引言

随着航天技术的发展,轻质、高精度、柔性零部

件被广泛应用于众多工程领域,如空间站柔性操作

机械臂、卫星环形桁架天线、航天器太阳帆板、空间

机器人等．这些系统中存在刚性部件与柔性部件的

大范围运动相互耦合,而且柔性部件的大范围运动

和自身的大变形相互耦合[１],属于刚柔耦合多体系

统动力学问题．基于小变形假设的柔性多体系统动

力学是多刚体系统动力学与线性有限元的组合方

法,无法描述柔性部件的大变形问题．因此,非线性

有限元逐渐成为描述和预测这类柔性多体系统动

力学响应的主流方法[２]．

１９９７年,美国多体动力学专家Shabana教授

为了实现柔性体大范围运动和大变形的统一描述,
提出了绝对节点坐标方法(AbsoluteNodalCoorＧ
dinateFormulation,ANCF)[３]．该方法基于连续介

质力学的构型描述,在惯性坐标系中定义单元节点

坐标,并采用节点斜率矢量代替传统有限元中的节

点转角坐标,得到的柔性多体系统微分－代数方程

具有常数质量矩阵、不存在科氏力和离心力项等特

点,被认为是多体系统动力学研究历史上的重要进

展之一,受到国内外众多学者的研究与关注．但该

方法采用斜率矢量作为节点坐标,导致单元自由度

多,并且存在严重的闭锁问题,影响了该方法的计

算效率和精度．当涉及复杂几何构型时,采用绝对

节点坐标方法单元进行网格划分会使得单元节点

处的斜率矢量难以确定,造成网格的生成非常困难

和耗时．此外,绝对节点坐标方法单元多选用 HerＧ
mite多项式作为形函数,使得离散之后的网格模

型是初始几何模型的近似,这种近似会降低动力学

仿真结果的精度．因此,将绝对节点坐标方法单元

集成到现有的多体系统动力学分析软件时遇到不

少困难．
在柔性多体系统动力学研究中,采用绝对节点

坐标方法对柔性构件进行建模时,需要人工划分网

格,这是一个非常耗时的过程．此外,离散后的网格

模型通常是初始几何模型的近似,对于研究大应变

和接触碰撞等问题,这种近似会造成较大误差．美
国能源部Sandia国家实验室曾做过一项统计,在
汽车、航空航天和造船行业等领域,采用传统有限

元进行分析,大约８０％的时间用于网格剖分以及

剖分前的几何模型准备工作[４],如图１所示．因此,

在多柔体系统建模时,一个关键问题就是如何将几

何描述模型和力学仿真计算模型进行统一,简化网

格生成和细化的过程,提高数值仿真计算效率和精

度,实现模型设计和分析一体化．

图１　Sandia国家实验室估计的建模和分析
过程中每部分工作所占时间比例

Fig．１　Theconsumedtimeofthemodelingandanalysis
investigatedbySandiaNationalLaboratory

２００５年,Hughes等[５]为了解决这一问题,提
出了等几何分析(IsogeometricAnalysis,IGA)的
概念,直接将构造 CAD 几何造型的样条函数[如

Bézier、BＧspline、非均匀有理B样条(NonＧUniform
RationalBＧSplines,NURBS)和 TＧspline等]及其

控制点坐标作为有限元分析的输入信息,从而省去

了网格划分过程,形成了几何与分析的直接联系．
因此可以说,等几何分析是有限元法的扩展,成熟

的CAD建模技术和有限元计算为等几何分析方法

提供了坚实基础．由于该方法在设计与仿真阶段对

模型的几何描述形式是完全一致的,因而被称为

“等几何分析”．在等几何分析中,几何模型和分析

网格模型采用同一表达方式,避免了网格细化过程

中与几何模型数据的频繁交互,同时避免了传统有

限元中网格划分的复杂过程．此外,和绝对节点坐

标方法相比,等几何分析的结果精度更高,其分析

使用的多项式直接来源于几何模型数据,避免了传

统有限元中采用分段多项式逼近的方式而引入的

误差．采用等几何分析方法建立的多柔体系统动力

学模型不仅能精确描述柔性构件的几何特征,而且

能高效描述柔性构件的大转动、大变形耦合动力

学,还具有单元自由度少和收敛性高的特性,成为

一种颇具发展前景的建模和计算方法．
根据是否考虑梁截面的剪切变形,可将基于等

２
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几何分析的梁单元分为两类:只考虑轴向伸长和横

向弯曲变形的EulerＧBernoulli梁单元,以及考虑截

面剪切和轴向转动效应的 Timoshenko梁单元．
Weeger等[６]提出了基于等几何分析的细长梁单

元,将其应用于对空间细长结构的非线性振动进行

分析,并和传统拉格朗日插值得到的梁单元进行对

比．分析结果表明,等几何梁单元表现出更好的收

敛性,且不存在转角坐标,避免了转动插值的奇异

性．Bouclier等[７]提出了基于 NURBS插值的等几

何 Timoshenko梁单元,并采用缩减积分和B投影

技术解决了短粗梁结构分析中常见的剪切和薄膜

闭锁问题．随后,Sang等[８]通过研究发现,在等几何

Timoshenko梁单元中,随着 NURBS插值形函数

次数的升高,剪切闭锁效应逐渐减弱,并通过对梁

结构自由振动的数值分析验证了该结论．此外,Luu
等[９]通过对抛物线形和椭圆形空间曲梁结构进行

动力学分析,并和同阶拉格朗日插值多项式构造的

梁单元进行对比,计算结果表明等几何单元的精度

更高．这是由于 NURBS能够对此类结构的几何构

型进行精确描述,而以拉格朗日插值多项式构造的

梁单元是对该结构几何构型的近似．近年来 BorkＧ
ovicab等[１０]提出了考虑三维空间梁厚度方向非线

性应变的几何精确欧拉伯努利梁单元;陈明飞

等[１１]基于一阶剪切变形理论并采用等几何有限元

方法对任意曲率的功能梯度曲梁进行自由振动分

析;夏阳等[１２]应用拟协调有限元,使用降阶基函数

逼近梁内应变项,解决了复杂三维曲梁结构仿真中

的闭锁问题．
在等几何分析概念提出后,基于等几何分析的

计算力学研究自然延伸到板壳结构．基于 KirchＧ
hoffＧLove理论的薄板壳有限元要求近似位移场具

有C１连续性,这是传统有限元构造薄壳单元的难

点,但该条件在基于光滑样条理论的等几何分析中

通常可以自然满足．Kiendl等[１３]基于等几何分析

提出了一种薄壳单元,通过构造光滑的基函数保证

应变和应力的全局连续性．由于其研究仅考虑壳单

元节点的３个中面位移自由度,单元的自由度数非

常少．基于该薄壳单元,Chen等[１４]进一步提出了等

几何薄膜单元,采用显示时间积分策略对空间薄膜

结构的充气过程进行了数值仿真,并对充气过程中

薄膜结构出现的动力松弛现象进行了讨论．为了描

述面外剪切变形,Benson等[１５]提出了基于实体退

化的ReissnerＧMindlin壳单元,通过减缩积分(reＧ

ducedintegration)技术提高了计算效率．他们基于

该单元引入弹塑性本构模型,分析了结构中出现的

塑性变形,并将提出的单元集成到LSＧDYNA软件

中．此外,Echter[１６]基于高阶剪切板理论提出了多

种等几何板壳单元,并对单元的收敛性进行了系统

的对比．
在动力学与控制领域,等几何分析方法也逐渐

受到众多学者的关注．王悦等[１７]提出了一种基于 T
样条曲面的变网格柔性系统等几何分析方法,通过

对受冲击柔性薄板的动力学分析表明所提出 T样

条单元及局部细化算法可以只在接触碰撞等应变

剧烈变化的区域实现局部网格细化,从而控制系统

自由度数,提高计算效率;刘涛等[１８]针对表面黏贴

有压电层的功能梯度板的动力学及主动振动控制

问题,建立了一种基于三阶剪切变形理论的等几何

分析求解方法;陈龙等[１９]基于等几何分析方法研

究了齿轮接触问题,研究结果表明该方法具有计算

效率高、速度快、应力场更加光滑等优势;荣吉利

等[２０]为实现大变形结构动力学问题中的网格自适

应算法,将多层贝塞尔提取方法用于 HB样条建模

分析以实现形函数的统一;Tobias等[２１]采用等几

何分析模型研究了柔性多体系统的冲击响应,模拟

了弹性球体对刚性表面的冲击和长弹性杆的冲击并

进行了试验验证,表明等几何分析方法在研究柔性

多体系统碰撞问题上具有高精度和高效率的特点．
在等几何分析中,B样条和 NURBS是两类常

用的样条基函数,对于二维或三维问题,B样条与

NURBS通常采用张量积形式构造,局部加密将会

导致全局网格的变化,无法实现局部细化．为实现

网格局部细化及自适应网格,多种可局部加密的样

条函数在计算机图形学领域被提出,例如,T样条、

R样条(LocalRefinedSplines),以及层次 B样条

(HierarchicalBＧsplines,简称 HB样条)[２２]．此外,

三角B样条[２２]采用三角形拓扑结构,天然具有实

现网格局部细化的优势．虽然B样条和 NURBS在

网格局部细化上存在不足,但在CAD领域,根据国

际标准化组织(ISO)颁布的工业产品数据交换标

准STEP,NURBS是定义工业产品几何形状的唯

一数学方法．因此 NURBS在实现计算机辅助设计

与计算机辅助工程的统一方面具有重要的地位．
本工作将等几何分析方法的研究范围扩展至

３
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含大转动、大变形的柔性多体系统动力学研究中,

基于 NURBS曲线和曲面分别提出了 EulerＧBerＧ

noulli梁单元和 KirchhoffＧLove壳单元,通过数值

算例对单元的性能进行验证,表明提出的等几何单

元不仅能精确描述柔性构件的几何特征,而且能精

确描述柔性构件的大转动、大变形耦合动力学特

性,还具有单元自由度少和收敛性高的特性,为柔

性多体系统建模提供了一种高效、精确的新单元．

１　NURBS基本理论

NURBS是在１９７５年由 Versprille[２３]在其博

士学 位 论 文 中 提 出．１９９１ 年,国 际 标 准 化 组 织

(ISO)颁布的工业产品数据交换标准STEP中,把

NURBS作为定义工业产品几何形状的唯一数学

方法．由于 NURBS是 B样条的有理形式,所以首

先介绍B样条的构造．

１．１　节点矢量

B样条是在１９７２年由 Riesenfeld[２４]提出的一

种样条曲线特殊表示形式,在等几何分析中一般称

为B样条基函数．B样条基函数是定义在一个节点

矢量(knotvector)上的分段多项式,节点矢量的定

义为

Ξ＝ ξ１,ξ２,,ξn＋p＋１{ } (１)

其中ξi(i＝１,２,,n＋p＋１)称为节点(knot),p
为B样条基函数的次数(order),n 为 B样条基函

数的个数．节点矢量表示的是一组非递减的非负实

数,即０≤ξi≤ξi＋１,节点矢量Ξ 构成了定义B样条

基函数的参数空间[２５]．
节点矢量中节点的分布决定了B样条基函数

的连续性．在节点矢量中相邻的两个或两个以上的

节点值相等,称这些节点为重复节点,节点的重复

i称为节点重复度(multiplicities),节点重复度决定

了B样条基函数的连续性．没有重复节点时,B样条

基函数在该节点具有CpＧ１连续;如果存在重复节点,

基函数在该节点具有CpＧk连续,k为节点重复度．
在计算机图形学中,通常采用开放型(open)节

点矢量定义B样条基函数,开放型节点矢量表示在

节点矢量Ξ 的两端节点ξ１ 和ξn＋p＋１处,节点重复

度为p＋１．对于开放型节点矢量定义的 B样条基

函数,在参数区间端点处具有插值性,但在内部节

点通常不具有插值性．下文不作特殊说明的情况下

B样条和 NURBS所采用的节点矢量均为开放型

节点矢量．

１．２　B样条曲线和曲面

对于给定的节点矢量Ξ,B样条基函数由Coxde

Boor递归方法[２６－２７]定义,首先对于p＝０,即０阶

B 样条可定义为

Ni,０(ξ)＝
１　ifξi ≤ξ＜ξi＋１

０　otherwise{ (２)

其次,对于p＝１,２,,n,B 样条基函数定义为

Ni,p(ξ)＝ ξ－ξi

ξi＋p －ξi
Ni,p－１(ξ)＋

　　 ξi＋p＋１－ξ
ξi＋p＋１－ξi＋１

Ni＋１,p－１(ξ) (３)

由式(３)可知,一个p 阶B样条基函数是两个p－

１阶B样条基函数的线性组合,这为B样条基函数

的计算提供了方法．
图２给出了定义在节点矢量 Ξ＝ {０,０,０,

０．２５,０．５,０．７５,０．７５,１,１,１}上的７个二次 B样条

基函数．从图中可以看出,该二阶 B样条基函数在

节点０．７５处的节点重复度为２,因此在该节点处是

C０ 连续;而在节点０．２５和０．５处的重复度为１,因

而是C１ 连续．

图２　二次B样条基函数

Fig．２　Basisfunctionsofdegreetwo

根据B样条基函数的定义,对于给定的节点矢

量Ξ,p 阶B样条基函数具有以下性质:
(１)非 负 性 (nonＧnegativity)．即 ∀ξ, 有

Ni,p(ξ)≥０．由传统Lagrange和 Hermite多项式

构造的基函数则无法保证非负性,导致非协调元在

界面处的几何不连续．此外,B样条基函数的非负

性使得等几何单元的质量阵也是非负的．

４



第３期 常汉江等:基于等几何分析的柔性多体系统建模方法研究

(２)单位分解性(partitionofunity)．即 ∀ξ,均

有∑
n

i＝１
Ni,p(ξ)≥０,这是构造有限元基函数必须具

备的性质．
(３)紧支性(compactsupport)．如果ξ ∉ [ξi,

ξi＋p＋１),则Ni,p(ξ)＝０,即B样条基函数 Ni,p(ξ)

仅在 [ξi,ξi＋p＋１)上非零．
(４)可微性(differentiability)．B 样条基函数

Ni,p(ξ)在节点ξi 处是pＧmi 次可微的,其中mi 为

节点ξi 的重复度．B样条基函数的可微性保证了构

造的样条曲线是全局光滑的,并且保证基于B样条

的等几何分析单元在内部节点处应力和应变也是

连续的．
由式(３)可知,给定B样条基函数的次数p 和

合适的节点矢量Ξ,就可以构造n 个 B样条基函

数．同样,在空间中给定n 个控制点,则p 阶分段多

项式B样条曲线可通过B样条基函数和相应控制

点的线性组合表示

r(ξ)＝∑
n

i＝１
Ni,p(ξ)Bi (４)

其中r为B样条曲线上任意一点的位置矢量,Ni,p

是定义在节点矢量Ξ 上的p 次 B样条基函数,Bi

是空间中定义B 样条曲线的控制点,由控制点Bi

在空间中按下标顺序连接构成的多边形称为B样

条曲线的控制多边形．图３给出了平面空间内的一

个二次B样条曲线及其控制点和控制多变形示意

图,对应的基函数如图２所示．

图３　B样条曲线及控制点和控制多边形

Fig．３　TheBＧsplinecurvewiththecontrolpoints
andthecontrolpolygon

B样条曲面是张量积曲面,通常由两个节点矢

量Ξ＝ {ξ１,ξ２,,ξn＋p＋１}和Γ＝ {η１,η２,,ηm＋q＋１}

以及n×m 个控制点Bi,j构成．Ni,p(ξ),i＝１,２,

,n＋p＋１和 Mj,q(η),j＝１,２,,m＋q＋１分

别为定义在节点矢量Ξ和Γ上的一维B样条基函

数．则B样条曲面可表示为

r(ξ,η)＝∑
n

i＝１
∑
m

j＝１
Ni,p(ξ)Mj,q(η)Bi,j (５)

其中r(ξ,η)为B样条曲面上任意一点,其中p 和

q分别为ξ 和η 方向上B样条基函数的次数,由控

制点Bi,j在空间中构成的多边形网格称为控制网

格,定 义 B 样 条 曲 面 的 参 数 域 为 [ξ１,ξn＋p＋１]

× [η１,ηm＋q＋１]．
图４给出了一个双二次(p＝２,q＝２)B样条曲

面,其中图４(a)为该B样条曲面的基函数示意图,

图４(b)给出了该B样条曲面及其控制点和控制网

格,其中两个参数方向的节点矢量分别为 Ξ＝{０,

０,０,０．５,１,１,１}和Γ＝{０,０,０,１/３,２/３,１,１,１}．

(a)二次B样条基函数
(a)Basisfunctionsofdegreetwo

(b)B样条曲面及控制点和控制网格
(b)TheBＧsplinesurfaceofthecontrolpoints

andthecontrolpolygon
图４　B样条曲面

Fig．４　TheBＧsplinesurface

B样条曲面的基函数由单变量 B样条基函数

的张量积形式构成,则B样条曲面的基函数同样具

有非负性、单位分解性和紧支性等性质．此外,B样

条曲线和曲面还具有仿射变换(affinetransformaＧ

５
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tion)几何不变性,仿射变换是指平移、旋转和投影

等线性变换．仿射变换几何不变性保证了B样条单

元在刚性位移下的零应力特征．

１．３　B样条基函数的导数

在等几何分析中需要通过基函数的导数推导

弹性力及其雅可比矩阵,因此本节简单介绍B样条

基函数的求导方法．由式(３)可知,一个p 阶B样条

基函数是两个pＧ１阶B样条基函数的线性组合,则

B样条基函数的导数可由低阶基函数组合递推得

到．已知B样条的阶次p 和节点矢量 Ξ＝{ξ１,ξ２,

,ξn＋p＋１},则p 阶B样条基函数的一阶导数为

d
dξ

Ni,p(ξ)＝
p

ξi＋p －ξi
Ni,p－１(ξ)－

　 p
ξi＋p＋１－ξi＋１

Ni＋１,p－１(ξ) (６)

dk

dξkNi,p(ξ)＝
p

ξi＋p －ξi

dk－１

dξk－１Ni,p－１(ξ)é

ë
êê

ù

û
úú－

　 p
ξi＋p＋１－ξi＋１

dk－１

dξk－１Ni＋１,p－１(ξ)é

ë
êê

ù

û
úú (７)

由式(７)依次递推得

dk

dξkNi,p(ξ)＝
p!

(p－k)! ∑
k

j＝０
αi,jNi＋j,p－k(ξ)

(８)

其中系数αi,j满足以下关系

α０,０＝１

αk,０＝
αk－１,０

ξi＋p－k＋１－ξi

αk,j ＝
αk－１,j －αk－１,j－１

ξi＋p＋j－k＋１－ξi＋j
,j＝１,,k－１

αk,k ＝
－αk－１,k－１

ξi＋p＋１－ξi＋k

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(９)

式(７)给出了对B样条基函数求导的通用公式．需

要注意的是:求导次数k 不应超过p,对于B样条

基函数,所有高于p 阶的导数均为零;在求导过程

中,某些项的分母中节点之差可能为零,规定这种

情况商为零,即０/０＝０．

１．４　NURBS曲线和曲面

B样条虽然有强大的曲线曲面表示能力,但是

对于许多在工程设计中常见的几何形状,如圆锥曲

线、旋转面和圆锥曲面等解析曲面却无法精确表

示．为解决这一问题,工程界通常采用 NURBS曲

线和曲面,下面对 NURBS进行简单介绍．

NURBS是B样条的有理形式,则Rd 空间的

NURBS可以由Rd＋１空间的B样条进行投影变换

(projectivetransformation)得到．例如,R２ 空间内

的圆弧曲线是R３ 空间的二次 B样条曲线在平面

内投影所得,如图５所示．

(a)三维空间B样条控制顶点投影得到二维平面 NURBS控制顶点
(a)Projectivetransformationof“projectivecontrolpoints”

yieldsBＧsplinecurve

(b)三维空间B样条曲线投影得到二维 NURBS平面圆
(b)ProjectivetransformationofBＧsplinecurveyieldNURBScurve

图５　二维空间 NURBS描述的圆
Fig．５　CircleconstructedbyNURBSinR２

通过B样条的投影变换可以得到有理多项式

CR(ξ)＝f(ξ)/g(ξ),其中f(ξ)和g(ξ)是分段多

项式,下面首先介绍在Rd空间 NURBS曲线的构

造策略．设 {Bw
i }为Rd＋１空间的B样条曲线的控制

点集合,节点矢量为 Ξ,则Rd 内的 NURBS控制

点可由Rd＋１ 空间中的 B样条控制点进行投影得

到,即
(Bi)j ＝Bw

i/wi,j＝１,,d (１０)

wi＝(Bw
i )d＋１ (１１)

其中 (Bi)j 为控制点Bi 的第j个分量,wi 为控制

点Bi 对应的权重因子．在图５中,权重即为中B样

条曲线控制顶点的纵坐标．由此可得 NURBS基函

６
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数和 NURBS曲线的定义为

Rp
i(ξ)＝

Ni,p(ξ)wi

∑
n

j＝１
Nj,p(ξ)wj

(１２)

r(ξ)＝∑
n

i＝１
Rp

i(ξ)Bi (１３)

其中,Rp
i (ξ)为 NURBS基函数．和 B样条曲面类

似,NURBS曲面同样由张量积的 NURBS基函数

构造,可表示为

r(ξ,η)＝
∑
n

i＝１
∑
m

j＝１
Ni,p(ξ)Mj,q(η)wi,j

∑
n

k＝１
∑
m

l＝１
Nk,p(ξ)Ml,q(η)wk,l

Bi,j

＝∑
n

i＝１
∑
m

j＝１
Rpq

ij (ξ,η)Bi,j (１４)

其中r为 NURBS曲面上的任意一点,为 NURBS
曲面的基函数．图６给出了由张量积 NURBS构造

的三维曲面,如球壳、圆环壳和旋转曲面等．对于这

些圆锥曲面和旋转曲面,可由双二次 NURBS曲面

精确构造．NURBS是 B样条基函数的有理形式,

NURBS除了具有B样条的特性以外,还具有以下

特殊性质:

(a)球壳 (b)开口球壳
(a)Sphericalsurface (b)Opensphericalsurface

(c)旋转曲面 (d)圆环壳
(c)Rotatingsurface (d)Toroidalsurface

图６　NURBS曲面
Fig．６　NURBSsurfaces

(１)当所有权重因子相等时,NURBS将退化为

B样条,也就是说B样条是NURBS的一种特例．
(２)NURBS 基 函 数 是 有 理 多 项 式,与 传 统

Lagrange和 Hermite多项式一样,NURBS基函数的

计算也是稳定的．
(３)NURBS可以精确表示标准的解析(如圆锥

曲线曲面、旋转面)和自由曲线、曲面,为产品几何模

型的定义提供了标准．
(４)为了修改曲线曲面的几何形状,既可通过调

整控制点的位置,又可通过改变权重因子的值来实

现,具有很大灵活性．

NURBS和B样条可通过h细分(节点插入),p
细分(基函数升阶)和k细分(基函数升阶＋节点插

入)实现控制点个数的增加和基函数次数的升高,并

且这些细分方式都不会改变样条的几何性质．这些

细分方法为基于NURBS和B样条的等几何分析提

供了丰富的网格细化方法．

２　基于NURBS的等几何单元

在结构力学中,广泛应用的梁理论有两种:EulＧ

erＧBernoulli梁 理 论 和 Timoshenko梁 理 论,EulerＧ

Bernoulli梁理论也称为工程梁理论．其中EulerＧBerＧ

noulli梁理论的运动学假设是:梁单元在变形过程

中,梁的中线法平面一直保持平面,并与梁的中线直

垂．这个假定认为弯曲变形是梁的主要变形,剪切变

形是次要的变形,因而可以忽略不计,这对于截面尺

度远小于轴向尺寸的实腹梁来说,不会引起显著的

误差,因而在工程界得到广泛应用．

２．１　EulerＧBernoulli梁单元

如图７所示,采用 NURBS曲线对细长梁的中

线进行建模,由 NURBS曲线的定义可知,梁单元的

中线上任意一点P 的全局位置矢量可表示为

图７　基于 NURBS的EulerＧBernoulli梁单元

Fig．７　EulerＧBernoullibeambasedonNURBS

７
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r＝ ∑
n

i＝１
Rp

i(ξ)Bi＝Se (１５)

其中S为参数域中任意一点ξ∈ [ξi,ξi＋１)的非零基

函数,构成该等几何梁单元的形函数．根据 NURBS
基函数的紧支性,对于p 阶 NURBS基函数,点处有

且仅有p＋１个非零基函数,可表示为

S＝ [S１I３,S２I３,,Sp＋１I３]

＝ [Rp
i(ξ)I３,Rp

i＋１(ξ)I３,,Rp
i＋p＋１(ξ)I３]

(１６)

其中I３ 为３×３的单位矩阵,e为p＋１个非零基函

数所对应的控制点构成的单元节点坐标,可表示为

e＝ [Bi,Bi＋１,,Bi＋p＋１]T (１７)

在完全拉格朗日格式(TotalLagrangianFormuＧ

lation)框架下,不考虑梁单元的截面剪切变形,则梁

单元上任意一点的Green应变可解耦为拉伸应变εl

与弯曲应变εκ 两部分

ε＝εl＋εκ (１８)

其中拉伸应变εl 可表示为

εl ＝
１
２

(dr
dξ

dr０

dξ

－１

dr
dξ

dr０

dξ

－１

－１) (１９)

弯曲应变可表示为

εκ ＝
κ－０(ξ)－κ－(ξ)

(r０)ξ ２
(２０)

弯曲应变中的表示为材料曲率(materialmeasＧ

ureofcurvature)κ－(ξ)＝ rξ ×rξξ /rξ ,κ－０(ξ)＝
(r０)ξ ×(r０)ξξ / (r０)ξ ．

在得到梁单元上任一点的应变后,在梁单元的

初始构形上进行积分,则单元应变能可表示为

U＝
１
２∫Ve

E (εl)２dVe ＋
１
２∫Ve

E (εκ)２dVe

＝Ul＋Uκ (２１)

其中E 为材料的杨氏模量,Ve 为初始构型中曲梁单

元的体积．从式(２１)可知,单元应变能也可分为拉伸应

变能与弯曲应变能两部分,其中拉伸应变能可表示为

Ul ＝
１
２∫Ve

E (εl)２dVe

＝
１
２∫

１

０
EA (εl)２ (r０)ξ dξ (２２)

弯曲应变能可进一步展开为

Uκ ＝
１
２∫Ve

EεκεκdVe

＝
１
２∫

１

０
EI １

(r０)ξ ３
[κ－(ξ)－κ－０(ξ)]２dξ (２３)

单元弹性力可表示为应变能对广义坐标的一次偏

导数

Fe ＝
∂Ul

∂e ＋
∂Uκ

∂e ＝Fl ＋Fk (２４)

其中拉伸弹性力与弯曲弹性力分别为

Fl ＝
∂Ul

∂e ＝∫
１

０
EAεl ∂εl

∂e
(r０)ξ dξ (２５)

Fκ ＝
∂Uκ

∂e ＝∫
１

０
EI

κ－－κ－０

(r０)ξ ３
∂κ－

∂edξ (２６)

单元弹性力雅可比矩阵可表示为应变能对广

义坐标的二次偏导数,具体推导过程参考文献

[２８]．根据虚功原理,梁单元的质量矩阵可表示为

Me ＝∫Veρ０STSdVe ＝∫
ξ１

ξ０
ρ０STS (r０)ξ dξ

(２７)

上式表明,NURBS描述的梁单元质量矩阵也为常

数矩阵．此外,若忽略梁单元中的弯曲应变能,只考

虑拉伸应变能,则该梁单元退化成索单元．

２．２　KirchhoffＧLove壳单元

在许多工程构件的模拟中,壳单元都是极为重

要的．其中薄壳出现在许多产品中,诸如汽车上的

金属薄板,飞机的机舱、机翼和方向舵,以及某些产

品的外壳,如火箭、手机、洗衣机和计算机等．用实

体单元模拟这些构件通常需要大量单元,同时存在

闭锁问题,从而导致非常昂贵的计算费用．因此采

用壳单元模拟薄壁结构,能够极大地改善运算效

率．本节根据 KirchhoffＧLove假设,采用 NURBS
曲面对薄壳的中面进行描述,提出了适合对薄壳结

构进行建模的等几何分析壳单元．

图８　NURBS薄壳单元

Fig．８　ShellelementsbasedonNURBS

如图８所示,在壳单元的初始构型中,基于

KirchhoffＧLove假设,壳体上任一点 Pz
０(ξ,η,ζ)

８
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的位置矢量可通过壳的中面上对应点P０(ξ,η)的

位置矢量r０以及该点的法线方向n０确定

rz
０(ξ,η,ζ)＝r０(ξ,η)＋ζr０(ξ,η) (２８)

其中‘０’表示初始构型,ξ 和η 为薄壳的中面对流

曲线坐标 (convectivecurvilinearcoordinates),ξ
(－h/２≤ξ≤h/２)是点与点之间的距离,h 是壳的

厚度．r０ 是由 NURBS 曲面描述的壳中面上点 P０

(ξ,η)的位置矢量,即

r０(ξ,η)＝∑
n

i＝１
∑
m

j
Rpq

ij (ξ,η)Bi,j (２９)

其中Rpq
ij (ξ,η)和Bi,j 分别为NURBS 曲面基函数

和控制点．
为了精确描述薄壳单元的变形,在薄壳单元初

始构形中的任一点Pz
０(ξ,η,ζ)处,建立两个局部坐

标系(gz
０)１－(gz

０)２－(gz
０)３ 和(ez

０)１－(ez
０)２－(ez

０)３．
类似地,在当前构型中的点Pz(ξ,η,ζ)处也可建立

两个局部坐标系(gz)１－(gz)２－(gz)３ 和(ez)１－
(ez)２－(ez)３．这些坐标系的详细定义读者可参考

文献[２９]．
基于连续介质力学理论[３０],连续体壳单元中

任意一点的变形梯度矩阵F 表示为

F＝
dx０

dX０
(３０)

其中dX０ 和 dx０ 分别是在参考构型和当前构型

中,点Pz
０(ξ,η,ζ)在切平面上的微元．变形梯度矩

阵F 能够通过一个正交矩阵R 和一个非奇异对称

矩阵U 进行分解[２１],即

F＝RU (３１)

其中R 表示微元的纯刚体转动,R 矩阵能够通过

右伸长张量U 从变形梯度矩阵F 中进行提取．矩阵

R 和U 可进一步表示为

R＝ [(ez
０)１ (ez

０)２ (ez
０)３]T[(ez)１ (ez)２ (ez)３]

U＝
T－１T０ ０２×１

０１×２ １

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(３２)

其中,R 为局部笛卡儿坐标(ez)１－(ez)２－(ez)３ 到

坐标系(ez
０)１－(ez

０)２－(ez
０)３ 的转换．T０ 表示初始

构型中局部笛卡儿坐标(ez
０)１－(ez

０)２－(ez
０)３ 到坐

标系(gz
０)１－(gz

０)２－(gz
０)３ 的转换．由此可知矩阵

T０ 可进一步表示为

T０ ＝
(gz

０)１(ez
０)１ (gz

０)１(ez
０)２

(gz
０)２(ez

０)１ (gz
０)２(ez

０)２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－T

(３３)

类似地,在当前构型中,矩阵T 也可进一步表

示为

T＝
gz

１ez
１ gz

１ez
２

gz
２ez

１ gz
２ez

２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－T

(３４)

由向量(ez
０)１ 和(ez

０)２ 之间的正交性可知,薄壳

单元的应变张量可表示为

ε－ ＝
１
２

(FTF－I)

＝
１
２

TT
０

gz
１１－(g０)z１１

gz
２１－(g０)z２１

é

ë

ê
ê

gz
１２－(g０)z１２
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＝
ε ０２×１
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(３５)

其中 (gz
０)αβ＝(gz

０)α(gz
０)β 是壳单元中面的第一基

本量[３２]．因此,Green应变张量ε 能够进一步分解

为

ε＝εmem ＋ζεbend

εmen＝
１
２TT

０
g１１ g１２

g２１ g２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú－

(g０)１１ (g０)１２
(g０)２１ (g０)２２
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ê

ù

û

ú
ú

æ

è
çç
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ø
÷÷T０

ì
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í
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ï

ïï

(３６)

其中εmem是壳单元的薄膜应变,εbend是弯曲应变．弯

曲应变可表示为

εbend＝－TT
０(κ－κ０)T０ (３７)

其中κ０ 和κ 分别为壳单元的初始曲率和变形之后

的曲率,可分别表示为

κ０＝

∂２r０

∂ξ２
１

n０
∂２r０

∂ξ１∂ξ２
n０
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(３８)

基于St．VenantＧKirchhoff假设,采用 Voigt符号,

第二类PiolaＧKirchhoff应力张量σS 可表示为

σS ＝
E

１－ν２

１ ν ０

ν １ ０

０ ０ １－ν
２

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
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ε１１

ε２２

２ε１２

é
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ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(３９)

其中E 是材料的杨氏模量,ν 是泊松比．ε１１,ε１２和

ε２２是 Green应变张量的三个分量．
将式(３６)代入式(３９),并且在厚度方向ζ(－

９
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h/２≤ζ≤h/２)进行积分,则第二类PiolaＧKirchhoff
应力可解耦成薄膜应力σn 和弯曲应力σm 两部分,

分别表示为

σn ＝
Eh

１－ν２

１ ν ０

ν １ ０

０ ０ １－ν
２

æ

è

ç
ç
ç
çç
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和

σm ＝
Eh３

１２(１－ν２)

１ ν ０

ν １ ０

０ ０ １－ν
２
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ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(４１)

式(４０)和式(４１)中的εmem
１１ ,εmem

１２ ,εmem
２２ ,εbend

１１ ,εbend
１２ ,

εbend
２２ 分别为薄膜应力σn 和弯曲应力σm 的分量．

针对线弹性材料,由广义胡克定律可知,单元

应变能可表示为

U＝∫V
(σS:ε)dV＝∫A

(σn:εmem ＋σm:εbend)dA

(４２)

单元弹性力可表示为应变能对广义坐标的一次偏

导数

Fe ＝∫A
(σn:∂ε

mem

∂q ＋σm:∂ε
bend

∂q
)dA (４３)

对式(４３)进一步求导可得单元弹性力的雅各比矩

阵

Je ＝∫A
(∂σn

∂q
:∂ε

mem

∂q ＋
∂σm

∂q
:∂ε

bend

∂q ＋

　σn:∂
２εmem

∂q２ ＋σm:∂
２εbend

∂q２
)dA (４４)

３　刚柔耦合系统动力学方程建立与求解

按照有限元方法中单元的组装过程,将柔性多

体系统中各单元的质量矩阵、弹性力以及外力向量

等进行组装,同时考虑系统约束条件,通过第一类

拉格朗日方程可以建立描述刚柔耦合系统动力学

特性的指标－３(IndexＧ３)微分Ｇ代数方程组(DAEs)

Mq

＋F(q)＋ΦT

qλ＝q(q,q
)

Φ(q,t)＝０{ (４５)

其中M 为系统的常数质量矩阵,q为系统广义坐标,

F(q)、q(q,q
)分别为系统弹性力以及外广义外力

向量,Φ(q,t)、Φq 分别为系统约束方程及其对广

义坐标q的雅可比矩阵,λ 为拉格朗日乘子向量．

对于上述柔性多体系统动力学方程,通常可采

用隐式时间积分算法或者显示时间积分算法求解．
鉴于显式时间积分算法的条件收敛特性会限制时

间积分步长,因此对于柔性多体系统动力学问题,

特别是具有大变形和大范围运动的多柔体系统动

力学问题,多采用隐式时间积分算法进行求解．其

中在 Newmark方法基础上发展而来的广义－α方

法受到广泛关注．
广义－α方法将指标－３的方程(４５)经过差分

直接离散成代数方程进行求解,其迭代过程如下

qn＋１＝qn ＋hq

n ＋h２ １

２－β
æ

è
ç

ö

ø
÷an ＋h２βan＋１

q

n＋１＝q


n ＋h(１－γ)an ＋hγan＋１

ì

î

í

ï
ï

ïï

(４６)

其中,h为时间积分步长,β和γ 为决定计算精度与

效率的算法参数．式(４６)中矢量参数a满足如下关

系

(１－αm)an＋１＋αman ＝(１－αf)q


n＋１＋αfq


n

a０＝q


０
{

(４７)

上式中各参数的选取方法如下

αm ＝
２ρ

~
－１

ρ
~
＋１

,αf ＝ρ
~
＋１,

β＝
１
４

(１＋αf －αm)２,γ＝
１
２＋αf －αm

(４８)

其中ρ
~

∈ [０,１]为算法的谱半径,决定着算法能量

耗散分布的频率范围．ρ
~ 取值越大,则算法产生的

能量耗散越小．当ρ
~
＝１时,广义－α方法将保持系

统能量而不产生数值耗散;当ρ
~
＝０时,则产生最大

的能量耗散．
通过广义－α方法对动力学方程进行离散后,

需要在每个时间步长内采用 NewtonＧRapson迭代

求解如下具有稀疏矩阵的大规模线性代数方程组

Ψ ΦT
q

Φq ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Δq
Δλ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú＝

Γ
Φ

é

ë

ê
ê

ù

û
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(４９)

式中

Ψ ＝Mβ
^
＋(λ－(F(q)－Q(q,q

))q －γ^Q(q,q
)q

Γ＝Mq

＋ΦT

qλ＋F(q)－Q(q,q
){

(５０)

β
^,γ^ 为满足如下关系的算法参数
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β
^
＝

１－αm

h２β(１－αf)
,γ^ ＝

γ
hβ

(５１)

４　数值算例

４．１　半圆形悬臂梁弯曲静力学分析

对图９所示的半圆形悬臂梁进行弯曲静力学

分析．为了对比研究,本算例采用和文献[３４]一致

的参数进行建模．在初始构型中,该悬臂梁曲率半

径R＝０．５m,截面半径r＝０．０１７３m,材料的杨氏模

量E＝２．１×１０１０Pa．悬臂梁在O 点固支,若在悬臂

梁的自由端A 点施加如图方向所示的外力矩M＝

λπEI/l,由材料力学可知,当仅发生纯弯曲变形,

且λ＝１时,该悬臂梁最终将形成一个整圆．本算例

分别采用二阶和三阶 NURBS梁单元以及 ANCF
缩减梁单元对该悬臂梁进行离散．

图９　半圆形悬臂梁始构形及受力示意图

Fig．９　Thediagramofthesemicircularcantileverbeam

图１０中给出了采用１２８个三阶 NURBS梁单

元进行离散,悬臂曲梁在不同外力矩作用下的弯曲

构形和 Mises应力分布图．从图中可看出,随着外

力矩的增大,悬臂梁所受到的 Mises应力也逐渐增

大,并且应力在悬臂梁上的分布是很均匀的．当λ＝

１时,悬臂梁几乎弯曲变形为一个整圆．

图１０　悬臂曲梁在不同外力矩作用下的
弯曲构形和 Mises应力分布图

Fig．１０　TheconfigurationandMisesstressdistributionofthe
cantilevercurvedbeamunderdifferentmoments

为了和 ANCF缩减梁单元的计算结果进行对

比,以悬臂曲梁的固支点O 和末端点A 之间的距离

来衡量单元的收敛性,得到如图１１所示的误差收敛

曲线图．横坐标为总自由度,纵坐标为平衡之后OA
两点之间的距离．从图中可以看出,NURBS梁单元

的收敛性要优于 ANCF 缩减梁单元,这是因为

NURBS采用有理多项式进行插值,而 ANCF是采

用三次 Hermite多项式插值,因而在对半圆形悬臂

梁的初始几何描述上 NURBS单元更加精确．此

外,在自由度相同的情况下,和二阶 NURBS梁相

比,三阶 NURBS单元可以得到更加精确的结果．

图１１　OA 两点的距离随自由度增加的变化曲线

Fig．１１　ThedistancebetweenthepointsOand
Aunderdifferentdegreeoffreedoms

４．２　平面四连杆机构动力学分析

如图１２所示,本节通过由一个曲柄,一个摇杆

和一个连杆构成的平面四连杆机构检验提出的

NURBS梁单元的动力学特性．

图１２　平面四连杆机构示意图

Fig．１２　ThediagramoftheplanarfourＧbarmechanism

连杆和曲柄以及摇杆之间采用球铰连接,曲柄

和摇杆的另一个端点通过转动副固定在地面上．该

四连杆机构通过作用在曲柄上的驱动力矩 M 进行

转动,驱动力矩随时间的变化如下式所示

１１
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M t( ) ＝
１０．００sin(３πt)　０≤t≤０．２７７８

４６５．８８e－１６．３２t　　t＞０．２７７８{ (５２)

该模型是一个典型的多体系统动力学模型．其

中各构件的几何和材料参数如表１所示．

表１　四连杆机构的几何和材料参数

Table１　Geometricandmaterialparametersof
thefourＧbarmechanism

Characteristic Crank Linkrod Jointedarm

Length/m ０．２ ０．９ ０．５１９６１７４

Mass/kg ０．６８１１ ０．４７４０ １．４７００

TensilestiffnessEA/N １．２５７×１０６ ７．８５４×１０３ ３．５３４×１０５

BendingstiffnessEI/N．m２ １．２５７×１０２ １．５３４×１００ １．９８４×１０１

Young＇smodulus/Pa １．０００×１０９ １．０００×１０８ ５．０００×１０８

为了进行单元的收敛性测试,分别采用６８个

(曲柄:１２,连杆:３２,摇杆:２４)三阶 NURBS梁单元

对该四连杆机构进行离散,同时采用６８个和１３６
个 ANCF缩减梁单元进行动力学计算,得到的连

杆中点在空间中的位置随时间变化曲线如图１３所

示．从图中可以看出６８个三阶 NURBS梁单元计

算结果和１３６个 ANCF缩减梁单元计算结果吻合

良好,当采用６８个 ANCF单元离散时计算结果并

没有收敛．

图１３　连杆中点在空间中的位置随时间变化曲线

Fig．１３　Thepositionoftherodmidpointatdifferenttime

为了对比 NURBS梁单元的计算效率,本算例

的计算在一台１６核(主频为２．９０GHz)、６４GB内存

的工作站上进行,其中计算步长取为５．０×１０－４s,
容许误差设为１．０×１０－６．表２给出了划分不同单

元数目采用 ANCF单元和 NURBS单元进行离散

的模型所消耗的CPU时间．从表中可看出,计算所

需时间随着单元数目增多而增加．当采用相同单元

数目进行离散,NURBS消耗的 CPU 时间比 ANＧ

CF消耗的 CPU 时间要少,当单元足够多时,这种

优势更加明显．

表２　不同单元数目所消耗的CPU时间 (单位:s)
Table２　CPUtimeconsumedbydifferentelements(unit:s)

Numberofelements ANCF NURBS

１７ ５．９８ ４．４４

３４ １３．０１ ８．００

６８ ２８．６８ １５．２０

１３６ ６２．１６ ３０．２５

图１４　四连杆机构在不同时刻的构型图
Fig．１４　ThediagramoffourＧbarmechanismatdifferenttimes

通过以上的对比可以发现 NURBS单元的收

敛性明显优于 ANCF缩减梁单元,同时 NURBS
单元 的 计 算 效 率 也 更 高．这 是 因 为 采 用 三 阶

NURBS离散,单元之间是C２连续的,而ANCF缩

减梁单元之间只能保证 C１连续,造成单元节点处

弯曲应变的不连续．此外,NURBS梁单元的节点坐

标只有控制点,而 ANCF缩减梁单元的节点坐标

除了节点位置以外还有节点处的斜率矢量,这导致

在相同单元总数情况下,采用 NURBS离散系统自

由度更少,因而计算效率更高．该系统采用１３６个

单元离散时,NURBS单元建模求解所消耗的CPU
时间仅为 ANCF建模的４８．７％．在 NURBS单元建

２１
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模中,NURBS插值、单元组装和动力学方程求解

三部分消耗的 CPU 时间占比约为１３．５％、１８．７％
和６７．８％．

最后给出了四连杆机构的在驱动力矩作用下

８个不同时刻的构型图,如图１４所示．从图中可以

看出,四连杆结构在转动过程中连杆发生了很大变

形,在t＞０．５s之后,驱动力矩逐渐衰减到０,可以

观察到曲柄发生了回弹．

４．３　圆柱壳在集中力作用下的静力学分析

本节采用文献[１８]中圆柱壳的拉伸静力学算

例来验证提出的 NURBS薄壳单元的正确性,并将

结果与该文献进行比较．如图１５所示,一个无约束

的圆柱壳在A、E 两点受到一对大小相等、方向相

反的集中力F＝４０kN的作用,其中A 点为圆柱体

上母线的中点,E 点为下母线的中点．圆柱壳的长

度L 为１０．３５mm,内径R 与厚度h分别为４．９５３mm与

０．０９４mm,材料杨氏模量E＝１０．５×１０６MPa,泊松

比υ＝０．３１２５．

图１５　圆柱壳初始构形及受力示意图

Fig．１５　Theconfigurationofthecylindricalshell

图１６　圆柱壳上A、B、C 点的位移

Fig．１６　ThedisplacementsofthepointsA,B
andConthecylindricalshell

考虑到圆柱壳模型的对称性,本节仅对该模型

上半部分的四分之一(ABCD)进行建模,同时在边

AB、AD 和BC 上施加对称边界条件．现将在圆柱

壳上施加外力F 的过程平均分成１０个增量步,并

设静力学迭代容许误差为１．０×１０－６．图１６中给出

了分别采用８×１２、１６×２４以及３２×４８的三次

NURBS对八分之一圆柱壳进行离散时,壳体上

A、B 和C 三点的位移随外力增加的变化曲线．从

图中可看出,采用１６×２４的网格离散可得到收敛

的结果．
当集中力F＝４０kN时,壳的变形达到最大,为

了进行收敛性的对比,给出采用相同单元数进行离

散,三阶 NURBS和 ANCF缩减壳单元计算结果,

如表３所示．将有限元软件 ABAQUS采用６４×９６
的S４R单元的计算结果作为参考值,从该表可以

看出 NURBS单元的收敛性明显优于 ANCF．

表３　三阶 NURBS和 ANCF缩减壳单元离散A 点位移
(单位:mm)

Table３　DisplacementsofthepointA modelingwith
NURBSandANCFshellelements(unit:mm)

Numberofelements ANCF NURBS

８×１２ ２．６５４ ２．７０５

１６×２４ ２．６９４ ２．７４５

３２×４８ ２．７５５ ２．７６１

Reference ２．７６０ ２．７６０

图１７给出了圆柱壳在不同外力作用下的变形

构形图．从该图可以看出,圆柱壳的变形可明显地

分为两部分．当拉力小于２０kN时,圆柱壳发生以弯

曲变形为主的大变形．当拉力继续增大,圆柱壳几

乎不再增加Z 方向的位移,而以发生拉伸变形为

主,并发生了一定程度的屈曲变形．

图１７　圆柱壳在不同外力作用下的变形构形图

Fig．１７　Thediagramofthecylindricalshell
underdifferentexternalforces

４．４　矩形单摆的动力学分析

本节 通 过 由 矩 形 薄 板 的 单 摆 模 型 检 验
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NURBS薄壳单元的动力学特性,如图１８所示,O
点采用球铰进行固定．其中材料杨氏模量E＝１．０×

１０９Pa,泊松比ν＝０．３,密度ρ＝１８００kg/m３．薄板的

几何尺寸为:a×b×h＝０．３×０．３×０．００１m３．本节

研究该单摆模型在重力作用下的动力学响应,其中

重力加速度为G＝９．８１m/s２．

图１８　矩形薄板单摆系统

Fig．１８　Thependulumoftherectangularthinplate

图１９　由不同单元得到单摆模型点A 沿Z 方向的位移曲线

Fig．１９　ThedisplacementsofthepointAinZdirection
withdifferentelements

图２０　单摆模型在不同时刻的变形构形图

Fig．２０　Thediagramofthependulumatdifferenttimes

为了进行单元的收敛性测试,分别采用三阶

NURBS单元将薄板离散为４×４、８×８、１６×１６和

３２×３２个单元．图１９中给出了不同单元数目下单

摆模型中的A 点沿Z 方向的位移时间历程曲线．
从图中可看出,前０．３s内不同单元离散模型计算

得到的动力学响应类似．随后,单摆变形进一步增

大,需要离散为１６×１６个单元才能得到收敛的数

值结果．图２０给出了４个不同时刻双摆的构形图．
此外给出了三阶 NURBS单元和 ANCF缩减壳单

元的计算效率的对比,如表４所示．当单元总数相

同时,采用三阶 NURBS壳单元离散时系统自由度

大大小于 ANCF缩减壳单元,因而计算效率得以

提高．

表４　不同单元数目所消耗的CPU时间 (单位:s)
Table４　CPUtimeconsumedbydifferentelements(unit:s)

Numberofelements ANCF NURBS

４×４ ５４ ４２

８×８ ２５３ １８６

１６×１６ ６２３ ４０４

３２×３２ ３６２３ ２５４５

５　结论

本文基于 NURBS曲线和张量积 NURBS曲

面在等几何分析框架下分别提出了 EulerＧBerＧ

noulli梁单元和 KirchhoffＧLove壳单元,为柔性多

体系统细长梁和薄板壳结构提供了两类精确、高效

的建模方法．同时在完全拉格朗日格式下,根据

Green应变张量对单元变形进行描述,结合第二类

PiolaＧKirchhoff应力张量给出单元应变能公式,从

而推导了单元的弹性力和弹性力雅可比矩阵表达

式．最后通过静力学及动力学数值算例对提出的两

类单元的性能进行对比和验证．表明提出的等几何

单元不仅能精确描述柔性构件的几何特征,而且能

精确描述柔性构件的大转动、大变形耦合动力学特

性,还具有单元自由度少和收敛性高的特性,为柔

性多体系统建模提供了一种高效、精确的新单元．
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