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摘要　首先阐述了 Kopel系统的复杂动力学的研究进展．再基于分岔与规范型理论,给出了 Kopel系统的

NeimarkＧSacker(NＧS)分岔的一类新证明,并得到 NＧS分岔所产生不变曲线的近似表达式．最后,对 NＧS分

岔及不变曲线进行了数值模拟分析,验证了理论推导所得结果,并对 NＧS分岔中的扰动参数与不变曲线的

近似表达式中参数之间的相互影响进行了分析．所有这些分析对 Kopel系统的已有动力学研究是一个补充,

对其经济现象的内在规律提供了理论支撑．
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Abstract　Firstly,researchprogressofcomplexdynamicsoftheKopelsystemisdescribed．Basedonthe

bifurcationandnormalformtheory,anewproofofNeimarkＧSacker(NＧS)bifurcationofKopelsystem

isgiven,andapproximateexpressionoftheinvariantcurvegeneratedbyNＧSbifurcationisobtained．FiＧ

nally,theNＧSbifurcationandinvariantcurvearenumericallysimulated,whichverifiesthetheoretical

results,andthemutualeffectbetweentheperturbationparametersinNＧSbifurcationandtheparameters

intheapproximateexpressionofinvariantcurveisanalyzed．Allanalysesaresupplementtotheexisting
researchoftheKopelsystemandprovideatheoreticalsupportfortheintrinsiclawofeconomicphenomＧ

enon．
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引言

１９９６年,Kopel提出了 Kopel系统[１],它是一

个二维离散古诺双寡头模型,其表达式为

xn＋１＝(１－ρ)xn ＋ρμyn(１－yn)

yn＋１＝(１－ρ)yn ＋ρμxn(１－xn){ (１)

其中,xn,yn 分别为公司x 和y 在时间t内生产的

物资数量,ρ与μ 均为正参数,ρ可以理解为耦合

参数,限制０＜ρ＜１．
现回顾 Kopel系统的整个研究过程．Kopel系

统最早于１９９６年被提出[１]．１９９９年,Agiza分析了

其不动点的稳定性、混沌相图、分岔的数值模拟及

混沌控制[２]．２００５年,Anderson．等分析了该系统的

吸引盆问题[３]．２００６年,于晋臣研究了 Kopel系统

的跨临界分岔、倍周期分岔、叉式分岔及 NＧS分岔

的数值模拟[４]．２００８年,Govaerts．等研究了其不动

点及周期轨的稳定性[５]．２００９年,于晋臣等分析了

系统的分岔及数值模拟[６],同年,于晋臣等[７]给出

其倍周期分岔与混沌．２０１０年,吴文娟等[８,９]给出了

系统的马蹄混沌、间歇混沌及混沌控制．２０２０年,李
波等[１０]研究了其双参数分支情形－１:４共振．Gao
等[１１－１８]分析了基于 Kopel系统的推广模型的稳定

性、分岔与混沌现象,这些分岔研究主要基于文献

[２３－２７]的方法．
Murakami提出分析 NＧS分岔的新方法,并成

功得到验证[１９,２２]．现基于此新方法,再次给出 KoＧ

pel系统(１)的 NＧS分岔的证明,得到分岔方向及

稳定性结果,并计算出 NＧS分岔所产生的不变曲

线的近似表达式,同时,对 NＧS分岔的扰动参数与

不变曲线中的参数之间的关系进行了分析．这些是

对 Kopel系统(１)的内在复杂动力学研究的进一步

补充完善．

１　Kopel系统的NＧS分岔及不变曲线

由离散系统的不动点定义,令
(１－ρ)xn ＋ρμyn(１－yn)＝xn,

(１－ρ)yn ＋ρμxn(１－xn)＝yn,{
得 Kopel系统的四个非负不动点[１－８],分别记为

P１(x∗,y∗)＝(０,０),

P２(x∗,y∗)＝ μ－１
μ

,μ－１
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,μ ＞１,

P３(x∗,y∗)＝(P３１,P３２),

其中,

P３１ ＝μ＋１＋ (μ＋１)(μ－３)
２μ

,

P３２ ＝μ＋１－ (μ＋１)(μ－３)
２μ

,

μ ≥３,不动点P４ 与P３ 关于直线x＝y 对称．文献

[４,６]取定一组特殊参数值,给出了P３ 不动点处的

NＧS分岔数值模拟,但对此系统 NＧS分岔的不变曲

线的研究仍未涉及．
系统(１)在不动点处的雅可比矩阵为

J＝
１－ρ ρμ－２ρμy

ρμ－２ρμx １－ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷

(x∗,y∗)

(２)

其特征方程为

λ２－２(１－ρ)λ＋(１－ρ)２－
　(ρμ－２ρμx∗)(ρμ－２ρμy∗)＝０

则特征值

λ１,２ (x∗,y∗)＝(１－ρ)±

　ρμ (１－２x∗)(１－２y∗)．
现在分析P３ 处的 NＧS分岔及分岔所产生的

不变曲线的近似表达式．
引理１[２２]　给定二维方阵A ,如果迹trA 及行

列式detA 满足|trA|－１≤detA＝１,则A 的特征

值为λ＝e±iω ,其中ω＝cos－１(trA/２),i为虚数单

位．

引理２　如果０＜ρ ＜１,μ ＞１＋ ６ ,则当

ρ＝２/(μ２－２μ－３)时,系统(１)在不动点P３ 处的

雅可比矩阵有一对共轭纯虚数特征值λ＝e±iω ,其

中,ω＝cos－１(１－ρ),并且λ 满足

(i)λj ≠１(j＝１,２,３,４)

(ii)d|λ|
dρ ρ＝

２
μ２－２μ－３

＝１＞０．

证明:(i)Kopel系统(１)在不动点P３处的雅可

比矩阵为

A＝
１－ρ A１２

A２１ １－ρ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (３)

其中

A１２＝－ρ[１－ (μ＋１)(μ－３)],

A２１＝－ρ[１＋ (μ＋１)(μ－３)],

则trA＝２(１－ρ),detA＝(μ２－２μ－３)ρ２－２ρ＋
１,由０＜ρ＜１及ρ＝２/(μ２－２μ－３),故|trA|－

１≤１,且detA＝１,又μ＞１＋ ６ ,也保证了０＜ρ

２８
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＜１,即此引理的三个条件是不冲突的,是相容的．
因此,由引理１,系统(１)在P３ 处的雅可比矩阵有

一对共轭纯虚数特征值λ＝e±iω ,其中ω＝cos－１(１

－ρ),又λj＝(e±iω )j＝cos(jω)±isin(jω),因

０＜cosω＝１－ρ ＜１,故ω ≠０、π
２

、２π
３

、π,从而

cos(jω)≠１,得λj ≠１(j＝１,２,３,４)．
(ii)λ＝e±iω 是一对共轭纯虚数,故|λ|２＝λλ

－

＝detA ,得|λ|＝(detA)１
２ ,又当ρ＝

２
μ２－２μ－３

时,detA＝１．又

detA＝(μ２ －２μ－３)ρ２ －２ρ＋１

故 d
dρ

(detA)＝２(μ２－２μ－３)ρ－２,从而

d|λ|
dρ ρ＝

２
μ２－２μ－３

＝

　１
２

(detA)－
１
２ ×(detA)′

ρ＝
２

μ２－２μ－３

＝１≠０

(４)

证毕．
由文献[２４]的定理３．５．２可知,当０＜ρ ＜１,

μ ＞１＋ ６ 及ρ＝
２

μ２－２μ－３
时,Kopel系统(１)

在不动点P３ 处已经满足了文献[２４]的定理３．５．２
的(SH１)与(SH２)条件,现 Kopel系统(１)可能会

发生 NＧS分岔．同时,存在光滑的坐标变换h ,采用

文献[２４]的记号,使得系统(１)可转化为极坐标形

式 (r＋d(μ－μ０)r＋ar３,θ＋c＋br２)＋高阶项．
还需验证条件(SH３):r３ 的系数a≠０．当０＜

ρ ＜１,μ ＞１＋ ６ 及ρ＝
２

μ２－２μ－３
时,对μ 与

ρ 取一般值,由文献[２３,２４]的方法或文献[１９,２２]

的方法计算a ,即使利用 Mathematica软件计算

r３ 的系数都非常困难．下面将在一组特殊参数下,

利用文献[１９,２２]新方法分析 NＧS分岔并给出不

变曲线的近似表达式,有别于文献[２３,２４]的方法．

引理３　如果ρ＝
２

μ２－２μ－３
,则系统(１)在

不动点P３ 处的雅可比矩阵的特征值λ＝e±iω 所对

应的特征向量为

q＝ －
i μ２－２μ－４

１＋ (μ＋１)(μ－３)
,１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

T

p＝
i μ２－２μ－４

－１＋ (μ＋１)(μ－３)
,１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

T

(５)

且q 与p 满足Aq＝λq,pA ＝λp 与pq＝２,ω ＝

cos－１(１－ρ)．
证明:矩阵A 的特征方程

λ２－２(１－ρ)λ＋(μ２－２μ－３)ρ２－２ρ＋１＝

０,其中

λ＝eiω ＝cos(ω)＋isin(ω)＝

　(１－ρ)＋i １－(１－ρ)２ ＝

　μ２－２μ－５＋２i μ２－２μ－４
μ２－２μ－３

,

易验证Aq＝λq、pA＝λp且ρ ．此处ρ与ρ分别是A
的右特征向量与左特征向量．证毕．

现基于文献 [１９,２２]的新方法,选取μ＝５,ρ＝

２
μ２－２μ－３＝

１
６

的特殊情形进行分析．此组参数

情形下,引理２与引理３仍是成立的．

定理１　当ρ＝
１
６

且μ＝５时,系统(１)在不动

点P３ 处发生 NＧS分岔．对参数ρ 进行扰动ρ＋ε１,

ε１ 是充分小的扰动参数,那么,当ε１ ＞０时,存在

一个稳定的闭不变曲线,且其近似表达式为

x∗
n

y∗
n

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ≈

x∗

y∗

æ

è
çç

ö

ø
÷÷＋２r０Re(qeiθ)＋

　r２
０(Re(K２０e２iθ)＋K１１) (６)

其中

x∗

y∗

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

３＋ ３
５

３－ ３
５

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,

q＝
－

１１
１＋２３

i

１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

r０＝
ε

７．１８５１
,

K２０＝

５(１７１＋２３３＋(４５ １１＋３５ ３３)i)

４８(１３＋４３)

５(－１７７－３５３＋(２５ ３３－１５ １１)i)

４８(１３＋４３)

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

３８
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K１１＝

５＋６５３
－３９－１２３

６５＋７５３
３９＋１２３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

ε是一个适当小的正数,θ 为旋转角度．

证明:由于ρ＝
１
６

且μ＝５,因此,引理２及引

理３的结论都成立．现在进一步分析 NＧS分岔及分

岔所产生的不变曲线的近似表达式．
首先,把不动点P３ 平移到原点,作变换un ＝

xn －x∗ ,vn ＝yn －y∗ ,且

(１－ρ)x∗ ＋ρμy∗ (１－y∗ )＝x∗ ,

(１－ρ)y∗ ＋ρμx∗ (１－x∗ )＝y∗ ．{
得

un＋１＝(１－ρ)un ＋ρμ(１－２y∗ )vn －ρμv２
n

vn＋１＝(１－ρ)vn ＋ρμ(１－２x∗ )un －ρμu２
n

{
(７)

由引理２及分岔理论,系统(７)可转化为规范型

zn＋１＝λ(ε)zn ＋c(ε)z２
nz

－
＋O(４) (８)

在极坐标下,式(８)可写成

rn＋１＝|λ(ε)|rn ＋a(ε)r３
n ＋O(４)

θn＋１＝θn ＋argλ(ε)＋b(ε)r３
n ＋O(４){

(９)

其中

a(ε)＝Re c(ε)
a(ε)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,b(ε)＝Im c(ε)

a(ε)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

对(９)式的第一个方程的系数在ε＝０处进行 TayＧ

lor展开,得

rn＋１＝(１＋dε)rn ＋a(０)r３
n ＋O(４) (１０)

下面计算立方项的系数a(０),判定其正负．记
(７)式的非线性项为

F
u
v
æ

è
ç

ö

ø
÷＝

－ρμv２

－ρμu２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (１１)

则(７)式可简记为

un＋１

vn＋１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝A

un

vn

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋F

un

vn

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (１２)

其中A＝
１－ρ ρμ(１－２y∗ )

ρμ(１－２x∗ ) １－ρ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

定义矩阵Φ＝(q,q
－),作变换

u
v
æ

è
ç

ö

ø
÷＝Φ

z

z－
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

Φ１１

z＋z－
æ

è

çç

ö

ø

÷÷ (１３)

其中

　Φ１１ ＝ －iz μ２－２μ－４＋iz－ μ２－２μ－４
１＋ (μ＋１)(μ－３)

．

把(１３)式代入(１１)式,当z＝０时,也有

F Φ
z

z－
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

－ρμ[z２＋２zz－＋z－２]

F２１

æ

è
ç

ö

ø
÷

得

F Φ
z

z－
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

－ρμ[z２＋２zz－＋z－２]

F２１

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ (１４)

其中

F２１＝ρμ
(μ２－２μ－４)[z２－２zz－＋z－２]

[１＋ (μ＋１)(μ－３)]２

因此

f２０＝
∂２

∂z２F Φ
z

z－
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

z＝０

＝
－４μ

－３－２μ＋μ２

f２０１

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

(１５)

其中

f２０１＝

　 ４μ(－４－２μ＋μ２)
(－３＋μ)(１＋μ)(１＋ (－３＋μ)(１＋μ))２

又

f１１＝
∂２

∂z∂z－
F Φ

z

z－
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

z＝０

＝
－４μ

－３－２μ＋μ２

f１１２

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

(１６)

其中

f１１２＝

　 －４μ(－４－２μ＋μ２)
(－３＋μ)(１＋μ)(１＋ (－３＋μ)(１＋μ))２

且

f２１＝

∂３

∂z２∂z－
F Φ

z

z－
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

K２０z２

２ ＋K１１zz
－
＋

K０２z
－２

２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

z＝０

现可计算

K２０＝(λ２I－A)－１f２０

K１１＝(I－A)－１f１１

K０２＝(λ－２I－A)－１f０２ (１７)

得

f２１＝
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∂３

∂z２∂z－
F Φ

z

z－
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

K２０z２

２ ＋K１１zz
－
＋

K０２z
－２

２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

z＝０

(１８)

由于f２１/２是(１５)式

F Φ
z

z－
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

K２０z２

２ ＋K１１zz
－
＋

K０２z
－２

２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

在 (z,z－)＝(０,０)处展开式z２z－ 的系数,因此实际

计算过程中,取

f２１＝
∂３

∂z２∂z－
F Φ

z

z－
æ

è
çç

ö

ø
÷÷＋

K２０z２

２ ＋K１１zz
－é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

z＝０

(１９)

把μ＝５,ρ＝
１
６

代入(７)式、(８)式及(１１)~(１９)

式,得

f２１＝

　

２５(－２３９－４４５３＋(１５ １１－２５ ３３)i)

１４４(１３＋４３)

２５(４９５＋３８５３－(２０３ １１＋４３９ ３３)i)

１４４(３７＋３０３)

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

因此有

c(０)＝
１
２

１
pqpf２１ ＝

１
２×

１
２pf２１＝

　１２５(９０＋３７３)(５５－８９ １１i)

７９２(２１７＋１０４３)

得

a(０)＝Rec(０)
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷＝－

５００(９０＋３７３)

５８５９＋２８０８３
≈

　－７．１８５１＜０ (２０)

因此,由引理２及(２０)式,结合文献[１９,２２]的定

理,Kopel系统(１)在不动点P３ 处发生 NＧS分岔．
对充分小的扰动ε１ ＞０,存在稳定的不变曲线,且

不动点P３ 是渐近稳定的．
基于以上分析及文献[１９,２２]的结论,得 NＧS

分岔的不变曲线的近似表达式为

x∗
n

y∗
n

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ≈

μ＋１＋ (μ＋１)(μ－３)
２μ

μ＋１－ (μ＋１)(μ－３)
２μ

＋

　２r０Re(qeiθ)＋r２
０(Re(K２０e２iθ)＋K１１)

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

(２１)

当取参数μ＝５,ρ＝１/６时,计算可得

r０＝ －
dε

α(０)＝
ε

７．１８５１
,

q＝
－

１１
１＋２３

i

１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

,

K２０＝

　

５(１７１＋２３３＋(４５ １１＋３５ ３３)i)

４８(１３＋４３)

５(－１７７－３５３＋(２５ ３３－１５ １１)i)

４８(１３＋４３)

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

K１１ ＝

５＋６５３
－３９－１２３

６５＋７５３
３９＋１２３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,θ 为旋转角度,存在一

个适当小的正数ε,从而得到NＧS分岔的不变曲线

的具体近似表达式(６)．证毕．
注:闭不变曲线的近似表达式(６)中的ε 是一

个适当小的正数,它不一定等于扰动参数ε１．

２　数值模拟

现对 NＧS分岔进行数值模拟,当取μ＝５,ε１＝

０．００１,则扰动后ρ＝１/６＋ε１,(６)式中的ε＝ε１ ＝
０．００１,初始值取ε＝ε１＝０．００１,初始值的选取不能

远离不动点P３,迭代次数２０００次,去掉部分暂态

数据,得NＧS分岔图及近似不变曲线,如图１所示,

其中心的星号表示P３ 不动点．近似不变曲线为闭

虚线,有很好的近似效果．

图１　ε＝ε１ ＝０．００１的情形

Fig．１　Thecaseofε＝ε１ ＝０．００１

当取μ＝５,ε１＝０．０００１,则扰动后ρ＝１/６＋ε１,
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(６)式中的ε＝ε１＝０．０００１时,初始值取 (０．３,０．２),

得到数值模拟结果如图２所示,此时ε＝０．０００１所

得的近似不变曲线已经不能近似 NＧS分岔的结果．
而若选取ε１＝０．００１≠ε 时,才能得到图１类似的

近似效果．

图２　ε＝ε１ ＝０．０００１的情形

Fig．２　Thecaseofε＝ε１ ＝０．０００１

图１与图２两种情形也说明了当系统的参数

发生小扰动ε１ 时,会发生 NＧS分岔,则存在某个ε,

可构造 NＧS分岔所产生的不变曲线近似方程(６),

但此处的ε不一定是与小扰动参数ε１ 取同一个值．
现结合文献[２２]的定理４．４及其第９１６页的

数值模拟例子印证以上观点．文献[２２]中所研究的

系统为

xn＋１＝αxn(１－xn)－xnyn

yn＋１＝
１
β
xnyn

ì

î

í

ïï

ïï

(２２)

其不动点P３(β,α(１－β)－１)．当β＝
１
２

(１－
１
α

)

时,系统(２２)将发生 NＧS分岔,分岔所产生的近似

不变曲线的近似表达式为

x∗
n

y∗
n

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ≈

β
α(１－β)－１
æ

è
ç

ö

ø
÷＋２ρ０Re(qeiθ)＋

ρ２
０(Re(K２０e２iθ)＋K１１) (２３)

其中ρ０＝ μ
α２

０
,q、K２０、K１１ 等取值情况见文献[２２]

的定理４．４．
当α＝２．５＋μ ,即α０＝２．５,扰动参数μ＝０．１,

β＝０．３,取初始值 (０．６,０．６)．类似前面的处理技

巧,把(２３)式的参数ρ０ ＝ μ/α２
０ 中的μ 重新记成

μ１,以示区分．当μ＝μ１＝０．１时,即为文献[２２]的

定理４．４的数值模拟的例子,所得结果如图３所

示,(２３)式能很好地近似 NＧS分岔所产生的不变

曲线．

图３　μ ＝μ１ ＝０．１的情形

Fig．３　Thecaseofμ ＝μ１ ＝０．１

当μ＝μ１＝０．００１时,其他参数不变,去掉部分

暂态数据,此时所得近似效果已较差．而此时若选

择某个恰当的μ１＝０．００１９,则可取得较好的近似效

果．
通过以上算例,文献 [１９]的 推 论 ２．１ 与 文

献[２２]的定理４．４中,不变曲线的近似表达式方

程为

x∗
n ≈x∗ ＋２ρ０Re(qeiθ)＋

　ρ２
０(Re(K２０e２iθ)＋K１１) (２４)

如果在 NＧS分岔中,对系统的参数扰动是μ ,

那么近似表达方程式(２４)中ρ０＝ －d/aμ 处的μ
不一定取参数扰动μ 相等的值,而只是存在某个

μ１,使得当ρ０ ＝ －d/aμ１ 时,有较好的近似效

果,否则lim
μ→０

ρ０＝lim
μ→０

－d/aμ１ ＝０,其中a 、d 是

与μ 无关的固定值．因此,由(２４)式,当扰动参数μ
趋于０时,近似表达式会缩小至不动点x∗ ,而不

是 NＧS分岔所产生的不变曲线的近似,只有找到

恰当的μ１ 才能实现较好的近似．

３　结论

首先阐述了 Kopel系统的分岔、混沌与稳定性

等方面已有的研究成果．在分岔方面,由于推导计算

的复杂性,对 NＧS分岔的方向与稳定性的一般性证

明仍是公开的问题．对 NＧS分岔所产生的不变曲线
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的研究也没有涉及．因此,本文采用 MurakamiK提

出的新方法,分析了Kopel系统的 NＧS分岔,给出了

部分一般性证明,即引理２与引理３,再分析了一组

特殊参数 (ρ＝１/６,μ＝５)情形下 Kopel系统的NＧS
分岔．同时,给出了NＧS分岔所产生的不变曲线的近

似表达式,讨论了扰动参数ε１ 与近似表达式(６)中ε
的选取问题．这些研究是对Kopel系统的复杂动力学

的一个完善．但对其NＧS分岔的一般性分析,即ρ＝

２/(μ２－２μ－３)与μ ＞１＋ ６ 时,要克服(１７)式、

(１９)式与(２０)式的推导计算的困难,仍是将来需要

解决的公开问题．Kopel系统的高余维分岔也是可研

究问题,这些分岔与混沌的研究有助于理解 Kopel
系统的内在复杂动力学与经济现象．
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