
第２１卷第１期

２０２３年１月
动 力 学 与 控 制 学 报

JOURNALOFDYNAMICSANDCONTROL
Vol．２１No．１

Jan．２０２３

文章编号:１６７２Ｇ６５５３Ｇ２０２３Ｇ２１(１)Ｇ０４５Ｇ００６ DOI:１０．６０５２/１６７２Ｇ６５５３Ｇ２０２１Ｇ０７３

　２０２１Ｇ０９Ｇ０７收到第１稿,２０２１Ｇ１１Ｇ０１收到修改稿．
∗国家自然科学基金资助项目(１１８３２００２),NationalNaturalScienceFoundationofChina(１１８３２００２)．
†通信作者 EＧmail:gydxgyh＠１６３．com

轴向可伸缩悬臂复合材料层合板横向振动的解析研究∗
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摘要　通过解析和数值方法对可伸缩悬臂复合材料层合板的时变动力学特性进行研究．根据经典层合板理

论和 Hamilton原理对面内激励和横向载荷共同作用下的可伸缩悬臂复合材料层合板进行线性动力学建

模,选取符合可伸缩悬臂板位移边界条件的时变模态函数,利用 Galerkin方法对所得的偏微分方程进行离

散,得到复合材料层合板的时变常微分线性动力学方程．研究轴向移动速度对可伸缩悬臂板动力学特性的影

响,并通过改进的多尺度法得到了一阶时变线性系统的解析解和数值解比较．结果表明,轴向移动速度对可

伸缩悬臂板的动力学特性影响很大;相比文献[１２],本文采取的改进的多尺度法对一阶线性时变系统更

高效．
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Abstract　ThetimeＧvaryingdynamiccharacteristicsoftelescopiccantilevercompositelaminateswere
studiedbyanalyticalandnumericalmethods．AccordingtotheclassicallaminateplatetheoryandHamilＧ
tonprinciple,amodelofthetelescopiccantilevercompositelaminateunderinＧplaneexcitationandlateral
loadwasestablished．BychoosingsuitabletimeＧvaryingmodalfunctions,partialdifferentialequations
werediscretizedbyGalerkinmethod．ThetimeＧvaryingordinarydifferentiallineardynamicsequationis
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thefirstＧordertimeＧvaryinglinearsystemarecompared．Theresultsshowthattheaxialspeedhasgreat
influenceonthedynamiccharacteristicsofthetelescopiccantileverplate．Comparedwithreference[１２],
theimprovedmultiＧscalemethodadoptedinthispaperismoreefficientforfirstＧorderlineartimeＧvarying
systems．
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引言

近年来,轴向可伸缩悬臂结构引起了广大研究

者的广泛关注．这类结构主要应用于可伸缩机械手

臂、大型可展天线、可伸缩机翼和导弹等．其中,可

伸缩机翼具有外伸时展弦比增大,巡航和着陆性能

好,而当机翼回收时,展弦比降低,阻力小,俯冲速

度快等优点．但是,这类结构在轴向运动中极易发

生失稳和破坏;而且,可伸缩悬臂结构在轴向运动

的过程中质量、刚度、阻尼及边界条件都是变化的,

对其研究难度较大,因此,对可伸缩悬臂结构的动

力学研究具有非常重要的理论意义和工程应用价

值．
目前,很多学者采用数值方法对可伸缩悬臂结

构进行研究[１Ｇ３]．但是,很少有人对可伸缩悬臂结构

采用解析方法进行研究,其中,最常用的解析方法

有多尺度法、平均法等．Öz等[４]和Parker等[５]开展

了带有时变速度的轴向运动简支梁的非线性振动

和稳定性研究,并通过多尺度法得到时变系统近似

解析解．Chen等[６]运用 LindstedtＧPoincare方法研

究非线性时变系统解析解．李山虎等[７]用多尺度法

和数值法研究低速轴向外伸悬臂梁的动力学特性．

Yang等[８]研究多频激励下的轴向运动梁的近似解

析解．Liu等[９]通过平均法对轴向移动梁的动力学

问题进行了解析研究．Yang等[１０]采用假设参数法

得到不同边界下的轴向移动梁的固有频率和近似

解,结果表明当弯曲刚度梁以较大速度外伸时,通

过此种方法所得解析解有很高精确性．Mahdi等[１]

提出控制假设模态法研究带有移动接头的轴向运

动柔性梁的动力学问题．Yang等[１２]应用改进的多

尺度法、谐波平衡和平均法对具有变质量和变刚度

的线性时变系统进行解析研究．Wang等[１３]对湿热

环境下具有不同边界条件的轴向移动悬臂梁的非

线性自由振动特性进行研究,并用多尺度法得到了

非线性无阻尼自由振动的频率解析表达式．除此之

外,崔云涛[１４]对可伸缩翼进行了实验研究,结果表

明可伸缩翼的轴向移动速度与最大响应频率呈线

性关系．段应昌等[１５]通过修正的 Galerkin方法和

实验研究了可伸缩悬臂梁的横向振动特性．Yang
等[１６]通过数值方法进行可伸缩悬臂梁的能量分

析,结果表明考虑一阶初始条件下可伸缩悬臂梁的

主要能量集中在第一阶模态,距离初始条件阶数较

近的模态获得的能量较多,距离越远能量越少．
本文将可伸缩翼模拟成可伸缩悬臂复合材料

层合板,并研究其在匀速外伸和回收过程的时变动

力学特性．根据经典层合板理论和 Hamilton原理

对受面内激励和横向激励联合作用的可伸缩悬臂

复合材料层合板进行建模,然后,通过选取满足时

变位移边界条件的模态函数进行一阶 Galerkin离

散得到一阶时变常微分方程．最后,通过改进的多

尺度法和数值方法分析轴向移动速度对可伸缩悬

臂板的动力学特性的影响．

１　基本方程

考虑受面内激励和一阶气动力联合作用的可

伸缩悬臂复合材料层合矩形板,面内激励的表达式

为fy＝f０＋f１cos(ωt),一阶气动力表达式为 p ,
该板沿着x 轴运动的速度为v＝v０ ＋vdcos(ωt),
其中f１cos(ωt),vdcos(ωt)是扰动项．板的初始长

度为l０,板的总长度为l,板宽为b,板的厚度为

h ,如图１所示．
根据经典层合板理论[１７],可伸缩悬臂复合材

料层合板的位移场可以写为

u(x,y,t)＝u０(x(t),y,t)－z
∂w０

∂x
(１a)

v(x,y,t)＝v０(x(t),y,t)－z
∂w０

∂y
(１b)

w(x,y,t)＝w０(x(t),y,t) (１c)
其中,u０,v０,w０ 分别表示笛卡儿直角坐标系上沿

着x,y,z方向的位移,z
∂w０

∂x
,z

∂w０

∂y
分别表示沿

着x,y 方向的分量．

图１　可伸缩悬臂板模型

Fig．１　Themodeloftelescopiccantilever

位移Ｇ应变关系可以写为

εxx ＝
∂u
∂x

,εyy ＝
∂v
∂y

,εxy ＝
１
２

∂u
∂y＋

∂v
∂x

æ

è
ç

ö

ø
÷ (２)

６４
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根据 Hamilton原理可得线性动力学方程:

Nxx,x ＋Nxy,y＝I０
d２x
dt２ ＋I０u


０－I１

∂２

∂t２
∂w０

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

(３a)

Nyy,y ＋Nxy,x ＝I０v


０－I１
∂２

∂t２
∂w０

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷ (３b)

∂２Mxx

∂x２ ＋
∂２Myy

∂y２ ＋２
∂２Mxy

∂x∂y ＋Δp－γw


０＝

　I０w


０＋I１
∂u


０

∂x ＋
∂v


０

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷－I２

∂２w


０

∂x２ ＋
∂２w


０

∂y２
æ

è
ç

ö

ø
÷

(３c)

其中

Ii＝∫
h/２

－h/２
ziρ(z)dz　(i＝０,１,２) (４)

根据一阶活塞理论[１８],一阶气动力的表达式为

Δp＝ －
４qdλ
M∞

１
υ

∂w０

∂x
dx
dt＋

∂w０

∂y ＋
１
υ

∂w０

∂t
æ

è
ç

ö

ø
÷ (５)

其中qd＝１/２ρaυ２ 代表动压,ρa表示空气密度,υ是

来流速度,M ∞ 和λ 表示马赫数和动力修正因子:

λ＝M ∞/ M２
∞ －１ ．可伸缩悬臂板在固定和自由

端的边界条件为

当x＝０,u０＝v０＝w０＝０ (６a)

当x＝l(t),Nxx ＝Nxy ＝Mxx ＝Mxy ＝０
(６b)

当y＝０,b,Nxy ＝Myy ＝Mxy ＝０ (６c)

正交铺设复合材料层合板的应变位移Ｇ关系为

εxx

εyy

γxy

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

＝

ε(０)
xx

ε(０)
yy

γ(０)
xy

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

＋z

ε(１)
xx

ε(１)
yy

γ(１)
xy

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

(７)

其中

ε(０)
xx

ε(０)
yy

γ(０)
xy

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

＝

∂u０

∂x
∂v０

∂y
∂u０

∂y ＋
∂v０

∂x

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

,
ε(１)

xx

ε(１)
yy

γ(１)
xy

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

＝

－
∂２w０

∂x２

－
∂２w０

∂y２

－２
∂２w０

∂x∂y

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(８)

正交各向异性层合板的内力和力矩与应变的关系为

Nx

Ny

Nxy

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

＝

A１１ A１２ ０

A２１ A２２ ０

０ ０ A６６

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

ε ０( )
x

ε ０( )

y

γ ０( )
xy

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

(９a)

Mx

My

Mxy

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

＝

D１１ D１２ ０

D２１ D２２ ０

０ ０ D６６

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

ε １( )
x

ε １( )

y

γ １( )
xy

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

(９b)

层合板的刚度系数为

(Aij,Dij)＝∫
h/２

－h/２
Qij(１,z２)dz　(i,j＝１,２,６)

(１０)

将方程(９)代入方程(３),可以得到以广义位移

关系表示的可伸缩悬臂复合材料层合板的线性动

力学方程为

A１１
∂u２

０

∂x２ ＋(A１２＋A６６)
∂２v０

∂x∂y＋A６６
∂２u０

∂y２ ＝

　I０x
(t)＋I０

∂２u０

∂t２ －I１
∂２

∂t２
∂w０

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷ (１１a)

A２２
∂２v０

∂y２ ＋(A１２＋A６６)
∂２u０

∂x∂y＋A６６
∂２v０

∂x２ ＝

　I０
∂２v０

∂t２ －I１
∂２

∂t２
∂w０

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷ (１１b)

D１１
∂４w０

∂x４ ＋D２２
∂４w０

∂y４ ＋(D１２＋D２１＋４D６６)

　
∂４w０

∂x２∂y２＋
４qdλ
M ∞

∂２w０

∂y２ ＋fy
∂２w０

∂y２ ＝－I０w


０－

　 γ＋
４qdλ
M ∞

１
va

æ

è
ç

ö

ø
÷w


０－

４qdλ
M ∞

１
va

∂w０

∂x
dx
dt＋

　I２
∂２

∂t２
∂２w０

∂x２ ＋
∂２w０

∂y２
æ

è
ç

ö

ø
÷－I１

∂２

∂t２
∂u０

∂x ＋
∂v０

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷

(１１c)

考虑到可伸缩悬臂板面内振动较小,因此忽略

u和v方向的位移,只考虑w 方向的位移,为了满足

可伸缩悬臂板的位移边界条件,选取悬臂梁和自由

梁沿x 和y方向的模态函数进行研究,如下所示:

w(x,y,t)＝∑
n

i＝１
wi(t)Xi(x)Yj(y)

(i＝１,２,,n) (１２a)

Xi(x,t)＝sin
kix
l(t)－sinh

kix
l(t)＋

αi cosh
kix
l(t)－cos

kix
l(t)

æ

è
ç

ö

ø
÷ (１２b)

Yi(y)＝sin
uiy
b ＋sinh

uiy
b －βi cosh

uiy
b ＋cos

uiy
b

æ

è
ç

ö

ø
÷

(１２c)

为了对方程(１１c)进行无量纲化,引入的无量

纲参数,如下所示:

w－０＝
w０

h
,x－ ＝

x
l０

,y
－
＝
y
b

,Ω＝
１
π２

l０bρ
E

æ

è
ç

ö

ø
÷

１/２

Ω

　　t－ ＝π２ E
l０bρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１/２

t,A－ij ＝
(l０b)１/２

Eh２ Aij

７４
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D－ij ＝
(l０b)１/２

Eh４ Dij ,I－i＝
１

(l０b)(i＋１)/２ρ
Ii

γ－ ＝
１

l０b
１
ρE

γ ,f
－
＝

b２

Eh３f (１３)

忽略面内振动和惯性项的影响,可得无量纲化

的方程．

c１０
∂４w０

∂x４ ＋c１１
∂４w０

∂y４ ＋c１２
∂４w０

∂x２∂y２ ＋

　c１３
∂w０

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

２∂２w０

∂x２ ＋c１４
∂w０

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷

２∂２w０

∂y２ ＋

　c１５
∂w０

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

２∂２w０

∂y２ ＋c１６
∂w０

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷

２∂２w０

∂x２ ＋

　c１７
∂２w０

∂x∂y
∂w０

∂x
∂w０

∂y ＋c１８
∂２w０

∂y２ ＋c１９
∂w０

∂x ＋

　c２０
∂w０

∂y ＋c２１
∂w０

∂t ＝c２２
∂２w０

∂t２
(１４)

其中,为了简化,在推导过程中略去了变量符号中

的横线．将时变模态函数(１２)代入方程(１４),进行

伽辽金离散,可得一阶线性常微分方程,如下所示．

β１w


１＋β２w


１＋β３w１＝０ (１５)

其中βi 是关于时间的函数．

２　 拓展的多尺度法

根据文献[１１],选取的时间尺度为

t→ {t１,t２},t１＝t,t２＝
１
ε∫

t

０
ω(t)dt (１６)

其中ω(t)＝ β３/β１ ．
对时间的两阶微分算子为

d
dt＝

∂
∂t１

＋ε ∂
∂t２

ω(t) (１７a)

d２

dt２＝
∂２

∂t２
１
＋

１
ε ω

 ∂
∂t２

＋２ω ∂２

∂t１∂t２

é

ë
êê

ù

û
úú＋

１
ε２ω

２ ∂２

∂t２
２

(１７b)

将方程(１７)代入方程(１５),忽略阻尼项,根据

的指数项相同可得

ε０:　
∂２w１

∂t２
２

＋w１＝０ (１８a)

ε１:　ω
∂w１

∂t２
＋２ω

∂２w１

∂t１∂t２
＝０ (１８b)

设方程(１８a)的解为

w(t１,t２)＝a(t１)cos(t２＋β０) (１９)

将方程(１９)代入方程(１８b)可得

a(t１)＝a(０) ω(０)
ω(t) (２０)

当０＜ε≪１时,将方程(１８)代入方程(１７)可

得一阶线性时变方程的近似解析解

w＝a(０) ω(０)
ω(t)cos

１
ε∫

t

０
ω(t)dt＋β０

é

ë
êê

ù

û
úú (２１)

其 中,ω(０)是 结 构 的 初 始 固 有 频 率,β０ ＝

arctan(ω(０)w(０)/w
(０))表 示 初 始 相 位,a(０)＝

w (０)２＋(w(０)/ω(０))２ 是结构的初始振幅．与

文献[１１]不同的是,考虑当ε＝１时,式(１５)的近似

解析解为

w＝a(０) ω(０)
ω(t)cos∫

t

０
ω(t)dt＋φ０[ ] (２２)

其中

φ０＝－∫
t

０
ω(t)dt[ ] t＝０

＋β０．

３　 对比验证

为了研究可伸缩悬臂复合材料层板的动力学

特性,板的尺寸和材料参数如下所示:l０ ＝１．５m ,

b＝１．５m ,l＝４m ,f０＝２０００N/m２,Ω＝１０,ρa＝
０．６５kg/m３,Ma ＝３．０,υ＝９００m/s,E１＝１２５．０GPa,

E２＝７．２GPa,G２３＝１．４３GPa,G１２ ＝G１３ ＝４．１GPa,

v１２＝０．３３,v２１ ＝v１２E２/E１,ρ＝１５７０kg/m３,γ＝
３００Ns/m ．根据方程(１５)和方程(２２),比较了一阶

线性数值解和近似解析解,并分析轴向移动速度对

板的动力学特性的影响．
板以不同的轴向移动速度匀速外伸和回收过

程中的时间历程,如图２所示．其中,蓝色线代表数

值解,红色代表解析解．从图２可以看出,板在轴向

移动过程中的数值解和解析解非常吻合,因此可以

证明拓展的多尺度法求解一阶线性时变系统解析

解是可行的．除此之外,由图２(a)可以看出,板在外

伸过程中,频率减小,振幅增大,这与回收过程图２
(d)是相反的;并且,由图２(a)~图２(c)可以看出,

随着轴向外伸速度逐渐增大,板的频率逐渐减小,

但是振幅变化不大,这与回收过程图２(d)~２(f)的
现象相同．结果表明,轴向移动速度对可伸缩悬臂

板的振动频率影响很大．
当可伸缩悬臂板轴向匀速外伸和匀速回收时

不同轴向移动速度对板的固有频率的影响,如图３
所示．其中图３(a)和(b)分别是外伸和回收过程轴

向移动速度对板的固有频率的影响,外伸速度分别

为０．１m/s,０．５m/s,１m/s,２m/s和５m/s;回收速度

８４
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分别为０．１m/s,０．２m/s,０．３m/s,０．４m/s和０．５m/s．从

图３可以看出轴向移动速度越大,可伸缩悬臂板的

频率变化越快,这与图２的结论是一致的．这表明

轴向移动速度对板的频率影响较大．

图２　当可伸缩悬臂板以不同轴向速度匀速外伸和回收时的时间历程图:(a),(b),(c)当外伸速度０．５m/s,１m/s和５m/s时板的
时间历程图,(d),(e),(f)当回收速度为０．５m/s,１m/s和５m/s时板的时间历程图

Fig．２　Timehistorycurvesofthetelescopiccantileverplatewhentheplateisdeployingandretractingatdifferentuniformspeeds:
(a)(b)(c),thetimehistorycurvesoftheplatewhenthedeployingspeedis０．５m/s,１m/sand５m/s,(d)(e)(f),

thetimehistorycurvesoftheplatewhentheretractingspeedis０．５m/s,１m/sand５m/s

　　(a)外伸过程中固有频率的变化　　　　　　　　(b)回收过程中固有频率的变化
(a)Thenaturalfrequencyvariesindeployingprocess　(b)Thenaturalfrequencyvariesinretractingprocess

,图３　当可伸缩悬臂板匀速外伸和回收时轴向移动速度对板固有频率的影响
Fig．３　Theeffectofaxiallymovingspeedonnaturalfrequencyofthetelescopiccantileverplatewhentheplateisdeploying

andretractingatdifferentuniformspeeds
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４　 结论

本文将可伸缩机翼模拟成可伸缩悬臂复合材

料层合矩形板模型．通过经典剪切理论和 HamilＧ

ton原理建立了线性动力学方程．通过解析和数值

研究方法研究了可伸缩悬臂板在一阶气动力和面

内激励联合作用下的动力学特性,分析轴向移动速

度对板在匀速外伸和回收过程中振幅和振动频率

的影响,同时通过拓展的多尺度法得到了一阶线性

时变系统的近似解析解,结果表明拓展的多尺度法

对时变系统动力学研究是可行的．除此之外,轴向

移动速度对可伸缩悬臂板的动力学特性影响很大,

无论板是处于外伸还是回收过程,轴向移动速度增

大都会使振动频率的变化加快．
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