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轴向运动功能梯度梁横向振动问题的保结构分析
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摘要　轴向运动速度和材料的非均匀性对轴向运动功能梯度梁振动问题分析提出了严峻挑战．本文在简要

回顾轴向运动功能梯度梁横向振动动力学模型基础上，基于无限维动力学系统的对称破缺理论和广义多辛

分析方法，构造了横向振动模型的保结构数值格式，并在给定材料参数时给出了数值格式具有良好保结构

性能的条件．分别采用微分求积法、复模态法和保结构方法分析横向振动模型的前六阶频率，发现保结构方

法得到的频率结果与复模态法得到的结果吻合较好，在此基础上分析了微分求积法的主要误差来源，以指

导微分求积法的改进，并为复杂动力学系统的数值求解提供了新途径．
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引言

功能梯度材料由于控制界面的成分和组织连

续变化，使材料的热应力大为缓和，而在航空航天、

机械工程、生物医药等领域应用广泛［１３］．智慧建
造［４］这一全新概念的提出，使得传统单一均匀材料

无法满足建筑设计工程的需求，因此，功能梯度材

料将是未来实现很多智慧建造特殊功能的不二选

择．
作为智慧建造中的基本力学构件，功能梯度梁

的动力学行为分析尤为重要．特别是在装配式智慧
建造过程中，功能梯度梁运输及吊装过程的横向振

动特性对运输和吊装过程的稳定性影响显著．Ｓａｎ
ｋａｒ［５］基于 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论，得到了横向载
荷作用下功能梯度梁弹性范围内的解．Ｒｅｄｄｙ［６］基
于ｖｏｎＫａｒｍａｎ几何非线性理论，建立了功能梯度
梁的非线性 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁模型和 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
梁模型．丁虎［７］、王忠民等［８］轴向运动功能梯度梁

振动模型，并分别采用伽辽金法和微分求积法分析

其振动特性，为本文分析功能梯度梁横向振动过程

奠定了基础．刘金建等［９］基于 Ｅｕｌｅｒ梁理论研究了
轴向运动功能梯度粘弹性梁横向振动的稳定性问

题．Ｂａｌｉｒｅｄｄｙ和 Ｐｉｔｃｈａｉｍａｎｉ［１０］分析了时变轴向载
荷作用下功能梯度梁振动特性及稳定性．

从本质上讲，功能梯度梁的材料非均匀性和梁

式结构的轴向运动均属于动力学对称破缺［１１］因

素．对于含有对称破缺因素的动力学系统，本课题
组基于多辛分析方法，建立了广义多辛分析方

法［１２］这一保结构理论框架，并解决了一系列复杂

动力学问题［１３１６］．因此，本文将基于保结构思想，分
析轴向运动功能梯度梁的横向振动频率特性，为功

能梯度梁的横向振动控制提供参考．

１　轴向运动功能梯度梁横向振动模型

本节参考文献［８，９］，简要回顾轴向运动功能
梯度梁横向振动动力学模型的建立过程．考虑一轴
向运动的简支功能梯度矩形截面梁（图１），梁长度
为Ｌ，横截面宽度为ｂ、高为ｈ，轴向运动速度为定常
速度，大小为 η．为了刻画材料特性沿界面高度方
向的梯度，假定功能梯度材料有效杨氏模量和有效
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密度均为ｚ坐标的函数，即Ｅ（ｚ）和ρ（ｚ）．

图１　轴向运动功能梯度梁的物理模型
Ｆｉｇ．１　Ｐｈｙｓｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄｂｅａｍ

ｗｉｔｈａｎａｘｉａｌｖｅｌｏｃｉｔｙ

以含两种组分（如金属材料和陶瓷材料）的功

能梯度材料为例，其有效材料参数可表述为：

Ｅ（ｚ）＝（Ｅｃ－Ｅｍ）（ｚ／ｈ＋１／２）
ｋ＋Ｅｍ

　　 ＝Ｅｍ［（βＥ －１）（ｚ／ｈ＋１／２）
ｋ＋１］

ρ（ｚ）＝（ρｃ－ρｍ）（ｚ／ｈ＋１／２）
ｋ＋ρｍ

　　 ＝ρｍ［（βρ－１）（ｚ／ｈ＋１／２）
ｋ＋１］ （１）

其中Ｅｃ，Ｅｍ，ρｃ，ρｍ分别为两种材料组分的物理参

数，βＥ ＝Ｅｃ／Ｅｍ，βρ＝ρｃ／ρｍ，ｋ为梯度指标．需要
说明的是，从式（１）即可推导出功能梯度梁的中性
层与几何对称中心重合．

基于 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁基本假设，依据文献
［８］，功能梯度梁上任意点的位移可由梁轴线上任
意点的轴向位移ｕ（ｘ，ｔ）和横向位移ｗ（ｘ，ｔ）表述：

ｕｘ（ｘ，ｚ，ｔ）＝ｕ（ｘ，ｔ）－ｚｘｗ（ｘ，ｔ）＋ηｔ
ｕｚ（ｘ，ｚ，ｔ）＝ｗ（ｘ，ｔ） （２）
功能梯度梁上任意点的正应变分量和正应力

分量分别为：

εｘ ＝ｘｕ－ｚｘｘｗ

σｘ ＝Ｅ（ｚ）εｘ ＝Ｅ（ｚ）（ｘｕ－ｚｘｘｗ） （３）
由其描述的梁的应变能可表述为：

Ｕ＝１２∫
Ｌ

０∫ＡσｘεｘｄＡｄｘ
　　　 ＝１２∫

Ｌ

０
［Ｄ１（ｘｕ）

２－２Ｄ２ｘｕｘｘｗ＋

　　Ｄ３（ｘｘｗ）
２］ｄｘ （４）

其中，Ａ为梁的横截面面积，并且：

（Ｄ１，Ｄ２，Ｄ３）＝∫ＡＥ（ｚ）（１，ｚ，ｚ２）ｄＡ
功能梯度梁上任意点两个方向的速度分量分

别为：

ｖｘ ＝ｔｕｘ（ｘ，ｚ，ｔ）
　 ＝ｔｕ（ｘ，ｔ）－ｚｔｘｗ（ｘ，ｔ）＋η
ｖｚ＝ｔｗ（ｘ，ｔ）＋ηｘｗ（ｘ，ｔ） （５）

由此描述的梁的动能可表述为：

Ｋ＝１２∫
Ｌ

０∫Ａρ（ｚ）（ｖ２ｘ＋ｖ２ｚ）ｄＡｄｘ＝
　 １２∫

Ｌ

０
｛Ｉ１［（ｔｕ）

２＋η２＋２ηｔｕ＋（ｔｗ）
２＋

　η２（ｘｗ）２＋２ηｔｗｘｗ］－２Ｉ２ηｔｘｗ－
　２Ｉ２ｔｕｔｘｗ＋Ｉ３（ｔｘｗ）２｝ｄｘ （６）

其中

（Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３）＝∫Ａρ（ｚ）（１，ｚ，ｚ２）ｄＡ
由哈密顿原理，忽略梁的轴向惯性力及其由轴

向惯性力诱导的横向分布载荷项，并消去轴向位移

项，得到轴向运动功能梯度梁横向振动方程：

（Ｄ３－
Ｄ２２
Ｄ１
）ｘｘｘｘｗ－（Ｉ３－Ｉ２

Ｄ２
Ｄ１
）ｔｔｘｘｗ＋

　Ｉ１（ｔｔｗ＋η
２ｘｘｗ＋２ηｔｘｗ）＝０

ｗｉｔｈ
ｗ（０，ｔ）＝０ ｗ（Ｌ，ｔ）＝０
ｘｘｗ（０，ｔ）＝０ ｘｘｗ（Ｌ，ｔ）＝{ ０

（７）

２　振动模型的近似对称形式及保结构离散

引 入 如 下 中 间 变 量： ｔｗ ＝ ｘψ ＝

Ｄ１φ－Ｄ１Ｉ１χ
Ｄ２Ｉ２－Ｄ１Ｉ３

，ｘｗ＝φ，ｘχ＝φ，并定义状态向量：

ｚ＝（ｗ，φ，χ，ψ，φ）Ｔ，轴向运动功能梯度梁横向振
动方程（不含边界条件）可以写成如下近似一阶对

称形式：

Ｍｔｚ＋Ｋｘｚ＝!ｚＳ（ｚ）＋τ（ｚ） （８）
其中，Ｍ，Ｋ∈Ｒ５×５为反对称矩阵：

Ｍ ＝

０ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
－















１ ０ ０ ０ ０

，

Ｋ＝

　

０ Ｄ３－
Ｄ２２
Ｄ１

０ ０ １

Ｄ２２
Ｄ１
－Ｄ３ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ Ｉ２
Ｄ２
Ｄ１
－Ｉ３ ０

０ ０ Ｉ３－Ｉ２
Ｄ２
Ｄ１

０ ０

























０ ０ ０ １ ０

拟哈密顿函数为：

Ｓ（ｚ）＝－１２［Ｉ１η
２ｗ２＋（Ｄ３－

Ｄ２２
Ｄ１
）φ２－

２０１
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　　Ｉ１χ
２＋（Ｉ３－Ｉ２

Ｄ２
Ｄ１
）ψ２］

余项为：τ（ｚ）＝［－２Ｉ１ηψ，０，φ，０，０］
Ｔ．

与标准的多辛形式不同，近似对称形式含有如

下对称破缺因素［１１］：

① 系数矩阵Ｍ，Ｋ及哈密顿函数 Ｓ（ｚ）显含空

间变量；

② 哈密顿函数梯度存在余项τ（ｚ）；
③ 系数矩阵Ｍ非严格地反对称，因此将其分

解

Ｋ＝Ｋ
!

＋Ｋ

⌒

０ Ｄ３－
Ｄ２２
Ｄ１

０ ０ １／２

Ｄ２２
Ｄ１
－Ｄ３ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ Ｉ２
Ｄ２
Ｄ１
－Ｉ３ ０

０ ０ Ｉ３－Ｉ２
Ｄ２
Ｄ１

０ －１／２

－１／２ ０ ０ １／



























２ ０

＋

０ ０ ０ ０ １／２
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １／２
１／２ ０ ０ １／















２ ０

　　①和③两个对称破缺因素引起的横向振动模
型多辛结构残差和局部能量耗散均可以参照文献

［１１］显式给出，第②个对称破缺因素在模拟仿真
中的处理方式可参照参考文献［１７］进行．为避免
与已有工作重复，在此不给出详细表达式和具体处

理步骤，只在模拟结果中给出离散的多辛结构残

差，以间接证明后续构造算法的有效性和保结构性

能．
在梁长度方位内（０≤ ｘ≤ Ｌ）采用空间步长

进行均匀划分单元，并对系统采用时间步长进行

Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ离散，得到保结构差分格式：
Ｍδ＋ｔｚ

ｊ
ｉ＋１／２＋Ｋδ

＋
ｘｚ

ｊ＋１／２
ｉ ＝

　　　
!ｚＳ（ｚ

ｊ＋１／２
ｉ＋１／２）＋τ（ｚ

ｊ＋１／２
ｉ＋１／２） （９）

其中：ｚｊ＋１／２ｉ＋１／２＝
１
４（ｚ

ｊ
ｉ＋ｚ

ｊ
ｉ＋１＋ｚ

ｊ＋１
ｉ ＋ｚ

ｊ＋１
ｉ＋１），δ

＋
ｘ，δ

＋
ｔ均为

一阶前向差分．
限于篇幅，格式的展开形式和消参后的形式不

再给出，同时，离散的多辛结构残差和离散的局部

能量耗散项也不再列出．需要强调的是，多辛结构
残差是衡量格式保结构性能的重要依据，后续在数

值结果中会详细讨论．

３　数值算例

为了将结果与文献［８，９］的部分结果进行对
比，材料参数取值如下：Ｅｃ ＝３９０ＧＰａ，Ｅｍ ＝

２１０ＧＰａ，ρｃ ＝３９６０ｋｇ／ｍ
３，ρｍ ＝７８００ｋｇ／ｍ

３．
为保证数值格式的保结构性能，依照广义多辛

理论［１２］，需要选取合适的时间步长使得在每一时

间步内，离散的多辛结构绝对残差不超过差分格式

的数值截断误差，即 Δｉ ≤ ｏ（Δｔ，Δｘ），其中

ｏ（Δｔ，Δｘ）为格式的数值截断误差．为了计算方便，
忽略高阶项并取Δｔ／Δｘ＝０．５后，可以将数值截断
误差上限估计值近似取为：

ｏ（Δｔ，Δｘ）≤［ｏ］＝７Δｔ２ （１０）
在考虑梯度指标取值较大的情形下，确定容许

的最大时间步长．取 ｋ＝１０５，将时间步长取值从
Δｔ＝０．００１ｓ逐渐增大，当式（１０）刚好严格满足时，
得到最大允许时间步长为 Δｔ＝０．０６４ｓ，此时的多
辛结构残差与数值截断误差上限估计值之间的关

系如图２所示．因此，在后续模拟过程中，取时间步
长为Δｔ＝０．０５ｓ，空间步长为Δｘ＝０．１ｍ，就能保
证所构造的格式具有良好的保结构性能．

分别取ｋ＝０．００１，１００两种梯度指标，分别采
用微分求积法（ＤＱＭ）［８］、复模态法（ＣＭＭ）［９］和保
结构方法（ＳＰＭ）模拟轴向运动功能梯度梁的横向
振动过程，得到梁的前六阶频率值如表１所示．

从表１中不难发现，采用保结构分析方法得到
的结果与复模态法得到的结果整体吻合较好．

随着频率阶次升高，复模态法和保结构方法得

到的频率结果明显低于微分求积法得到的结果．考
察微分求积法的求解过程，可知微分求积法得到的

结果产生以上偏差的主要原因在于以下两个方面：

① 在进行微分求积运算之前，将偏微分方程化为
常微分方程过程中，只考虑了方程解的一阶频率分

３０１
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量而忽略了高阶频率分量；② 微分求积法采用非
均匀网格离散，无法判断每一时间步内不等式（

Δｉ≤ｏ（Δｔ，Δｘ））的满足情况，不具有评价其保

结构性能的条件．复模态法在一定程度上克服了上
述两方面的问题，故得到的结果与本文保结构方法

得到的结果吻合较好．上述结果表明，复模态法和
保结构方法在分析轴向运动功能梯度梁横向振动

问题中均具有较好的数值精度．

图２　轴向运动功能梯度梁的物理模型
Ｆｉｇ．２　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅａｂｓｏｌｕｔｅｒｅｓｉｄｕａｌｏｆｔｈｅ

ｍｕｌｔｉｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

表１　前六阶频率结果对比 （Ｈｚ）
Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｓｉｘｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ（Ｈｚ）
ｋ ＭｏｄｅＮｏ． ＤＱＭ ＣＭＭ ＳＰＭ

１ｓｔ １８．０３８５ １８．０３８５ １８．０３８５

２ｎｄ ７２．５８０１ ７２．５３３９ ７２．５３３９

０．００１ ３ｒｄ １６１．１９７５ １６０．００１８ １６０．００１８

４ｔｈ ２８９．８８０６ ２８６．２１４７ ２８６．２１４２

５ｔｈ ４５８．９３８０ ４５２．７３１１ ４５２．７０９６

６ｔｈ ６６６．２０３９ ６５９．９０１８ ６５９．３０８９


１ｓｔ ９．７８４９ ９．７８４９ ９．７８４８

２ｎｄ ３２．９０９１ ３２．２２８６ ３２．２２５９

１００ ３ｒｄ ８０．３６１０ ７８．４３９２ ７８．４２９８

４ｔｈ １４８．１３１５ １４４．３６１８ １４３．８１００

５ｔｈ ２３７．２０２７ ２３１．２１５６ ２３０．９０３５

６ｔｈ ３４６．７７３８ ３３８．８０３３ ３３８．３２７１

４　结论

基于动力学系统的对称破缺理论和广义多辛

分析方法，本文针对轴向运动功能梯度梁横向振动

的动力学模型，发展了保结构分析方法，并用于分

析轴向运动功能梯度梁横向振动的频率分布情况．
研究结果表明：本文构造的数值求解算法在求解步

长满足给定条件时具有良好的保结构性能，得到的

前六阶频率值与复模态法得到的结果吻合较好，同

时分析了微分求积法得到的结果与保结构方法和

复模态法得到的结果有明显差距的原因，为微分求

积法的进一步改进指明了方向，也为轴向运动功能

梯度梁横向振动这类复杂动力学问题的求解提供

了新途径．
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