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摘要　为解决现有超宽带－惯导组合定位系统在轮式移动机器人的定位精度低、依赖高精度 ＩＭＵ等问题，

提出了一种采用误差状态卡尔曼滤波融合超宽带－惯导－里程计的定位算法，利用里程计的线速度测量和

由非完整约束隐含的伪测量，提高了移动机器人的位置和姿态估计精度．同时，对于由多传感器测量模型组

成的非线性系统，通过基于李导数的能观性秩条件分析方法对该系统的能观测性进行了详细的理论分析与

数学证明，得到了系统局部弱可观的条件，从而确定了系统状态可以被无偏估计所需要的测量输出以及控

制输入．仿真结果表明，在满足能观测性条件时，本文提出的方法能够有效地获得移动机器人较准确的六自

由度位姿，且相比传统方法显著提升了定位精度．

关键词　多传感器融合，　非完整约束，　能观测性，　误差状态卡尔曼滤波
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引言

定位问题是机器人领域过去几十年的研究热

点之一．精确的位姿估计是机器人实现导航、避障
等功能的基础．一方面，室外定位目前主要依赖于
全球卫星导航系统（ＧＮＳＳ）［１］，然而一般的 ＧＮＳＳ
定位系统在建筑物密集的情况下存在较大的定位

误差，并且在室内信号较弱时性能急剧退化甚至失

效．常见的室内定位系统包括基于ＷｉＦｉ的无线网
络定位［２］，基于射频识别（ＲＦＩＤ）的定位［３］等，尽管

这些定位系统很容易被建立和部署，但定位精度相

对较低．另一方面，同时定位与建图（ＳＬＡＭ）技
术［４，５］．利用机器人自身搭载的激光雷达或摄像头
等传感器，获得精确的位姿估计和环境地图，但其

对计算资源的需求较高，对复杂环境的鲁棒性较

差，且存在长时间累积误差等问题．相比于这些传

感器，超宽带无线通信技术（ＵＷＢ）可以提供厘米
级的测距精度［６］，具有功耗低、测量精度高和鲁棒

性强等优点，使其成为建立室内通信和定位网络的

优先考虑方案．
基于ＵＷＢ的定位系统通常需要在空间中预先

部署多个ＵＷＢ锚点，通过测量移动人员或物体上
携带的ＵＷＢ模块与环境中锚点的距离，并基于到
达时间（ＴＯＡ）法或到达时间差（ＴＤＯＡ）法［７］，来确

定移动体的位置．还有一些研究采用惯性测量单
元（ＩＭＵ）与ＵＷＢ组合定位系统来确定机器人的位
置和姿态．Ｌｉ等人［８］采用拓展卡尔曼滤波（ＥＫＦ）
融合ＵＷＢ与ＩＭＵ测量估计无人机的位置和速度，
并在线估计 ＩＭＵ的加速度和角速度测量偏差，使
得该系统可以在低成本 ＩＭＵ上应用．Ｇｏｕｄａｒ等
人［９］针对无人机的位姿估计问题提出考虑 ＵＷＢ
与ＩＭＵ时空参数在线校准的紧耦合定位方法，从
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而减小了传感器之间的时间延迟与外参对定位精

度的影响．Ｙｏｕ等人［１０］采用无迹卡尔曼滤波

（ＵＫＦ）融合 ＵＷＢ与 ＩＭＵ的测量实现多旋翼无人
机的精确位姿估计．总的来说，这些 ＵＷＢＩＭＵ组
合定位方法依赖于对 ＩＭＵ的加速度和角速度积分
进行状态传播和预测［１１］，往往针对的是在运动中

加速度和角速度变化较明显的无人机系统，而对于

运动相对平缓甚至匀速运动的地面轮式机器人来

说，实际的加速度和角速度通常很小甚至接近零，

此时低成本 ＩＭＵ通常难以检测出运动，且测量噪
声会导致极大的累积漂移误差，因此被迫需要采用

高成本、高精度的 ＩＭＵ．Ｌｉ等人［１２］提出一种应用

于地下采矿车的六自由度（三维位置与姿态）定位

方法，采用误差状态卡尔曼滤波（ＥＳＫＦ）融合 ＵＷＢ
与高精度ＩＭＵ的测量实现了精确的轮式机器人位
姿估计．除了提升ＩＭＵ本身的精度外，Ｃａｏ等人［１３］

提出了一种速度估计器来解决低成本ＩＭＵ和ＵＷＢ
融合时的速度漂移问题，相比于传统对加速度和角

速度进行积分，该方法通过连续检测 ＵＷＢ测量的
距离变化进行速度估计，实现了基于低成本 ＩＭＵ
轮式机器人较精确的二维位姿估计．Ｂｒｏｓｓａｒｄ等
人［１４］利用零速修正（ＺＵＰＴ）法实现了车辆的纯惯
性导航定位，该方法通过深度神经网络检测 ＩＭＵ
零速运动情况，在行驶２１公里长的轨迹下仅依靠
ＩＭＵ获得了高精度位姿．Ｗａｎｇ等人［１５］通过粒子

滤波融合ＵＷＢ和ＩＭＵ数据实现了室内行人定位，
并采用ＺＵＰＴ法检测 ＩＭＵ的速度状态来约束误差
的累积．这些方法本质上都是对速度进行有效的
估计或检测，来约束 ＩＭＵ预测位姿时产生的累积
误差．本质上，误差产生的原因有两方面：第一，轮
式机器人不同于无人机系统，其运动相对平缓导致

加速度和角速度测量值较小；第二，低成本 ＩＭＵ的
测量偏差和噪声极大．实际上，对于轮式机器人来
说，里程计（即电机编码器的测量输出）能直接提

供机器人运动的一维线速度和角速度，是方便且有

效的约束速度漂移工具，因而无需设计复杂的速度

估计器或采用 ＺＵＰＴ法检测 ＩＭＵ的零速状态．同
时，一般轮式机器人的非完整约束（无法纯侧移或

脱离地面向上运动）隐含了速度的伪测量值．因
此，本文提出了结合非完整约束，并融合 ＵＷＢ、
ＩＭＵ和里程计的轮式机器人定位新方法，实现基于
低成本ＩＭＵ轮式机器人的精确位姿估计．

除此之外，能观测性是系统状态估计收敛到真

实状态无偏估计的必要条件［１６］．如果一个系统是
能观的，系统的测量输出就提供了必要且充分的信

息来确定系统状态，状态可以被有效估计且只存在

有界的估计误差．因此，研究系统的能观测性对于
状态估计具有重要意义．一些研究者已经对部分
多传感器系统进行了能观测性分析，例如相机 －
ＩＭＵ系统［１６］，ＵＷＢＩＭＵ系统［１７］以及ＧＮＳＳＩＭＵ系
统［１８］等．其中，ＵＷＢ与其他传感器组合系统的能
观测性吸引了极大关注．Ｇｏｕｄａｒ等人［１７］对包含外

参校准的 ＵＷＢＩＭＵ紧耦合系统进行了能观测性
分析，其应用对象是可沿局部坐标系三轴任意平移

和旋转的人或无人机，而非具有非完整约束的轮式

机器人．Ａｒａｋｉ等人［１９］研究了具备 ＵＷＢ里程计系
统双机器人的能观测性，该方法评估的是机器人之

间相对位姿的能观测性，而非全局坐标系下的绝对

位姿，同时里程计仅能提供二维平面模型．Ｑｉｎ等
人［２０］分析了含有 ＵＷＢ里程计系统的多机器人绝
对位姿的能观测性，由于没有加速度和角速度信

息，其得到的运动模型也是二维的；该研究确定了

为使机器人二维绝对位姿能观，需要至少两个

ＵＷＢ锚点或静态机器人提供已知位置．Ｆｏｎｔａｎｅｌｌｉ
等人［２１］研究了 ＵＷＢ里程计系统在二维平面内状
态的全局能观测性，研究得出，对于平面模型，在两

个ＵＷＢ锚点存在时，机器人需要非直线运动以保
证系统全局能观．本文我们研究的对象是具有非
完整约束的轮式机器人，分析由 ＵＷＢＩＭＵ里程计
组成定位系统的能观测性．由于该系统是一个非
线性系统，我们采用一种基于微分几何的能观测性

分析方法［２２］，确定六自由度绝对位姿的局部弱可

观测性条件．
本文提出一种具有非完整约束移动机器人的

ＵＷＢＩＭＵ里程计融合定位方法．首先，对该多传
感器系统进行建模，利用 ＩＭＵ的动力学模型进行
系统状态传播，利用里程计和 ＵＷＢ测量模型进行
状态修正．其次，通过基于李导数的能观性秩条件
分析方法对该系统的能观测性进行详细的理论分

析与数学证明．随后，采用误差状态卡尔曼滤波进
行系统状态估计．仿真实验验证了所提方法的有
效性和优越性．

１　系统建模

本节分别对 ＵＷＢ、ＩＭＵ和里程计的测量进行

５６



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０２２年第２０卷

建模，建立完整的 ＵＷＢＩＭＵ里程计系统模型．其
中，ＵＷＢ模型利用了机器人与ＵＷＢ锚点之间的距
离测量，ＩＭＵ模型利用了三轴加速度和角速度测
量，里程计模型利用了线速度测量．假设ＩＭＵ坐标
系与机体坐标系重合，最终目标是估计 ＩＭＵ坐标
系在世界坐标系中的位姿，坐标系的建立如图１所
示．

对于ＵＷＢＩＭＵ里程计定位系统，估计的系统
状态变量如下：

　ｘ（ｔ）＝｛ＷＩｐ（ｔ），
Ｗ
Ｉｖ（ｔ），

Ｗ
Ｉｑ（ｔ），ａｂ（ｔ），ωｂ（ｔ）｝

（１）
其中 Ｗ

Ｉｐ（ｔ），
Ｗ
Ｉｖ（ｔ），

Ｗ
Ｉｑ（ｔ）分别表示 ＩＭＵ坐标系

｛Ｉ｝相对于世界坐标系｛Ｗ｝的位置、速度和姿态．
这里采用哈密顿形式的单位四元数［１１］Ｗ

Ｉｑ（ｔ）描述

姿态，即 ｑ＝［ｑｗ，ｑ
Ｔ
ｖ］
Ｔ．ＩＭＵ的加速度和角速度

测量偏差在坐标系 ｛Ｉ｝中被表示为 ａｂ（ｔ），

ωｂ（ｔ）．

图１　轮式机器人运动概念图
｛Ｉ｝为ＩＭＵ坐标系，｛Ｗ｝为世界坐标系

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｃｅｐｔｕａｌｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｗｈｅｅｌｅｄｒｏｂｏｔｍｏｔｉｏｎ
｛Ｉ｝ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓＩＭＵｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍａｎｄ｛Ｗ｝ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ

ｔｈｅｗｏｒｌｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

１．１　ＩＭＵ测量模型
常见的惯性测量单元包含加速度计和陀螺仪，

其中加速度计可以提供三轴加速度测量，其被建

模为

ａｍ（ｔ）＝ａｔ（ｔ）＋ａｂ（ｔ）＋ｎａ（ｔ） （２）
其中ａｍ（ｔ）是实际测得的 ＩＭＵ坐标系中的加速度
数据，ａｔ（ｔ）是真实的加速度，ｎａ（ｔ）被假设为服从
零均值高斯分布的加速度测量噪声．

陀螺仪可以提供三轴角速度测量，其被建模为

ωｍ（ｔ）＝ωｔ（ｔ）＋ωｂ（ｔ）＋ｎω（ｔ） （３）
其中ωｍ（ｔ）是实际测得的ＩＭＵ坐标系中的角速度
数据，ωｔ（ｔ）是真实的角速度，ｎω（ｔ）被假设为服
从零均值高斯分布的角速度测量噪声．

与文献［１１］类似，这里采用以加速度和角速
度为系统输入的三维动力学模型：

Ｗ
Ｉｐ
·
（ｔ）＝Ｗ

Ｉｖ（ｔ）
Ｗ
Ｉｖ
·
（ｔ）＝Ｗ

ＩＲ（ｔ）（ａｍ（ｔ）－ａｂ（ｔ）－ｎａ（ｔ））＋ｇ

Ｗ
Ｉｑ
·
（ｔ）＝１２

Ｗ
Ｉｑ（ｔ）（ωｍ（ｔ）－ωｂ（ｔ）－ｎω（ｔ））

ａ·ｂ（ｔ）＝ｎｂａ（ｔ）

ω·ｂ（ｔ）＝ｎｂω（ｔ） （４）

其中 Ｗ
ＩＲ（ｔ）为单位四元数

Ｗ
Ｉｑ（ｔ）所对应的旋转矩

阵，表示四元数乘法，另外，ＩＭＵ坐标系下的加
速度偏差ａｂ（ｔ）和角速度偏差 ωｂ（ｔ）被建模为随

机游走过程，ｎｂａ（ｔ）和 ｎｂω（ｔ）表示零均值高斯白
噪声．注意到，微分方程（４）包含了状态量的二次
项，因此是一个非线性模型．
１．２　里程计测量模型

移动机器人的里程计，即车轮电机编码器，可

以提供ＩＭＵ坐标系下的线速度测量和绕机体 ｚ轴
的角速度测量．一方面，为了约束由ＩＭＵ加速度积
分产生的速度累计误差，本文采用里程计的一维前

向线速度测量作为观测量对速度进行修正．另一
方面，考虑一般的具有非完整约束的轮式移动机器

人，其侧移速度和垂直于地面向上的速度为０．将
该非完整约束作为伪测量值，与电机编码器测量的

前向运动速度结合作为里程计的观测模型，模型表

达式为

ｖ（ｔ）＝Ｉ
ＷＲ（ｔ）

Ｗ
Ｉｖ（ｔ）＋ｎｖ（ｔ）＝［ｖｍ（ｔ）００］

Ｔ

（５）

其中ｖｍ（ｔ）为实际测量的沿 ＩＭＵ坐标系 ｘ轴的线

速度，ｎｖ＝［ｎｘ（ｔ）００］
Ｔ，ｎｘ（ｔ）被假设为零均值高

斯白噪声．另外，注意到，式（５）中包含了状态量的
乘积，因此也是一个非线性方程．本文第４节的实
验证实，引入里程计的线速度测量与非完整约束隐

含的伪测量能够很好地约束定位过程中的误差漂

移．

１．３　ＵＷＢ测量模型
假设在小型轮式机器人上配备的ＵＷＢ模块与

ＩＭＵ之间的外参可以忽略．采用环境中部署的
ＵＷＢ锚点与移动机器人上 ＵＷＢ模块之间的距离
测量作为测量模型，即

ｄｉ（ｔ）＝‖
Ｗ
Ａｉｐ－

Ｗ
Ｉｐ（ｔ）‖２＋ｎｄｉ（ｔ），ｉ＝１，２，…，ｓ

（６）

其中 Ｗ
Ａｉｐ表示第ｉ个锚点在世界坐标系下的三维空

间位置，为已知值．｜｜·｜｜２表示欧几里得距离，ｎｄｉ
为服从零均值高斯分布的距离测量噪声，ｓ表示
ＵＷＢ锚点的总数量．

６６
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２　能观测性分析

如果系统输出和控制输入能够提供必要且充

分的信息来确定系统状态，那么该系统是能观测

的．能观测性是保证状态估计值能收敛到系统真
实状态无偏估计的必要条件，因此，研究系统的能

观测性具有重要意义．对于非线性系统来说，基于
李导数的秩条件分析是常见且有效的能观测性研

究方法［２２］．本文采用该方法分析由式（４）～式（６）
组成的非线性系统的局部弱可观性．
２．１　非线性能观性的定义

将状态空间视为一个光滑的 ｍ维流形 Ｍ，考
虑如下由状态方程和输出方程组成的非线性系统，

并将状态方程写为线性输入（ｉｎｐｕｔｌｉｎｅａｒ）或控制
仿射（ｃｏｎｔｒｏｌａｆｆｉｎｅ）的形式：

ｘ· ＝ｆ（ｘ，ｕ）
ｙ＝ｈ（ｘ{

）

ｘ· ＝ｆ０（ｘ）＋∑

ｎ

ｊ＝１
ｆｊ（ｘ）ｕｊ

ｙ＝ｈ（ｘ
{

）

（７）
其中ｘ∈Ｍ是状态向量，ｕ＝［ｕ１，…，ｕｎ］

Ｔ∈ 瓗ｎ

为控制输入向量，ｙ表示观测到的系统输出，ｈ表
示输出函数．函数ｆ０和ｆｊ为光滑向量场，与控制输
入ｕ共同决定系统状态随时间的变化．

根据定义［２２］，如果流形 Ｍ上不存在具有相同
的输入－输出映射的两点ｘ０和ｘ１，即ｘ０和ｘ１可区
分，则系统是全局可观的．如果对于流形Ｍ上的每
一点ｘ０，存在一个邻域ＨＭ使得在每个ｘ０的邻
域ＶＨ，不存在其他的状态ｘ１∈Ｖ与ｘ０不可区
分，那么系统是局部弱可观的．这实际上说明，局
部弱可观性要求状态空间中的状态要与其邻域内

的状态可区分，不能共享相同的输出．
２．２　系统能观性判断

文献［１６］和［１７］所概述的方法考虑了无噪声
非线性系统的情况．在接下来的分析中，忽略噪声
参数的影响，并将动力学模型（４）重新写成控制仿
射的形式：

ｘ· ＝

Ｗ
Ｉｖ

－ＷＩＲａｂ＋ｇ

－１２Ξ（
Ｗ
Ｉｑ）ωｂ

０３×１
０３×





















       １
ｆ０

＋

０３×３
Ｗ
ＩＲ

０４×３
０３×３
０３×

















{３

ｆ１

ａｍ ＋

　

０３×３
０３×３
１
２Ξ（

Ｗ
Ｉｑ）

０３×３
０３×





















     ３
ｆ２

ωｍ （８）

其中Ξ（ＷＩｑ）＝
－ｑＴｖ

ｑ０Ｉ－?ｑｖ」
[ ]

×

，?·」ｘ为反对称矩

阵算子，即

?ω」×＝

０ －ωｚ ωｙ
ωｚ ０ －ωｘ
－ωｙ ωｘ









０

，ω＝

ωｘ
ωｙ
ω









ｚ

（９）

时间ｔ被省略以简化表达．为了便于求导运算，
ＵＷＢ测量模型被重新表示为等效形式：

ｈｄｉ ＝
１
２‖

Ｗ
Ａｉｐ－

Ｗ
Ｉｐ‖

２
２ （１０）

由于单个ＵＷＢ锚点测量不足以约束完整的状态，

现考虑三个锚点的距离测量．根据定义［２２］，如果

由有限阶李导数的梯度矩阵构成的观测矩阵满秩，

则非线性系统是局部弱可观的．值得注意的是，由
于非完整约束的存在，里程计沿 ＩＭＵ坐标系 ｙ轴
和ｚ轴的线速度测量为０，因此其相应的李导数及
其梯度也为 ０，本质上不会导致观测矩阵的秩增
加．然而，在计算观测矩阵的秩时，由于使用符号
运算无法体现出非完整约束的存在，导致该部分的

李导数梯度难以被识别为零，进一步影响了观测矩

阵秩的大小的判断．因此，这里用单位向量 ｅ１ ＝
［１，０，０］左乘里程计的测量函数，即取一维的前向
速度测量，并重新构造系统的测量方程为

ｈ（ｘ）＝

ｅ１
Ｉ
ＷＲ

Ｗ
Ｉｖ

１
２‖

Ｗ
Ａ１ｐ－

Ｗ
Ｉｐ‖

２
２

１
２‖

Ｗ
Ａ２ｐ－

Ｗ
Ｉｐ‖

２
２

１
２‖

Ｗ
Ａ３ｐ－

Ｗ
Ｉｐ‖




















２
２

∈瓗４ （１１）

然后，给出了相应的李导数及其梯度的计算．
２．２．１　零阶李导数及其梯度：

ｈ（ｘ）的零阶李导数是它本身，即

Ｌ０ｈ（ｘ）＝ｈ（ｘ） （１２）

其对应的梯度矩阵为

７６
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!

Ｌ０ｈ＝Ｌ
０ｈ（ｘ）
ｘ

＝

　
０１×３ ｅ１

Ｉ
ＷＲ ｅ１Ｆ０ ０１×３ ０１×３

ｐｒ ０３×３ ０３×４ ０３×３ ０３×
[ ]

３

（１３）

其中

Ｆ０ ＝
（ＩＷＲ

Ｗ
Ｉｖ）

ＷＩｑ
，ｐｒ＝

（ＷＩｐ－
Ｗ
Ａ１ｐ）

Ｔ

（ＷＩｐ－
Ｗ
Ａ２ｐ）

Ｔ

（ＷＩｐ－
Ｗ
Ａ３ｐ）











Ｔ


ｐｒ１
ｐｒ２
ｐｒ









３

（１４）
ｐｒ∈ 瓗

３×３为机器人与锚点的相对位置构成的

矩阵．
２．２．２　一阶李导数及其梯度

计算Ｌ０ｈ（ｘ）相对于ｆ０的一阶李导数，得到

Ｌ１ｆ０ｈ＝!

Ｌ０ｈ·ｆ０ ＝

　
－ｅ１（ａｂ－

Ｉ
ＷＲｇ＋

１
２Ｆ０Ξ（

Ｗ
Ｉｑ）ωｂ）

ｐｒ
Ｗ
Ｉ







ｖ
（１５）

对应的李导数梯度为

!

Ｌ１ｆ０ｈ＝
Ｌ１ｆ０ｈ
ｘ

＝

　
０１×３ Ｆ１ Ｆ２ －ｅ１Ｉ Ｆ３
Ｆ４ ｐｒ ０３×４ ０３×３ ０３×

[ ]
３

（１６）

其中矩阵Ｆ１、Ｆ２、Ｆ３、Ｆ４并不影响对最后的观测矩
阵的秩的大小判断，这里省略其具体表达式．
２．２．３　二阶李导数及其梯度

计算Ｌ１ｆ０ｈ（ｘ）分别相对于ｆ０和ｆ１的二阶李导
数，得到

Ｌ２ｆ０ｆ０ｈ＝!

Ｌ１ｆ０ｈ·ｆ０ ＝

　
Ｆ１（－

Ｗ
ＩＲａｂ＋ｇ）＋Ｆ２（－

１
２Ξ（

Ｗ
Ｉｑ）ωｂ）

Ｆ４
Ｗ
Ｉｖ＋ｐｒ（－

Ｗ
ＩＲａｂ＋ｇ







）

（１７）

Ｌ２ｆ０ｆ１ｈ＝!

Ｌ１ｆ０ｈ·ｆ１ ＝
Ｆ１

Ｗ
ＩＲ

ｐｒ
Ｗ
Ｉ

[ ]Ｒ （１８）

其相应的梯度计算为

!

Ｌ２ｆ０ｆ０ｈ＝
Ｌ２ｆ０ｆ０ｈ
ｘ

＝

　
０１×３ Ｆ５ Ｆ６ Ｆ７ Ｆ８
Ｆ９ Ｆ１０ Ｆ１１ －ｐｒ

Ｗ
ＩＲ ０３×

[ ]
３

（１９）

!

Ｌ２ｆ０ｆ１ｈ＝
Ｌ２ｆ０ｆ１ｈ
ｘ

＝

　
Ｆ１２ ０９×３ Ｆ１３ ０９×３ ０９×３
０３×３ ０３×３ Ｆ１４ Ｆ１５ Ｆ[ ]

１６

（２０）

其中

Ｆ１３ ＝

Ｆ１１３
Ｆ２１３
Ｆ３１










３

，Ｆｉ１３ ＝
（ＩＷＲｐｒｉ）
ＷＩｑ

，

Ｆ１６ ＝
０ ０ ０
０ １ ０
０ ０ －









１

（２１）

矩阵Ｆ５ ～Ｆ１２，以及Ｆ１４，Ｆ１５不影响观测矩阵的秩
的大小，因此省略其具体表达式．
２．２．４　三阶李导数及其梯度

计算Ｌ２ｆ０ｆ１ｈ（ｘ）相对于ｆ０的三阶李导数，得到

Ｌ３ｆ０ｆ１ｆ０ｈ＝!

Ｌ２ｆ０ｆ１ｈ·ｆ０ ＝

　
Ｆ１２

Ｗ
Ｉｖ＋Ｆ１３（－

１
２Ξ（

Ｗ
Ｉｑ）ωｂ）

Ｆ１４（－
１
２Ξ（

Ｗ
Ｉｑ）ωｂ









）

（２２）

其对应的梯度计算为

!

Ｌ３ｆ０ｆ１ｆ０ｈ＝
Ｌ３ｆ０ｆ１ｆ０ｈ
ｘ

＝

　
Ｆ１７ Ｆ１８ Ｆ１９ ０９×３ Ｆ２０
０３×３ ０３×３ ０３×４ ０３×３ ０３×

[ ]
３

（２３）

其中

Ｆ２０ ＝

０３×１ ｐｒ
Ｗ
ＩＲｅ

Ｔ
３ －ｐｒ

Ｗ
ＩＲｅ

Ｔ
２

－ｐｒ
Ｗ
ＩＲｅ

Ｔ
３ ０３×１ ｐｒ

Ｗ
ＩＲｅ

Ｔ
１

ｐｒ
Ｗ
ＩＲｅ

Ｔ
２ －ｐｒ

Ｗ
ＩＲｅ

Ｔ
１ ０３×











１

，

ｅ２ ＝ ０，１，[ ]０

ｅ３ ＝ ０，０，[ ]１
（２４）

矩阵Ｆ１７，Ｆ１８，Ｆ１９不影响观测矩阵的秩的大小，因
此省略其具体表达式．

将梯度矩阵按行堆叠，可以得到完整的观测矩

阵Ｏ

Ｏ＝

!

Ｌ０ｈ

!

Ｌ１ｆ０ｈ

!

Ｌ２ｆ０ｆ０ｈ

!

Ｌ２ｆ０ｆ１ｈ

!

Ｌ３ｆ０ｆ１ｆ０



















ｈ

＝

８６
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０１×３ ｅ１
Ｉ
ＷＲ ｅ１Ｆ０ ０１×３ ０１×３

ｐｒ ０３×３ ０３×４ ０３×３ ０３×３
０１×３ Ｆ１ Ｆ２ －ｅ１Ｉ Ｆ３
Ｆ４ ｐｒ ０３×４ ０３×３ ０３×３
０１×３ Ｆ５ Ｆ６ Ｆ７ Ｆ８
Ｆ９ Ｆ１０ Ｆ１１ －ｐｒ

Ｗ
ＩＲ ０３×３

Ｆ１２ ０９×３ Ｆ１３ ０９×３ ０９×３
０３×３ ０３×３ Ｆ１４ Ｆ１５ Ｆ１６
Ｆ１７ Ｆ１８ Ｆ１９ ０９×３ Ｆ２０
０３×３ ０３×３ ０３×４ ０３×３ ０３×




































３

（２５）

定理１　观测矩阵Ｏ满秩的充分条件是：（ａ）
至少三个非共线的锚点存在；（ｂ）机器人不与三
个非共线锚点共面；（ｃ）加速度 ａｘ，ａｙ，ａｚ均被
激励．

证明　假设三个 ＵＷＢ锚点的位置为 Ｗ
Ａｉｐ＝

Ｗ
Ａｉｘ，

Ｗ
Ａｉｙ，

Ｗ
Ａｉ

[ ]ｚＴ，ｉ＝１，２，３．因为世界坐标系的选

择不会影响系统自身的能观测性．为了简化证明，
选择锚点 １的位置为世界坐标系的原点，即 Ｗ

Ａ１ｘ

＝ＷＡ１ｙ＝
Ｗ
Ａ１ｚ＝０．ｘ轴被设置为锚点１指向锚点２

的方向．因此，ＷＡ２ｘ≠０，
Ｗ
Ａ２ｙ＝

Ｗ
Ａ２ｚ＝０．以三个锚点

所在的平面为世界坐标系的 ｘ－ｏ－ｙ平面，因此，
Ｗ
Ａ３ｚ＝０．

采用高斯消元法来证明观测矩阵满秩，通过依

次计算式（２５）中以下块矩阵的行列式来验证它们
为满列秩：第一列第二行的矩阵 ｐｒ，第二列第四行
的矩阵ｐｒ，第三列第七行的矩阵 Ｆ１３，第四列第六

行的矩阵 －ｐｒ
Ｗ
ＩＲ，以及第五列由第八行和第九行

元素Ｆ１６和Ｆ２０组成的矩阵．同时，每次将这些矩
阵所在行通过线性运算对其余行进行高斯消元，最

终化简观测矩阵．
首先，计算矩阵ｐｒ的行列式为

ｐｒ ＝
Ｗ
Ａ２ｘ

Ｗ
Ａ３ｙ

Ｗ
Ｉｚ （２６）

由于 Ｗ
Ａ２ｘ≠０，矩阵ｐｒ行列式不为０（即矩阵ｐｒ

满秩）的条件是 Ｗ
Ａ３ｙ≠０和

Ｗ
Ｉｚ≠０．

Ｗ
Ａ３ｙ≠０意味着

锚点３不能和锚点１与锚点２共线，因此，产生了
条件（ａ）．ＷＩｚ≠０意味着机器人不能与三个非共线
锚点共面，这产生了条件（ｂ）．此时，根据高斯消元
法，由于式（２５）的第二行除ｐｒ以外均为零矩阵，可
以将第二行经过线性运算消除其余每一行的第一

列元素．类似地，利用消除后的矩阵的第四行可以

将其余每一行的第二列元素消除．
在将式（２５）的前两列元素经过高斯消元后，

计算第三列元素中矩阵Ｆ１３的行列式．Ｆ１３是一个９

×４的矩阵，Ｆ１３前三行对应ａｘ的激励，中间三行对

应ａｙ的激励，最后三行对应 ａｚ的激励．从中任意

取出四行计算它们的行列式，只要任何一个行列式

不为０，则Ｆ１３列满秩．取出其中的第１，２，４，７行，

第１，３，４，７行，第２，３，６，９行，并分别计算它们的
行列式，可以得到

ｄｅｔ（１，２，４，７）＝１６ＷＡ２ｘ
Ｗ
Ａ３ｙ

Ｗ
Ｉｚ（

Ｗ
Ｉｐ
ＴＷ
ＩＲ）［１，３］，

ｄｅｔ（１，３，４，７）＝－１６ＷＡ２ｘ
Ｗ
Ａ３ｙ

Ｗ
Ｉｚ（

Ｗ
Ｉｐ
ＴＷ
ＩＲ）［１，２］，

ｄｅｔ（２，３，６，９）＝１６ＷＡ２ｘ
Ｗ
Ａ３ｙ

Ｗ
Ｉｚ（

Ｗ
Ｉｐ
ＴＷ
ＩＲ）［１，１］

（２７）

其中下标［ｉ，ｊ］表示矩阵的第 ｉ行第 ｊ列元素．根

据条件（ａ）和（ｂ）可知 Ｗ
Ａ２ｘ

Ｗ
Ａ３ｙ

Ｗ
Ｉｚ≠０．同时，由于旋

转矩阵 Ｗ
ＩＲ是可逆矩阵，如果

Ｗ
Ｉｐ
ＴＷ
ＩＲ为零向量，则

Ｗ
Ｉｐ
Ｔ一定是零向量，这与 Ｗ

Ｉｚ≠０相矛盾．因此，
Ｗ
Ｉｐ
Ｔ

Ｗ
Ｉｐ为非零向量，这意味着式（２７）中一定存在不为

零的行列式，进一步说明矩阵 Ｆ１３列满秩，即矩阵

Ｆ１３的秩为４．同样地，利用Ｆ１３并采用高斯消元法

可以消去式（２５）中第三列的其他元素．从式（２７）

中可以发现，任意一个行列式都对应了 ａｘ，ａｙ，ａｚ
均被激励．实际上，从Ｌ１ｆ０ｈ（ｘ）沿ｆ１的二阶李导数

（即 Ｌ２ｆ０ｆ１ｈ）的每一列元素都非零也可以看出系统

（８）中ｆ１对应的三轴加速度输入均需要被激励．因

此，产生了条件（ｃ）．
进一步地，观察式（２５）中第四列第六行元素，

即矩阵 －ｐｒ
Ｗ
ＩＲ是否满秩．由于满足条件（ａ）和

（ｂ），矩阵 ｐｒ满秩，旋转矩阵本身是满秩矩阵，因

此，两个满秩矩阵相乘之后也满秩．利用高斯消元
法，式（２５）除第六行以外其余行的第四列也可以
被消除．

最后，观察 Ｆ１６（即式（２１））以及 Ｆ２０（即式

（２４））可知，只要Ｆ２０中的第一列不为零，由 Ｆ１６和

Ｆ２０组成的高阵就列满秩．实际上，Ｆ２０第一列中的

元素ｐｒ
Ｗ
ＩＲｅ

Ｔ
２是矩阵 ｐｒ

Ｗ
ＩＲ的第二列，由于 ｐｒ

Ｗ
ＩＲ满

秩，因此，第二列不可能全为零．此时，Ｆ１６与Ｆ２０按

行纵向堆叠的矩阵为列秩为３的矩阵，采用高斯消
元法可消去式（２５）中同列的其余元素．

最后，等式（２５）可转化为

９６
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０１×３ ０１×３ ０１×４ ０１×３ ０１×３
Ｉ３×３ ０３×３ ０３×４ ０３×３ ０３×３
０１×３ ０１×３ ０１×４ ０１×３ ０１×３
０３×３ Ｉ３×３ ０３×４ ０３×３ ０３×３
０１×３ ０１×３ ０１×４ ０１×３ ０１×３
０３×３ ０３×３ ０３×４ Ｉ３×３ ０３×３
０４×３ ０４×３ Ｉ４×４ ０４×３ ０４×３
０３×３ ０３×３ ０３×４ ０３×３ Ｉ３×３
０３×３ ０３×３ ０３×４ ０３×３ ０３×
































３

（２８）

此时，容易判断观测矩阵为列满秩．与文献［９］中
的能观性条件对比可以发现，机器人三轴角速度无

需被激励．因此，一定程度上，该多传感器定位系
统放宽了系统状态能观测的要求．

另外，也可以从几何的角度形象地解释该系统

的位置变量的能观性．当仅有一个ＵＷＢ锚点以及
相应的距离测量时，机器人的位置在以该锚点为球

心的球面上；当两个锚点存在时，机器人位于一个圆

上；当有三个非共线的锚点存在时，机器人的位置是

两个不连续的点中可能的一个（图２（ａ）中点Ａ或点
Ａ′），或者唯一的一个（图２（ａ）中点Ｂ）．实际上，在
一个或两个锚点存在的情况下，系统位置既不全局

可观，也不局部弱可观，因为处于球面或圆上的点无

法与流形内的其他点相区分．对于三个非共线锚点
的例子，机器人的位置是局部弱可观的，因为局部弱

可观仅考虑与领域内的点的可区分性．当三个锚点
共线时，类似于两个锚点的情况，机器人位于一个圆

上（图２（ｂ）），因此其位置也是不可观的．

（ａ）三个不共线锚点的情况　　　（ｂ）三个共线锚点的情况
（ａ）Ｔｈｅｃａｓｅｏｆｔｈｒｅｅｎｏｎｃｏｌｌｉｎｅａｒ　 （ｂ）Ｔｈｅｃａｓｅｏｆｔｈｒｅｅｃｏｌｌｉｎｅａｒ

ａｎｃｈｏｒｓ　　 　　　　　　　　　　ａｎｃｈｏｒｓ
图２　位置能观性的几何解释

其中三角形表示锚点，圆点表示机器人

Ｆｉｇ．２　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｉｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｏｂｓｅｒｖａｂｉｌｉｔｙｆｏｒｐｏｓｉｔｉｏｎｓ．
Ｔｈｅｔｒｉａｎｇｌｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅａｎｃｈｏｒｓ，
ａｎｄｔｈｅｒｅｄｄｏｔｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｒｏｂｏｔ

３　基于ＥＳＫＦ的状态估计

基于以上能观测性分析，在特定的条件下，系

统状态（１）能被可靠地估计且误差有界．考虑到系

统的非线性，采用误差状态卡尔曼滤波方法融合

ＵＷＢ，ＩＭＵ和里程计的测量，对状态向量（１）进行
估计．使用误差状态使得姿态的表示维度是最小
的，避免了四元数表示中的冗余自由度和欧拉角表

示的奇异性问题．在 ＥＳＫＦ框架中，系统的真实状
态ｘ由名义状态 ｘ^和误差状态ｘ～组成．名义状态 ｘ^
由ＩＭＵ的测量输入进行传播，其动力学方程为

Ｗ
Ｉ ｐ^
· ＝Ｗ

Ｉｖ^
Ｗ
Ｉ ｖ^
· ＝Ｗ

ＩＲ
＾
（ａｍ －ａｂ）＋ｇ

Ｗ
Ｉ ｑ^
· ＝１２

Ｗ
Ｉｑ^（ωｍ －ωｂ）

ａ^·ｂ ＝０

ω^·ｂ ＝０ （２９）

采用在全局坐标系下定义的角度误差 θ
～
，即

Ｗ
ＩＲ≈（Ｉ＋?θ

～
」×）

Ｗ
ＩＲ
＾

（３０）
结合式（４），式（２９）和式（３０），误差状态动力

学方程表示为

Ｗ
Ｉｐ
～· ＝Ｗ

Ｉｖ
～

Ｗ
Ｉｖ
～· ＝－?ＷＩＲ（ａｍ －ａｂ）」×θ

～
－ＷＩＲａ

～
ｂ－

Ｗ
ＩＲｎａ

θ
～·
＝－ＷＩＲω

～
ｂ－

Ｗ
ＩＲｎω

ａ～
·

ｂ ＝ｎｂａ

ω～
·

ｂ ＝ｎｂω （３１）
在实际应用中，连续形式的微分方程需要被离散

化．通过采用欧拉数值积分传播（２９）中的名义状
态和（３１）中的误差状态，离散形式的误差状态和
相应的协方差可以表示为

ｘ～ｋ＋１ ＝Ｆｘｘ
～
ｋ＋Ｇｘｎ （３２）

Ｐｋ＋１ ＝ＦｘＰｋＦ
Ｔ
ｘ＋ＧｘＱＧ

Ｔ
ｘ （３３）

其中，ｘ～ｋ和Ｐｋ分别表示第ｋ时刻的状态和协方差，

ｘ～ｋ＋１和Ｐｋ＋１分别表示第 ｋ＋１时刻的状态和协方
差．式（３２）和式（３３）中，Ｆｘ是系统的状态转移矩
阵，表示为

Ｆｘ＝
Ｉ ＩΔｔ ０３×３ ０３×３ ０３×３
０３×３ Ｉ －?ＷＩＲ（ａｍ－ａｂ）」×Δｔ －

Ｗ
ＩＲΔｔ ０３×３

０３×３ ０３×３ Ｉ ０３×３ －ＷＩＲΔｔ

０３×３ ０３×３ ０３×３ Ｉ ０３×３
０３×３ ０３×３ ０３×３ ０３×３

















Ｉ

（３４）

０７
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其中Δｔ表示采样间隔．Ｇｘ为扰动雅克比矩阵，表

达式为

Ｇｘ ＝

０３×３ ０３×３ ０３×３ ０３×３
Ｉ ０３×３ ０３×３ ０３×３
０３×３ Ｉ ０３×３ ０３×３
０３×３ ０３×３ Ｉ ０３×３
０３×３ ０３×３ ０３×３

















Ｉ

（３５）

式（３２）中的 ｎ是施加在速度、姿态和偏差上的随

机脉冲，由白高斯噪声建模，Ｑ是噪声协方差矩

阵，这两项可在ＩＭＵ的数据手册中获得．

利用ＩＭＵ对机器人的状态进行预测后，通过

里程计和ＵＷＢ测量对状态进行更新．根据能观测

性分析，采用三个 ＵＷＢ锚点．结合式（５）和式

（６），系统的观测方程为

ｙ＝ｚ（ｘ）＋ｖ＝

‖ Ｗ
Ａ１ｐ－

Ｗ
Ｉｐ‖２

‖ Ｗ
Ａ２ｐ－

Ｗ
Ｉｐ‖２

‖ Ｗ
Ａ３ｐ－

Ｗ
Ｉｐ‖











２

＋ｖ，

ｖ＝［ｎＴｖ，ｎｄ１，ｎｄ２，ｎｄ３］
Ｔ （３６）

其中ｖ是均值为零、协方差为 Ｖ的高斯白噪声，即

ｖ～Ｎ｛０，Ｖ｝．计算式（３６）的测量雅克比矩阵，可

以得到

Ｈ ＝ｙ
ｘ
ｘ
ｘ～
＝
Ｈ１
Ｈ[ ]
２

（３７）

这里，对应里程计测量的雅克比矩阵Ｈ１为

Η１ ＝
ｖ
ｘ
ｘ
ｘ～
＝

　 ０３×３
Ｉ
ＷＲ
＾ Ｉ

ＷＲ
＾
?ＷＩｖ^」× ０３×３ ０３×[ ]３

（３８）

其中，线速度测量对角度误差的导数计算如下：

（ＩＷＲ
Ｗ
Ｉｖ）

θ
～ ＝

（（（Ι＋?θ～」×）
Ｗ
ＩＲ
＾
）－１ＷＩｖ^）

θ
～ ＝

　
（ＩＷＲ

＾
（Ｉ－?θ

～
」×）

Ｗ
Ｉｖ^）

θ
～ ＝

　
（－ＩＷＲ

＾
?θ
～
」×

Ｗ
Ｉｖ^）

θ
～ ＝

（ＩＷＲ
＾
?ＷＩｖ^」×θ

～
）

θ
～ ＝

　 Ｉ
ＷＲ
＾
?ＷＩｖ^」× （３９）

对应ＵＷＢ测量的雅克比矩阵Ｈ２为

Ｈ２ ＝

Η１２

Η２２

Η









３
２

，Ηｉ２ ＝
ｄｉ
ｘ
ｘ
ｘ～
＝

　
（ＷＩｐ^－

Ｗ
Ａｉｐ）

Ｔ

‖（ＷＩｐ^－
Ｗ
Ａｉｐ）

Ｔ‖２
０１×[ ]１２ （４０）

此时，卡尔曼增益为

Ｋ＝ＰＨＴ（ＨＰＨＴ＋Ｖ）－１ （４１）

误差状态以及协方差矩阵的更新为

ｘ～ ＝Ｋ（ｙ－ｚ（ｘ^）） （４２）

Ｐ＝（Ｉ－ＫＨ）Ｐ （４３）

最后，将误差状态与名义状态合并，得到状态的估

计值

ｘ＝ｘ^ ｘ～ （４４）

其中表示一种合并运算（即四元数相乘，其余状

态量相加）．在将误差状态与名义状态合并之后，

需要将误差量重设为０，并更新协方差．

４　实验结果与验证

在这部分，本文通过 ＭＡＴＬＡＢ仿真验证了提

出的超宽带 －惯导 －里程计融合位姿估计方法的

表现和精度．将该方法与传统 ＵＷＢ－ＩＭＵ融合方

法进行对比，展示融合里程计测量和非完整约束隐

含的伪测量对于轮式机器人定位精度的提升．同

时，进一步验证能观测性理论中得出的局部弱可观

条件．采用位置和姿态的均方根误差（ＲＭＳＥ）作为

评估精度的指标．仿真中设置的传感器噪声等参

数符合市场上实际传感器的参数特性．

４．１　定位性能比较

在环境中设置三个不共线的 ＵＷＢ锚点，其位

置分别为（１０，０，５），（－１５，－５，５），（０，１２，２．５）．

ＵＷＢ距离测量受到零均值、标准差为５ｃｍ的高斯

白噪声腐蚀．ＵＷＢ测量频率为５０Ｈｚ．ＩＭＵ的角速

度噪声密度为１．７×１０－４ 槡ｒａｄ／ｓ／ Ｈｚ，角速度随机

游走为５×１０－５ｒａｄ／ｓ２／槡Ｈｚ，加速度噪声密度为

２．９４×１０－３ｍ／ｓ２／槡Ｈｚ，加速度随机游走为 ５×

１０－４ｒａｄ／ｓ３／槡Ｈｚ．测量频率为１００Ｈｚ．这些参数

参考了市场上低成本商用级的 ＩＭＵ的数据手

册［２３］．编码器的速度测量受到零均值、标准差为

０．０５ｍ／ｓ的白噪声干扰．图３定性地展示了针对轨
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迹ＴＲ１基于 ＵＩＷＥＳＫＦ方法和基于 ＵＩＥＳＫＦ方法

的位置估计结果．与真实值相对比，可以看出基于

ＵＩＷＥＳＫＦ方法的位置估计精度明显优于ＵＩＥＳＫＦ

方法．此外，还对其他的多个运动轨迹进行了定位

测试，如图４所示，ＵＩＷＥＳＫＦ方法的结果相比于

ＵＩＥＳＫＦ方法均展现出更优的位置估计表现．为

了进行定量比较，本文计算出两种方法通过５０次

蒙特卡洛仿真后位置和旋转角度的ＲＭＳＥ．表１详

细列举了应用两种方法在不同运动轨迹下机器人

位置和旋转角度的 ＲＭＳＥ，可以看出基于 ＵＩＷＥＳ

ＫＦ方法的位姿估计精度均优于传统的ＵＩＥＳＫＦ方

法，且在姿态估计精度上有了明显的提高，这得益

于里程计和非完整约束对速度的有效观测．

图３　不同方法下的轨迹ＴＲ１的位置估计结果
作为参考，真实轨迹（Ｇｒｏｕｎｄｔｒｕｔｈ，ＧＴ）也被提供

Ｆｉｇ．３　Ｐｏｓｉｔｉｏｎｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｂａｓｅｄｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｐｐｒｏａｃｈｅｓ
ｏｆＴＲ１．Ｆｏｒｒｅｆｅｒｅｎｃｅ，ｔｈｅＧｒｏｕｎｄｔｒｕｔｈ（ＧＴ）ｉｓａｌｓｏｐｒｏｖｉｄｅｄ

图４　不同运动轨迹的状态估计表现．黑线表示真实轨迹，绿线表示基于ＵＩＷＥＳＫＦ方法的估计轨迹，
蓝线表示基于ＵＩＥＳＫＦ方法的估计轨迹

Ｆｉｇ．４　Ｓｔａｔｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｔｉｏｎｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ．Ｔｈｅｂｌａｃｋｃｕｒｖｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｔｒｕｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ，ｔｈｅｇｒｅｅｎｃｕｒｖｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔ
ｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｄｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅＵＩＷＥＳＫＦｍｅｔｈｏｄ，ａｎｄｔｈｅｂｌｕｅｃｕｒｖｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｄｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅＵＩＥＳＫＦｍｅｔｈｏｄ

４．２　能观测性条件验证
为了验证系统的能观测性条件，笔者进行了多

组实验，每组实验仅违背其中一个局部弱可观

条件．
首先对轨迹ＴＲ１进行位姿估计测试．由于轨

迹ＴＲ１本身满足定理１的条件（ｃ），图５（ａ）～（ｃ）
展示了不满足定理１中条件（ａ）和（ｂ）的位姿估计
表现．图５（ａ）的实验中三个 ＵＷＢ锚点共线，图５
（ｂ）的实验中机器人与三个非共线锚点共面，图５
（ｃ）的实验中使用了２个ＵＷＢ锚点．为便于比较，

２７
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图５（ｄ）给出了满足所有能观性条件下采用 ＵＩＷ
ＥＳＫＦ估计器的定位表现．可以看出，实验（ａ）～
（ｃ）的位置估计均不能精确地收敛到真实轨迹．表
２列出了每组实验计算出的位置和旋转 ＲＭＳＥ．另
外，尽管从几何的角度，当机器人与三个非共线锚

点共面时，其状态量中的位置是局部可观的，但此

时，锚点与机器人组成的几何形状会导致较高的几

何精度衰减因子（ＧＤＯＰ）．这与使用 ＧＰＳ的卫星
导航定位系统类似，在相同的测量误差精度下，

ＧＰＳ接收机与卫星之间组成的几何形状越健壮
（ｓｔｒｏｎｇ），例如由四个卫星和接收机组成的金字塔
形状体积越大，ＧＤＯＰ的值越小，对误差的放大作
用越小，定位精度越高．由于机器人与锚点共面导
致了较大ＧＤＯＰ，使得机器人在 ｚ轴上反映出较大

的定位误差．表２列出了每组实验经过５０次蒙特
卡洛仿真后计算出的估计位姿与真实位姿相比的

ＲＭＳＥ．
表１　ＵＩＷＥＳＫＦ与ＵＩＥＳＫＦ方法的估计状态
与真实状态相比的位置和姿态均方根误差

Ｔａｂｌｅ１　ＰｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎＲＭＳＥｂｅｔｗｅｅｎｅｓｔｉｍａｔｅｄ
ｓｔａｔｅｓａｎｄｔｒｕｅｓｔａｔｅｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅＵＩＷＥＳＫＦ

ｍｅｔｈｏｄａｎｄｔｈｅＵＩＥＳＫＦｍｅｔｈｏｄ

Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ
Ｐｏｓ．ＲＭＳＥ／ｍ Ｒｏｔ．ＲＭＳＥ／ｒａｄ

ＵＩＷＥＳＫＦ ＵＩＥＳＫＦ ＵＩＷＥＳＫＦ ＵＩＥＳＫＦ

ＴＲ１ ０．０６４ ０．１０９ ０．０２７ ０．１２８

ＴＲ２ ０．２９２ ０．８７９ ０．０７３ ０．９８７

ＴＲ３ ０．０５４ ０．０８９ ０．０２３ ０．２２１

ＴＲ４ ０．１３０ １．１４４ ０．０９３ ０．４２７

ＴＲ５ ０．０５４ ０．１０２ ０．０２６ ０．４２３

图５　在不同实验条件下的位置估计结果．（ａ）三个锚点共线，（ｂ）机器人与三个非共线锚点共面，
（ｃ）使用两个锚点，（ｄ）所有条件均满足．黑线代表真实值，蓝线代表估计值

Ｆｉｇ．５　Ｐｏｓｉｔｉｏｎｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ．（ａ）Ｔｈｅｔｈｒｅｅａｎｃｈｏｒｓａｒｅｃｏｌｌｉｎｅａｒ．（ｂ）Ｔｈｅｒｏｂｏｔｉｓｃｏｐｌａｎａｒｗｉｔｈ
ｔｈｅｔｈｒｅｅｎｏｎｃｏｌｌｉｎｅａｒａｎｃｈｏｒｓ．（ｃ）Ｔｗｏａｎｃｈｏｒｓａｒｅｕｓｅｄ．（ｄ）Ａｌｌｏｂｓｅｒｖａｂｉｌｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｒｅｓａｔｉｓｆｉｅｄ．

Ｔｈｅｂｌａｃｋｃｕｒｖｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｔｒｕｅｖａｌｕｅｓａｎｄｔｈｅｂｌｕｅｃｕｒｖｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｄｖａｌｕｅｓ

　　为了验证定理１中的条件（ｃ），本文对匀速直
线运动的移动机器人进行位姿估计，该运动轨迹不

存在沿运动切线方向（即ＩＭＵ坐标系 ｘ轴）的加速
度ａｘ和沿运动法线方向（即ＩＭＵ坐标系ｙ轴）的向
心加速度ａｙ，仅在ｚ轴存在重力加速度的激励．机

器人在加速度欠激励下的状态估计表现如图６所
示．此时估计的轨迹与真实轨迹相比，位置 ＲＭＳＥ
为０．０６８ｍ，姿态ＲＭＳＥ为０．２０７ｒａｄ．尽管该轨迹
与图３中的轨迹不同，位姿估计的误差无法与ＴＲ１
轨迹的误差进行严格比较，但可以大致看出，匀速
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直线运动的位置估计结果具有较高的精度，而由于

缺乏三轴加速度的激励，姿态估计误差较大．
表２　不同实验条件下基于ＵＩＷＥＳＫＦ方法的

位姿估计值与真实值的均方根误差
Ｔａｂｌｅ２　ＰｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎＲＭＳＥｂｅｔｗｅｅｎｅｓｔｉｍａｔｅｄ

ｓｔａｔｅｓａｎｄｔｒｕｅｓｔａｔｅｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅＵＩＷＥＳＫＦ
ｍｅｔｈｏｄｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

Ｃａｓｅｓ Ｐｏｓ．ＲＭＳＥ／ｍ Ｒｏｔ．ＲＭＳＥ／ｒａｄ

Ｃｏｌｌｉｎｅａｒ ２．４５１ ０．５８３

Ｃｏｐｌａｎａｒ ０．１４９ ０．０２８

Ｔｗｏａｎｃｈｏｒｓ ０．１７４２ ０．０２８

Ｕｎｄｅｒｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ０．０６８ ０．２０７

Ｎｏｎｅ ０．０６４ ０．０２７

图６　加速度欠激励时的状态估计表现
Ｆｉｇ．６　Ｓｔａｔｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｗｈｅｎ

ｓｏｍｅａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｓａｒｅｕｎｅｘｃｉｔｅｄ

５　结论

首先，本文针对具有非完整约束的轮式机器人

提出了一种融合超宽带、惯导和里程计的定位方法．
该方法在传统超宽带和惯导组合定位系统的基础

上，结合了里程计的线速度测量和由非完整约束引

入的伪测量，并利用ＥＳＫＦ进行多传感器融合，提高
了机器人位姿估计的精度，尤其是极大地降低了姿

态估计的误差．其次，本文对由这三个传感器组成
的系统进行了能观测性分析，通过基于李导数的能

观性秩条件分析方法进行了详细的理论分析与数学

证明，得出了该系统局部弱可观的条件．最后，仿真
实验验证了当满足能观性条件时，本文提出的状态

估计方法能有效且精确地估计出机器人的位姿，且

相比传统方法具有更高的位姿估计精度．
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