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摘要@本征正交分解"LM5NOM&M9P5Q5IF6-O85EN5RG9G5I$ L&-#是对高维复杂非线性系统进行降维处理的有效

方法之一7本文对L&-方法在一系列实际工程领域降维中的研究进行了综述7首先简要介绍L&-方法的发

展历史$简述L&-方法分类$随后详细列举 L&-方法在粒子图像测速"LFM9G86O0EFQO4O658GEO9MJ$ L04#技

术%计算流体力学"15ENS9F9G5IF6,6SGT -JIFEG8R$ 1,-#数据处理中的应用7对比了 L&-方法和动态模态分

解"-JIFEG8/5TO-O85EN5RG9G5I$ -/-#方法在实际工程应用中各自的优缺点$结果表明在流场稳定脉动时

可采用-/-方法$而其他随时间变化的流场采用L&-方法更合适7最后对 L&-方法的发展尤其是在人工

智能领域的应用做出展望7

关键词@本征正交分解$ @降维$@高维系统$@粒子图像测速$@计算流体力学

中图分类号!4!$A 文献标志码!*

引言

近年来$随着计算机水平的高速发展$研究人

员可以通过各种技术"如 L04技术%1,-数值模拟

等#获得更加丰富的流场信息7但是对得到的复杂%

高维系统进行定性分析十分困难$计算成本很高7

因此对原系统进行降维处理是至关重要的$需要用

简化模型来替代原始的高维复杂模型7目前$研究

者们已经获得一些成熟的降维方法$如 L&-方法%

-/-方法%中心流形法等$其中 L&-方法凭借适

用范围广%准确性强等优势最受人们青睐7

L&-方法是一种分析多维数据的数学工具7其

作用是将高维的复杂系统进行低维近似描述$用较

少的自由度将研究目标的主要特征表达出来$进而

达到简化物理模型%节省计算时间和计算负荷的目

的7L&-降维技术可以在最小二乘意义下对给定数

据进行最优的低维逼近$因此$L&-方法可以高效

地解决实际问题数值模拟过程中的降维问题7

L&-方法最早于 $A"$ 年由LOFMR5I

&$'提出$而

后在 $A== 年由U59O66GIQ

&!'再次提出7此外$不同领

域的学者们$ 如 V5RFEWG% VFMPSIOI% L5SQF8POX%

+5OXO也独自提出了该方法&='

7随后$L&-方法在流

体力学领域得到广泛的应用7在流体力学研究中$

L&-方法被认为是研究湍流和挖掘潜在流动机理

的强大技术手段7$A:; 年$+SE6OJ

&>'第一次将 L&-

方法应用于湍流研究领域中$通过对空间%速度相

关函数进行正交分解来识别流场中的相干结构"可

辨识的%有明确统计周期和外形的流动结构$整个

流场的能量大部分蕴含在相干结构中#$这种方法

被称为直接L&-方法7+SE6OJ富有特色的 L&-湍

流研究工作引起了广泛的关注和影响7但在处理实

际问题中$空间相关矩阵的维数十分庞大$这严重

制约了L&-方法的应用7为了避免上述问题$$AB;

年$2GM5XG8P

&#' 对 L&-方法做出改进$提出快照

"2IFNRP59#L&-方法$用时间相关矩阵来代替空间

相关矩阵$解决了由空间点数过多造成空间矩阵庞
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大的问题$使计算量大大减小$之前用直接 L&-方

法无法求解的问题得到了解决7改进后的快照L&-

方法是一项具有里程碑意义的工作成果$从此之

后$L&-方法的应用更加广泛$并且逐渐被应用于

流体力学之外的其他领域$如模态分析&:'

%随机结

构动力学&;'等7

在直接L&-方法的基础上$针对具体问题$很

多研究者将 L&-方法与其他方法相结合$对 L&-

方法做出了改进$如自适应L&-"*TFN9GXOL&-#方

法&B'

%YFNNJL&-"YL&-# 方法&A'

%多尺度 L&-

"ES69GR8F6OL&-#方法&$"'等7本文的主要目的是对

L&-方法在各种实际工程中的应用进行综述$并对

未来L&-方法的发展做出展望7

!"#$%方法简介

L&-方法是一种强大而有效的适用于大批量

处理数据的方法$被应用于众多工程领域$如天气

预报%图像识别%信号分析%数据压缩%随机过程及

海洋学等&$$'

7L&-方法在各个领域有不同的名称$

在奇值分析和样本识别中被称为 VFMPSEOI<+5ZXO

展开(在统计学中被称为主成分分析 "LMGI8GNF6

15EN5IOI9*IF6JRGR$ L1*#(在地球物理流体动力

学和气象科学中被称为经验正交函数方法"DENGM<

G8F6&M9P5Q5IF6,SI89G5I$ D&,#(在心理学和经济学

中被称为因子分析"[F895MFIF6JRGR#

&='

7

L&-方法的关键目标是将大量相互依赖的变

量减少到数量较少的不相关变量7具体方法是从系

统已知的实验解或数值解中得到一系列基函数$这

些基函数通常被称为本征正交模态"LM5NOM&M9P5Q<

5IF6/5TO$ L&/#$并且要保证这些基函数在最小

二乘意义下是最优的正交基函数$用这些正交基的

线性组合去近似初始问题$组合系数被称为本征正

交分量"LM5NOM&M9P5Q5IF6155MTGIF9OR$ L&1#7通常

情况下$本征正交特征值 "LM5NOM&M9P5Q5IF64F6<

SOR$ L&4#的大小决定了模态的主导地位$特征值

越大$对应模态的贡献越大7因此$可以通过舍弃较

小的L&4对应的高阶模态来实现对原复杂问题的

降维$降维后的模型可以反映原复杂问题主要的演

化趋势7它的数学原理如下&$$'

!

假设已有 !为空间域
!

上的函数集合
!

{ }"
$

寻找一组最优基函数
"

$并将已知函数
!

{ }" 投影
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表示内积7对于这种极值问题$

采用变分法寻找满足约束条件
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"*# 为任意变量$则寻找的基函数必须满

足如下条件!
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最优L&-基函数可以从式":#中得到$其核心

是平均互相关函数 ("*$*+# $)!"*#!"*+#* 7因

此$最优基函数的求解问题就可以转化为在
!

上

由任意不相关函数获得核心矩阵的整数特征值问

题7求解特征值$得到特征函数
"

"

"*

{ }
#

$这组基

函数就能保证与已知函数
!

{ }" 在平均意义上最相

似7可以用这组特征函数重构原来的函数

!

"

"*# $

%

,

-$$

.

"

/

"

/

"*# ";#

其中$

"

/

"*# 为模态$ .

/

为模态
"

/

"*# 对应的系

数$,为样本数7所得的这组基函数与已知函数在

平均意义上最相似$同时可以用得到的一系列标量

系数来描述原函数$使计算量大大减小7

$!
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&"#$%方法的应用及改进

&'!"#$%方法在#()技术中的应用

在过去的四十年里$随着激光%计算机和图像

处理的发展$L04技术的应用也越来越广泛7L04技

术可以对区域内多个示踪粒子进行测量$从而精确

地获得整个流场的信息7但是整个流场的信息庞

大$处理起来相当困难$我们只需要提取蕴含流场

大部分能量的相干结构研究即可7L&-方法凭借其

重构效率高%适用范围广等优势$被广泛应用于对

相干结构的提取%分解和重构中7L04技术结合

L&-方法对各种流场进行分析的研究方法目前已

广泛应用于各种工程实际问题7本小节主要介绍绕

流%射流%湍流以及涡流条件下L&-方法在 L04技

术中的应用7

绕流是流体绕过置于无限流畅物体的流动$是

自然和工程界中最常见的黏性流体运动形式7肖

姚&$!'利用L04技术研究 )*1*:>>$B 翼型叶片在

不同工况下绕流流场的变化$得到流场的瞬时和平

均速度场$并利用L&-方法对流场进行降阶分解$

得到了流场的低阶模态7L&-方法也被应用于三棱

柱绕流流场的实验研究中$邱癑%江建华等&$=$$>'用

L04技术对尺度比0为 >#]的三棱柱在不同雷诺数

(1下的尾流流场进行定量测量$结合 L&-方法得

到了尾流场的相干结构$同时利用时间空间关联法

确定了不同雷诺数下涡街流向运输速率的变化

情况7

射流是指流体从管口%孔口%狭缝中射出$并同

周围流体掺混的一股流体流动7刘强&$#'采用 L04

流场显示技术对静止环境中合成双射流进行了实

验研究$并对实验数据进行了L&-模态分析$详细

分析了各阶模态所表征的流动结构%时间系数及其

频谱特征$更为深入地了解了合成双射流自身的流

场特性7(7VFNS66F等&$:'将 !-<L04技术应用于

(1

&

$#>"" 的空气<氮气射流在射流轴线上的速度

场$得到了射流轴线平面内下游距离为 #7#T 到

$;7>T的瞬时二维速度场$然后使用L&-方法生成

了秩近似为 $%#%$" 和 #" 的低阶近似表示7冲击射

流是一种独特的流动现象7当射流入射到壁面上

时$此时产生的射流叫冲击射流7用 L04技术提取

到(1̂ >>#B 的有缝平板流场的冲击射流上的速度

场后$快照L&-方法可以从中提取最具有代表性

的分流的特征&$;'

7

湍流是流体在自然界中最常见的一种流动状

态7当流体流速很大时$流场中有很多小漩涡$流体

的分层流动被破坏$这时流体做不规则运动$有垂

直于流管轴线的分速度产生$这种运动称为湍流7

L&-方法可以与涡检测%功率谱相结合$对 L04技

术得到的磁力搅拌过程湍流流场中不同尺度的流

动结构进行分离&$B'

7徐凯池%张佳琪&$A'在槽道湍

流边界层中通过 L04技术$拍摄了流向<展向平面

流场$并利用 L&-方法将流动中不同尺度的结构

进行分离$提取了湍流流动中不同尺度的含能结

构$分析得到了湍流流动中流体微团所受作用与流

动结构变化之间的关系7激光诱导荧光"+FROM<0I<

TS8OT ,6S5MOR8OI8O$ +0,#测量技术也是一种非常灵

敏的测试技术$可以和 L04技术相结合$同时得到

水平通道中湍流扩散过程的流速和荧光剂浓度的

瞬时分布$并利用L&-方法$实现对湍流条件下荧

光剂扩散过程中浓度分布的数值重构&!"'

7

涡流理论是流体力学中至关重要的一部分$使

用L04技术对各种涡的识别和研究也成为热门的

研究课题7涡旋有时也称为旋涡$是流体团的旋转

运动7涡是旋涡的一种形态$专指湍流运动中不均

一%不规则的各种尺寸的旋涡7小波变换"_FXO6O9

3MFIR[5ME$ _3#方法是进行信号时频分析和处理

的理想工具7它可以和快照 L&-方法结合对双振

荡网格湍流中的涡结构的多尺度特性及流动间歇

性进行研究7已有研究基于 L04数据库$从标度律

的角度揭示流体黏弹性的存在显著影响着双振荡

网格湍流中的统计特性&!$'

7朱特&!!'通过L&-方法

提取到了尾流中的卡门涡%肋状涡以及一种未知频

率的有规则涡结构7基于 L04的 L&-方法和基于

热线的L&-方法通过前两阶模态提取到卡门涡$

两者对卡门涡的提取效果一致(基于 L04的 L&-

方法提取到整个平面上的肋状涡$但提取的肋状涡

中夹带有其他涡结构$而基于热线的 L&-方法能

够提取纯净的肋状涡7在肋状涡的频率分辨上$热

线L&-方法更具优势7

此外$还有一些对其他流场的研究$如自由下

落环形圆盘的轨迹和流场%混流式水轮机模型运行

尾水管内的流场%槽道内流场等7汪玉明等&!='采用

L&-方法对不同文氏管出口张角的旋流杯结构的

流场不稳定性进行了分析$并用L04实验结果验证

!!
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了计算精度7赵朋龙等&!>'通过 L04技术在低速循

环水洞中拍摄了不同法向高度位置处流向<展向面

的流场$并通过 L&-方法将流动中不同尺度的结

构予以分离$利用 &̀ SW5<_OGRR函数对近壁湍流拟

序结构的变化规律进行了研究7_OG

&!#'使用立体视

觉和L04技术识别了自由下落环形圆盘的轨迹和

流场特征$用 L&-方法提取了盘后尾流的相干结

构$通过将流场分解为不同的 L&-模态$阐明了

UU"US6F<U55N#运动&!:'和 U/"UO6G8F6/59G5I#运

动&!;'不一样的原因72 VSEFM等&!B'用激光多普勒

测速仪"+FROM-5NN6OM4O658GEO9MJ$ +-4#和L04技

术对混流式水轮机模型运行时尾水管内流场进行

了研究$利用 L&-方法分析了包含轴向和径向的

!#" 个粒子图像快照7刘阁%陈彬&!A'利用L&-方法

分解了非定常流场的 !-<L04测量的瞬态速度矢量

场数据$并根据各阶模态的能量比$选择能够表征

流场主导结构的 L&-分解的前 $: 阶模态进行了

功率谱分析$得到了槽道内非定常流场的脉动特

性7

表 $@L&-方法在L04技术中的应用

3FW6O$@*NN6G8F9G5I 5[L&-EO9P5T GI L043O8PI565QJ

(OROFM8P FMOFR DIQGIOOMGIQFNN6G8F9G5I (O[OMOI8OR
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bGF5

&$!'

D\NOMGEOI9F6GIXOR9GQF9G5I 5[9PMOONMGREaF̀O[65aFM5SIT TG[[OMOI9(OJI56TRISEWOMR

cGS O9F67

&$=$$>'

%O9

D\NOMGEOI9F6MOROFM8P 5I RJI9PO9G8T5SW6OHO9GI R9F9G8OIXGM5IEOI9

+GS O9F67

&$#'

4O658G9J[GO6T 5[FGM<IG9M5QOI HO95I HO9F\GR
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&$A

'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''

'

DTTJ

45M9O\R9MS89SMOGI T5SW6O5R8G66F9GIQQMGT 9SMWS6OI8O

_FIQ

&!$'

(OROFM8P 5I 1FMEOI X5M9O\$ MGW X5M9O\FIT FMOQS6FMX5M9O\R9MS89SMOaG9P SI`I5aI [MOeSOI8JGI aF̀O

fPS

&!!

'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''

'

&9POMR

,65a[GO6T 5[RaGM68SN R9MS89SMOaG9P TG[[OMOI9XOI9SMG5S96O95NOIGIQFIQ6OR

_FIQO9F67

&!='

,65a[GO6T 5[[65aTGMO89G5I<RNFIaGRORSM[F8OF9TG[[OMOI9I5MEF6POGQP9

fPF5O9F67

&!>'

3MFHO895MJFIT [65a[GO6T 8PFMF89OMGR9G8R5[[MOO[F66GIQFIIS6FMTGR̀

_OGO9F67

&!#'

,65a[GO6T GI TMF[99SWO5[,MFI8GR9SMWGIOE5TO6

VSEFMO9F67

&!B'

(OROFM8P 5I 8PFMF89OMGR9G8R5[SIR9OFTJ[65a[GO6T GI 8PFIIO6

+GS O9F67

&!A

'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''

'

@@对 L04速度场异常值的识别和校正问题的研

究具有重要的意义和实用价值7在粒子图像获取的

过程中$由于照明强度分布不均%光学干涉现象等

因素的存在$容易造成粒子图像成像质量较低$导

致速度场中出现大小或方向与周围流场差异较大

的矢量$这些矢量称为异常值7!"$# 年$_FIQ

&="'提

出了基于本征正交分解的 L04速度场异常值识别

与校正方法"L&-<&S96GOM15MMO89G5I$ L&-<&1#$通

过对原始流场进行 L&-分解$采用低阶模态进行

流场重构$然后计算原始流场与重构流场的偏差并

进行统计分析$根据动态阈值判定流场异常值7之

后$詹斌&=$'对此方法做出了改进$采用了基于空域

符号变换的协方差矩阵 " 2NF9GF62GQI 15XFMGFI8O

/F9MG8OR$ 221/#实现流场的 L&-分解$称为 22<

1/<L&-方法$并用实验验证了 221/<L&-方法可

有效地降低流场噪声和异常值对低阶 L&-模态的

影响7并且针对L&-<&1法在异常值的识别过程中

容易出现错误识别和缺失识别的情况$提出了一种

稳健的速度场异常值识别替代方法7之后$他又将

此方法与 221/<L&-方法结合$提出了稳健的 L04

速度场异常值识别与校正法7实验表明$该方法提

高了插值精度$改善了算法的稳定性和适用性7但

该方法是通过L&-分解来实现对L04速度场的识

别与校正$计算中需要足够多的流场数据7因此该

方法无法用于L04数据处理中多层互相关分析$只

能在计算得到全部的L04速度场后在进行处理7今

=!
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后可以对此展开研究$提高该方法的实时性7

近几十年来$L04技术得到了不断完善和发

展$ 目前已经可以应用于各种复杂流场中$得到丰

富的流场空间结构以及流动特性7L&-方法作为一

种高效的数据降维方法$可以有效地对流场中不同

尺度的流动进行分离$并提取相干结构进行分析$

达到简化模型的目的7

&'&"#$%方法与%*%方法结合的分析方法应用

因为采用L04技术对工程外形复杂的非定常

流动进行测量时$工作量大%测量成本高%测量范围

有限%相关工作展开较少&=!'

7所以就非定常流动特

征结构分析方法而言$目前普遍采用 L&-方法和

-/-方法相结合的分析手段7

L&-方法和 -/-方法作为两种常用的数据

处理方法$它们各有优缺点及适用范围7许多研究

人员通过具体案例对两种方法的优缺点进行了对

比7!"$; 年$叶坤等&=='对雷诺数(1̂ $"" 下的圆柱

绕流非定常流场进行了数值模拟$分别采用 -/-

方法和L&-方法对圆柱绕流卡门涡发展过程中的

不稳定平衡阶段%过渡阶段以及稳定极限环阶段进

行了稳定性分析7对比了两种方法各自的特点$结

果表明!L&-方法可以高效地提取流场中的主要流

动结构$但是无法判断所提取模态的稳定性$而

-/-方法不仅可以提取流场的主要结构$直接得

到模态及其对应的频率$且可以判断其稳定性7因

此$在进行复杂系统动力学稳定性分析时$-/-方

法相对更有优势7之后$张扬%张来平%邓小刚等&=>'

再次将L&-方法和-/-方法进行了对比7他们将

两种分解方法应用到对现代战斗机模型复杂分离

流动的脱体涡模拟 "-O9F8POT DTTJ2GES6F9G5I$

-D2#中7结果表明!虽然 L&-算法与 -/-算法风

格迥异$模态配对方式不同$但-/-一些主模态的

实部和虚部与L&-的 $ 阶和 ! 阶主模态具有一定

的相似性7每一L&-模态中包含多种频率的运动$

且L&-主要模态中包含的能量更多$流场重构效

率更高(而 -/-方法则将流场的主要特征运动提

取为一些单频模态的组合$模态的频率成分单一$

能量分布相对分散$因此流场重构所需的模态数量

较多$但-/-对特征运动的描述更为详细$同时能

够给出模态的稳定性7

!"!" 年$谢海润等&=#'基于非定常瞬态结果$采

用L&-方法和-/-方法$通过分解与重构叶片附

近流场的压力场$提取模态频率及其变化过程$得

到了尾涡激振现象的主要流动特征7通过对比两种

模态分析结果发现!L&-和 -/-两种模态分解方

法具有各自的优缺点7相比于 -/-方法$L&-方

法具有更好的降维特性$因为 -/-方法无法对设

计参数与流场分布的规律提出解析(而 -/-方法

的优点在于能够给出各阶模态的特征频率和稳定

性$并直接通过给出的结果表征流动的演化过程7

UFI等&=:'利用-/-和 L&-方法对混流泵的叶尖

泄露涡的流动结构进行了分解和重构$两种方法得

到了相似的结论7

在某些实际工程的应用中$将 L&-方法与

-/-方法结合对数据进行处理会达到更好的效

果7对于缝翼周围流动问题$首先利用 L&-方法分

析缝翼空腔中自由剪切层大尺度涡结构的能量$然

后用-/-方法获取单一模态下的频率&=;'

7也可以

结合L&-方法与-/-方法$研究超声速进气道喘

振非定常特性7通过 L&-方法对复杂的时空特性

耦合现象进行解耦$从非定常流场中获取占主导地

位的流动结构及其时间和空间特性$随后用 -/-

方法基于模态特征值预测不同频率的流动结构稳

定性&=B'

7吴亚东等&=A'采用 L&-和 -/-两种流场

降阶方法分析了不同叶顶间隙条件下旋转不稳定

性各阶模态对应的流场成分%模态能量占比和稳定

性等特性7结果表明!L&-与 -/-方法对空间模

态的排序表现出明显的一致性$按照能量或频率对

流场进行分解和排序$得到了很相近的结果7+G<

FIQ

&>"'通过L&-和-/-方法研究了液氮空化流动

中空化动力学的演变$特别是涡旋动力学和相干结

构$为在实际工程应用中更好地理解空化流动提供

了参考7

L&-方法和 -/-方法作为两种常用的系统

分解技术$具有一定的相似性$但是又各有优缺点7

L&-方法主要模态中能量较多$流场重构效率更

高$但稳定性较低(而 -/-方法模态成分较为单

一$能量分布较散$从而使流场的重构效率相对较

低$但它对特征运动的描述较为详细$同时可以给

出模态的稳定性7总之$L&-方法具有更好的降维

特性$而-/-方法具有时空耦合建模上的优势7所

以$在流场稳定脉动时可采用-/-方法$而对于其

他随时间变化的流动现象时$需要结合 L&-方法

或其他方法7

&'+"#$%方法在,-%数据处理中的应用

实验和1,-是研究非定常流动的另一个主要

>!
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方法7其中 1,-方法具有花费低%限制少等优势$

但是1,-得到的非定常流场数据非常庞大$直接

对其主要流动结构分析非常困难$需要用到降阶模

型方法对得到的数据进行处理$其中 L&-方法是

模态分析中较为常用的一种方法7

目前$超高声速飞行器在国内外都处于蓬勃发

展时期$对飞行器翼型的气动特性优化及设计离不

开1,-数值计算7聂春生等&>$'以UOMEOR飞行器的

外形为研究对象$使用1,-数值方法获得了三维热

环境数据库$利用L&-方法对1,-数据库进行降阶

处理$结合L&-方法和(g,插值$建立了一种适宜

复杂外形表面热流预测的代理模型 " 2SMM5QF9O

/5TO6$ 2/#$能够快速预测出未知状态下满足精度

要求的表面热环境参数7该方法在不损失预测精度

的前提下$可以大幅度提高计算效率$有力弥补了工

程算法的不足7孙罛等&>!'对 2B"A 翼型处于 !"]攻角

下的静态失速和动态失速进行了数值模拟$对绕翼

非定常流场进行了研究$使用L&-方法提取了静态

失速和动态失速非定常压力场的主要流动模态$结

合对应模态的L&-系数对非定常流动做了分析$对

风力机翼型的失速问题研究具有重要意义7裴春

波&>='以g;=;<!""型号飞机座舱为背景建立模型$对

不同送风工况下飞机座舱内的流场特性展开了研

究$用L&-方法对瞬态流场进行了模态分析并用统

计学方法分析了流场特性对污染物传播的影响7李

波等&>>'还提出了一种基于L&-代理模型的高效自

适应序贯优化方法$并对二维翼型设计优化进行了

比较分析$结果发现该方法能显著提升优化效率且

有较高的拟合精度$与 1,-高耗时的计算相比$整

个计算过程计算量也很少$为场量数据的拟合或优

化提供了一个有效的解决方法7*MFRP /5PFEEFTG

等&>#'将L&-方法用到不确定性量化"'I8OM9FGI9J

cSFI9G[G8F9G5I$ 'c#分析&>:'中$将 L&-方法与压缩

感知"15ENMORROT 2OIRGIQ$ 12#相结合$并将此方法

应用于 (*D!B!! 翼型和 )*2*转子周围的跨音速

湍流流场1,-模拟的'c分析中$显著降低了计算

成本7

表 !@L&-方法与-/-方法相结合的分析方法应用

3FW6O!@*NN6G8F9G5I 5[FIF6J9G8F6EO9P5T 85EWGIGIQL&-EO9P5T FIT -/-EO9P5T

(OROFM8P EO9P5T DIQGIOOMGIQFNN6G8F9G5I (O[OMOI8OR

15ENFMGR5I

WO9aOOI

L&-FIT -/-

29FWG6G9JFIF6JRGR5[VFMEFI X5M9O\TOXO65NEOI9NM58ORRFM5SIT F8J6GITOM

.OO9F67

&=='

-D2 5[85EN6O\RONFMF9OT [65aGI E5TOMI [GQP9OME5TO6

fPFIQO9F67

&=>'

-O85EN5RG9G5I FIT MO85IR9MS89G5I 5[NMORRSMO[GO6T IOFMW6FTO

bGOO9F67

&=#'

-O85EN5RG9G5I FIT MO85IR9MS89G5I 5[[65aR9MS89SMO5[9GN 6OF̀FQOX5M9O\GI EG\OT [65aNSEN

UFI O9F67

&=:'

15EWGIF9G5I 5[

L&-FIT -/-

DIOMQJFIF6JRGR5[6FMQO<R8F6OX5M9O\R9MS89SMOGI [MOORPOFM6FJOMGI R6F98FXG9J

_OG

&=;'

-O85SN6O9PO85EN6O\RNF9G59OEN5MF685SN6GIQNPOI5EOI5I

-FG

&=B'

/5TF6FIF6JRGR5[M59F9G5IF6GIR9FWG6G9JSITOMTG[[OMOI99GN 86OFMFI8OR

_S O9F67

&=A'

DX56S9G5I 5[8FXG9F9G5I TJIFEG8RGI 6GeSGT IG9M5QOI 8FXG9F9G5I [65a

+GFIQO9F67

&>"

'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''

'

@@1,-也可对锅炉内的温度场分布进行模拟7郭

芳&>;'利用1,-仿真软件对四角切圆锅炉在不同

工况下的温度场分布进行了研究$得到了温度数据

样本库$结合L&-降维算法$提取 L&-基$对锅炉

火焰温度场的分布进行了重构7为数据降维算法在

火焰温度场重建理论提供了实验支持$也为该算法

在今后应用于解决工业现场的问题打下了基础7沙

正道&>B'通过 1,-技术获得了温室内环境系统关

键参数的高分辨率的变化空间信息$并运用 L&-

方法降维7结果表明!L&-方法重构的速度场%温度

场和二氧化碳分布的低维空间精度与 1,-技术相

当$实时性相比 1,-技术有很大提升7芮庆&>A'以

办公室房间为研究对象$通过 1,-模拟的方式获

取了其室内流场7之后利用 L&-方法建立了观测

层%偏差层%模态层和模态系数层$实现了对办公室

室内温度分布预测模型的创建7对预测模型的可靠

性验证结果表明!L&-方法能以较高的精度实现数

据降维$并能较为准确地对泛化场景下的温度分布

情况做出预测7

1,-兴起于 !" 世纪 :" 年代$随着 A" 年代计

算机的迅猛发展$1,-也随之飞速发展7但是 1,-

方法求解出的离散流场维度高达数千万$因此必须

对数据进行降维处理7由上述内容可知$L&-方法

可以在保留数据集主要特征的基础上有效降低数

#!
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据的维度$从而使相关问题得到解决7

&'."#$%方法在其他领域的应用

L&-方法可以有效地对非线性颤振响应进行

降维处理7颤振是指弹性结构在均匀气流中受到空

气动力%弹性力和惯性力的耦合作用而发生的大幅

度振动7针对二维壁板颤振问题$L&-方法可以和

YF6OM̀GI方法结合$发展成兼具高效性和全局性的

降维模型&#"'

(对于三维复合材料曲壁板的非线性

颤振响应的降阶问题$可以通过 L&-方法构造三

维复合材料曲壁板颤振响应的 L&-模态$然后将

系统的运动方程变换到 L&-模态坐标下$通过数

值积分方法计算得到三维复合材料曲壁板的颤振

响应&#$'

7

表 =@L&-方法在1,-数据处理中的应用

3FW6O=@*NN6G8F9G5I 5[L&-EO9P5T GI 1,-TF9FNM58ORRGIQ

(OROFM8P FMOFR DIQGIOOMGIQFNN6G8F9G5I (O[OMOI8OR

29STJ5I [65a

[GO6T 8PFMF89OMGR9G8R

GI FGM8MF[9

2SMM5QF9OE5TO6[5MNMOTG89GIQPOF9[65a5[85EN6O\RSM[F8OWFROT 5I UOMEORRPFNO

)GOO9F67

&>$'

)SEOMG8F6RGES6F9G5I 5[R9F9G8FIT TJIFEG8R9F665[2B"A FGM[5G6F9!" ]FIQ6O5[F99F8̀

2SI O9F67

&>!'

(OROFM8P 5I N566S9FI9NM5NFQF9G5I GI 9PO858̀NG95[g;=;<!"" FGM8MF[9

LOG

&>='

D[[G8GOI9FTFN9GXOROeSOI9GF65N9GEGdF9G5I EO9P5T WFROT 5I L&-RSMM5QF9OE5TO6

+GO9F67

&>>'

1,-RGES6F9G5I 5[9MFIR5IG89SMWS6OI9[65aFM5SIT (*D!B!! FGM[5G6FIT )*2*M595M

*MFRP O9F67

&>#'

29STJ5I

9OENOMF9SMO

[GO6T TGR9MGWS9G5I

(ORFOM8P 5I 9OENOMF9SMO[GO6T TGR9MGWS9G5I 5[9FIQOI9GF66J[GMOT W5G6OMSITOMTG[[OMOI9a5M̀GIQ85ITG9G5IR

YS5

&>;'

2NF9GF6XFMGF9G5I 6Fa5[̀OJNFMFEO9OMR5[OIXGM5IEOI9F6RJR9OEGI YMOOIP5SRO

2PF

&>B'

LMOTG89G5I FIT 85I9M56R9MF9OQJ5[9OENOMF9SMOTGR9MGWS9G5I GI 5[[G8O

(SG

&>A
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'

@@L&-方法在结构动力学方面的应用也十分广

泛7!$ 世纪初期$L&-方法逐渐被应用到结构动力

学系统中7邓子辰等&#!'首先基于欧拉<伯努利原

理$建立一柔性悬臂梁撞击系统的动力学方程$然

后将L&-方法成功应用于撞击系统的降阶过程7

数值结果表明该方法是可行的$并具有很高的效

率$为系统控制研究打下了基础7!"!" 年$赵阳

等&#='针对梁式结构动力模型$提出一种新的模型

降阶方法7以减缩基向量的方式达到大幅降低自由

度数量的目的7路宽等&#>$##'基于惯性流形理论对

传统的 L&-方法进行改进$完善了瞬态 L&-方

法$并基于瞬态 L&-方法的物理意义提出了确定

原始高维复杂系统的最优降维模型的方法7应用改

进的L&-方法对原始转子,轴承系统进行降维$

通过降维前后相图%轴心轨迹%幅频曲线%分岔特性

的对比$发现降维后的简化模型很好地保留了原始

模型的动力学特性(李玉韦等&#:'通过静力分析获

得了网格加筋筒壳模型的节点位移场并将其组装

成快照矩阵$再利用 L&-技术提取快照矩阵的主

成分作为转换矩阵实现了模型降阶(L&-方法也被

用在研究悬臂板几何非线性结构的动力学降阶问

题$可以提升几何大变形条件下的结构非线性动力

学系统的求解效率&#;'

(L&-方法结合小波变换可

以对钢架的损伤部位进行精确定位$此方法能够在

可接受的精度范围内检测出弯矩连接处的损

伤&#B'

7

L&-方法可以对非线性热传导问题建立降阶

模型$降低复杂系统的自由度$从而提高计算效率7

热传导现象是介质内部由温度梯度造成的密度差

产生的自然现象7以 (1̂ #""" 时冲击热流的传热

为例$L&-方法可以对通过大涡模拟得到的传热和

流场进行分解和研究&#A'

(朱强华等&:"'提出一种基

于L&-方法和有限元法的瞬态非线性热传导问题

的模型降阶快速分析方法$建立了导热系数随温度

变化的一类瞬态非线性热传导问题有限元格式的

L&-降阶模型7由于在实际工程中经常会用到激

光%极短时间的微波这样高频率%高热量的热源$许

多导热介质中都会有非傅立叶传热现象7对于此类

非傅立叶热传导问题$可以通过构造同一求解域的

非线性L&-基底$利用其外推性质对非线性问题

进行模拟计算&:$'

(29F[(5O6R等&:!'分别用 L&-方

法和适当广义分解"LM5NOMYOIOMF6GdOT -O85EN5RG<

9G5I$ LY-#方法研究了大规模砌体墙的热传递现

象$结果表明L&-方法能够提供更准确的结果7

随着人工智能的发展$机器学习与其他学科交

叉成为新的趋势$L&-方法与机器学习"/F8PGIO

:!
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+OFMIGIQ$ /+#尤其是深度学习 "-OON +OFMIGIQ$

-+#结合的分析方法在模型预测方面有较高的精

度71PGI8PSI &5G等&:=' 将几个机器学习模型与

L&-方法结合$得到模拟静止圆柱体绕流的经典结

果(深度学习和L&-?-/-方法结合建立的降阶模

型在模型预测方面精度更高$该方法首先计算模拟

数据"快照#的L&-或-/-模态及其时间系数$然

后使用长短时记忆网络"+5IQ2P5M9<3OME/OE5MJ$

+23/#模型来预测模态的时间系数&:>'

7实验表明$

该模型对于预测VO6XGI<UO6EP569d不稳定性和质量

扩散问题快照的时间系数具有较高的精度7

除此之外$L&-在其他领域也发挥着至关重要

的作用7如魏芸&:#'首次提出在 L&-方法中嵌入基

因算法和伴随方法$完成了人工环境多方法集成设

计$在保证计算准确性的基础上提高了逆向设计的

计算效率$实现了基于 1,-的人工环境高效全局

优化逆向设计(基于 L&-方法可以建立冰形快速

预测降阶模型&::'

$该方法可以很好地适用于单%多

参数的冰形预测$对于大参数研究的应用具有参考

价值$也为结冰试飞认证%容冰设计提供了一种有

效可行的方法( L&-方法被应用到不同工况下超

声速混合层的时空演化研究中$以获得能量模态分

布%模态系数的时间演化特性和频域特性以及模态

空间结构&:;'

(1FM65RcSORFTF等&:B'首次基于 L&-

降维技术预测了微胶囊在稳定状态下流经直微流

体通道时的变形7

由上述内容可以看出$对于非线性颤振响应%

转子,轴承系统%非傅立叶热传导等问题$L&-方

法也可以有效地对高维复杂系统进行降维与简化7

此外$在人工智能方面$基于深度学习的数据降维

已经成为一个热门课题$L&-方法与深度学习结合

的具体应用将在下一节中详细介绍7

表 >@L&-方法在其他领域的应用

3FW6O>@*NN6G8F9G5I 5[L&-EO9P5T GI 59POM[GO6TR

(OROFM8P FMOFR DIQGIOOMGIQFNN6G8F9G5I (O[OMOI8OR

)5I6GIOFM[6S99OM

MORN5IRO

3a5<TGEOIRG5I NFIO6[6S99OMWFROT 5I YF6OM̀GI EO9P5T FIT L&-

/OGO9F67

&#"'

&MTOMMOTS89G5I FIF6JRGR5[I5I6GIOFM[6S99OMMORN5IRO5[9PMOO<TGEOIRG5IF685EN5RG9O8SMXOT aF66NFIO6R

fP5S O9F67

&#$'

29MS89SMF6

TJIFEG8R

-GEOIRG5IF6G9JMOTS89G5I 5[[6O\GW6O8FI9G6OXOMGENF89RJR9OE

-OIQO9F67

&#!'

-GEOIRG5IF6G9JMOTS89G5I 5[M595M<WOFMGIQRJR9OE

+S O9F67

&#>$##'

&MTOMMOTS89G5I 5[QMGT R9G[[OIOT 8J6GITMG8F6RPO66E5TO6

+GO9F67

&#:'

YO5EO9MG8I5I6GIOFMTJIFEG85MTOMMOTS89G5I WFROT 5I 8FI9G6OXOMWOFE

1POI

&#;'

*IOaEO9P5T [5MTO9O89GIQWOITGIQTFEFQO5[R9OO6[MFEO

3FPFO9F67

&#B

'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''

'

)5I6GIOFM

POF985ITS89G5I

UOF99MFIR[OMNPOI5EOI5I 5[GENGIQGIQPOF9[65aaPOI (1̂ #"""

VMGR9GFI O9F67

&#A'

,FR9FIF6JRGREO9P5T 5[E5TO6MOTS89G5I [5M9MFIRGOI9I5I6GIOFMPOF985ITS89G5I NM5W6OER

fPS O9F67

&:"'

L&-E5TO6MOTS89G5I EO9P5T [5M6GIOFMFIT I5I6GIOFMI5I ,5SMGOMPOF985ITS89G5I NM5W6OER

fPFIQ

&:$'

29STJ5I POF99MFIR[OMNPOI5EOI5I 5[6FMQO<R8F6OEFR5IMJaF66

29F[O9F67

&:!

'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''

'

*M9G[G8GF6

GI9O66GQOI8O

2GES6F9G5I 5[[65a[GO6T FM5SIT F8J6GITOMWJ85EWGIGIQEF8PGIO6OFMIGIQE5TO6FIT L&-

1PGI8PSI O9F67

&:='

(OTS8OT 5MTOME5TO6WFROT 5I TOON 6OFMIGIQFIT L&-?-/-

/FPTGO9F67

&:>

'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''

'

&9POMR

D[[G8GOI9Q65WF65N9GEGdF9G5I MOXOMROTORGQI GI FM9G[G8GF6OIXGM5IEOI9

_OG

&:#'

(OTS8OT 5MTOME5TO6[5M[FR9G8ORPFNONMOTG89G5I

+GS O9F67

&::'

3OEN5MF6FIT RNF9GF6OX56S9G5I 5[RSNOMR5IG8EG\GIQ6FJOMSITOMTG[[OMOI95NOMF9GIQ85ITG9G5IR

_FIQ

&:;'

(OROFM8P 5I 9POTO[5MEF9G5I 5[EG8M58FNRS6OR[65aGIQ9PM5SQP R9MFGQP9EG8M5[6SGTG88PFIIO6RGI R9OFTJR9F9O

1FM65RO9F67

&:B

'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''

'

&'/"对#$%方法的改进

为了使L&-方法更好地应用于实际工程中$

研究人员将 L&-方法与其他方法相结合或者对

L&-方法做出改进7人工神经网络"*M9G[G8GF6)OS<

MF6)O9a5M̀$ *))#具有很强的自组织性和容错性$

将*))与L&-方法结合共同构建降阶模型$可以

进一步提高 L&-方法的预测精度$这种方法被称

为L&-<*))法&:A'

7该方法可以被应用到洪水预测

中$结果表明!该方法对于淹没区的预测比常规代

理模型更安全%广泛7随后$*PEOT (FQOP 等&;"'为

;!
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了研究铆钉连接处的疲劳与腐蚀缺陷$对 L&-<

*))方法进行进一步改进$结合了从测量的结构

响应中提取的L&-模态和从数值模型中计算的正

交模态$使L&-<*))方法成为一种稳健的铁路钢

桥疲劳损伤识别工具7

29O[[OI VFR9GFI 等&B'提出了自适应 L&-方法

"*L&-#$引入了选择快照子基的原则$用于构建

匹配基$可以给出更精确的近似值7+G

&;$'提出了一

种结合L&-方法和离散经验插值法"-GR8MO9ODE<

NGMG8F60I9OMN56F9G5I /O9P5T$ -D0/#的混合降阶模

型$用来加速石油工程中对多孔介质中单相可压缩

气体流动的模拟$并用两个算例验证了 L&-<-D0/

方法的重建和预测精度以及计算速度7随后$1PS9G<

N5IQ-O8PFISWÒRF等&;!'继续对此方法优化$引入

了基于YL&-"YFNNJLM5NOM&M9P5Q5IF6-O85EN5RG<

9G5I#

&A'概念的 -D0/修正方法$称为 L&-<YL&-

方法$这种方法兼顾了 L&-方法的准确性和 L&-<

-D0/方法的效率7

-FXGTO)GIIG等&$"'介绍了一个名为 /&-'+&

"/&-F6E'+9GR8F6ON&T#的开放的软件包$可用于

执行数值和实验数据的多尺度本征正交分解"ES6<

9GR8F6OLM5NOM&M9P5Q5IF6-O85EN5RG9G5I$ EL&-#方

法$这种新的分解方法结合了多分辨率分析"/S69G<

(OR56S9G5I *IF6JRGR$ /(*#和标准 L&-方法$使分

解的收敛性和模态的光谱纯度之间达到最佳平衡$

此软件由于其内存节省特性$非常适合分析较大的

数据集$对任何研究领域都很有意义7EL&-方法

可以用于研究稳态和瞬态条件下的圆柱尾流流场$

研究结果表明!EL&-方法在模态分析中允许比

L&-方法拥有更多的自由度$同时保持相当的收敛

性&;='

7-FIGO6gS98POM等&;>'提出了分区本征正交分

解"f5IF6LM5NOM&M9P5Q5IF6-O85EN5RG9G5I$ fL&-#

方法$在计算 L&-模态之前将速度场分解成若干

个区域$以便更好地识别每个区域相关的突出结构

和特征$与L&-方法相比$fL&-方法可以获得更

具代表性的矢量场7*FM5I 35aIO等&;#'提出了频谱

本征正交分解"2NO89MF6LM5NOM&M9P5Q5IF6-O85EN5<

RG9G5I$ 2L&-#方法$结合了 L&-的功率和频率分

析$代表了时间和空间上的连贯进化结构$这是直

接L&-方法没有的优势7

多学科交叉融合是创新的源泉7当今世界$学

科前沿的重大突破和重大创新成果大多是学科交

叉%融合%汇聚的结果7L&-方法与数据驱动%深度

学习等人工智能领域的交叉$可以使 L&-方法使

用范围更广泛$降维效率更高7

表 #@对L&-方法的改进

3FW6O#@0ENM5XOEOI95[L&-EO9P5T

0ENM5XOEOI9EO9P5T@@@ (O[OMOI8OR@@@

15EWGIF9G5I 5[FM9G[G8GF6IOSMF6IO9a5M̀FIT L&-"L&-<*))#

LGOMMOO9F67

&:A'

,SM9POMGENM5XOEOI95[L&-<*))EO9P5T

*PEOT O9F67

&;"'

*TFN9GXONM5NOM5M9P5Q5IF6TO85EN5RG9G5I

29O[[OI O9F67

&B'

15EWGIF9G5I 5[L&-FIT TGR8MO9OOENGMG8F6GI9OMN56F9G5I EO9P5T"L&-<-D0/#

+GO9F67

&;$'

*E5TG[G8F9G5I 5[-D0/9PF9GRWFROT 5I 9PO85I8ON95[YL&-"L&-<YL&-#

1PS9GN5IQO9F67

&;!'

0I9M5TS89G5I 95/&-'+&R5[9aFMO

-FXGTOO9F67

&$"'

/S69GR8F6ONM5NOM5M9P5Q5IF6TO85EN5RG9G5I"EL&-#

/OITOdO9F67

&;='

f5IF6NM5NOM5M9P5Q5IF6TO85EN5RG9G5I"fL&-#

-FIGO6O9F67

&;>'

2NO89MF6NM5NOM5M9P5Q5IF6TO85EN5RG9G5I"2L&-#

*FM5I O9F67

&;#'

+"#$%方法研究展望

随着计算机技术的发展$研究者们得到更多数

据的同时已然离不开使用各种降维方法对数据进

行处理7虽然目前已经获得了一些成熟的降阶方

法$但随着未来工程结构系统越来越复杂%运行条

件复杂多变%各种非线性因素相互耦合$许多简化

模型不再适用7今后值得进一步研究的问题如下!

"$#根据各降维方法的特点$结合多种方法对

高维系统进行二次降维7例如$中心流形方法和+<2

方法可以保留原系统的拓扑性质$因此$复杂结构

系统的降阶模型可以通过 L&-方法得到$然后通

B!
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过中心流形方法和+<2方法进行进一步降维研究(

"!#!$ 世纪是人工智能的时代$作为人工智能

领域的重要内容$机器学习以及新兴的深度学习也

是新的研究热点$机器学习与其他学科交叉以及新

的数据处理方法成为新的趋势7机器学习是实现人

工智能的一种方法$需要大量的数据和运算来进行

训练7其中$深度学习是目前最热门的机器学习方

法$它是利用深度神经网络来解决特征表达的一种

学习过程$但是深度神经网络复杂$训练数据多$计

算量大7目前$国内外对于L&-方法在数据驱动尤

其是深度学习中的应用研究&:!$:='较少$今后可以

通过L&-方法与深度学习结合$开展进一步研究$

对深度学习方法进行完善7

."结论

L&-方法目前已经逐渐成为处理大型复杂高

维系统的最主要方法7本文简要介绍了 L&-方法

的基本原理及 L&-方法的发展历史$详细列举了

L&-方法在1,-%L04技术中的应用$对 L&-方法

和-/-方法各自的优缺点进行了对比$最后简要

概括了L&-方法在结构动力学%热传导问题%人工

智能方面的应用7L&-方法相较于其他方法$具有

准确性强%适用范围广%流场重构效率高等优势$同

时还有很多缺陷$如无法给出模态的稳定性等7针

对具体问题$许多研究人员也对 L&-方法做出了

相应的改进$如与 -D0/相结合的 L&-<-D0/方

法%与/(*结合的EL&-方法%与功率和频率分析

相结合的 2L&-方法等7随着人们对人工智能的需

求越来越高$L&-方法在数据驱动技术尤其是深度

学习的研究中将会有更广泛的应用前景7
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