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周期轴向力作用下旋转圆锥薄壳
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摘要A本文开展了周期轴向力作用下旋转圆锥薄壳动力稳定性研究7基于-5IIO66薄壳理论推导了旋转锥壳

的动力学方程$采用广义微分求积法和RG66法分析了系统在周期轴向载荷作用下的参数不稳定性$讨论了多

个不稳定区随工况和几何参数的变化规律7结果表明!提高转速会导致不稳定区沿频率轴移动$但对不稳定宽

度影响不大7增加恒定拉伸轴向载荷$不仅会显著增加失稳宽度$而且会导致失稳区域向更高的频率范围移

动7锥角%厚径比或长径比的变化都会导致不稳定区沿频率轴移动7锥角和厚径比会增大失稳宽度"长径比会

减小#7随着周向波个数的增加$锥角对失稳区的影响逐渐减弱$而厚径比的影响则基本保持不变7

关键词A圆锥薄壳$ A参数不稳定$A旋转$A周期轴向力$A广义微分求积法

中图分类号!3S:!? 文献标志码!*

引言

薄壁壳体结构在土木工程%机械工程和航空航

天工程中有着广泛的应用7在载荷参数值和横向振

动固有频率的特定组合下$壳体结构在面内周期力

作用下可能发生不稳定的横向振动$导致参数失

稳$危及结构安全7半个世纪以来$具有不同几何%

边界条件和荷载类型的壳体结构参数失稳问题得

到了广泛研究&:$!'

7

从研究对象看$现有研究&? T<'多数集中于圆柱

壳$而对圆锥壳的参数失稳研究相对较少7基于

/FU98OUUO型动力方程$.O

&$'分析了扁锥薄壳在周

期性横向和面内载荷作用下的非线性振动和动力

失稳7)9等&B'利用广义微分求积"V-W#方法研究

了边界条件对周期边缘载荷作用下截锥壳参数失

稳的影响725XGYOZ

&:" T:!'对复合材料层合锥壳的热

致动力失稳和屈曲行为进行了一系列研究7近期$

不少学者探索了由碳纳米管增强复合材料&:?'

%功

能梯度材料&:#'以及金属泡沫材料&:>'制成的截锥

壳非线性动力失稳问题7

上述研究并未考虑旋转效应7对于周期性轴向

载荷作用下的旋转圆柱壳$)9等&:;'和 +GO[等&:<'

报道了旋转引起的科里奥利力和离心力对失稳区

域有显著影响7+FE和 R8F

&:$'指出$将研究从旋转

圆柱壳扩展到旋转圆锥壳所需的分析量相当大7此

外$圆锥壳是更为一般的壳体结构形式7因此$研究

旋转对周期轴向载荷作用下旋转锥壳参数失稳的

影响具有重要意义7

V-W方法最早由 2H8 和 (GQHFUPN

&:B'提出$用

于直接求解工程问题的控制方程7目前$V-W方法

已广泛应用于壳体结构的振动分析&!" T!!'

7本文将

基于该方法建立旋转锥壳的振动模型7考虑旋转效

应后$周期轴向载荷作用下薄壁锥壳结构的动力学

问题属于一类具有参数激励的陀螺动力系统7由于

,65J8OM乘数假设不满足陀螺系统$经典 S565MGI 方

法不能用于此类系统的参数稳定性分析&!?$!#'

7需

借助更为普适的RG66方法&!>'

7

因此$本文拟开展周期轴向力作用下旋转圆锥

薄壳动力稳定性研究7基于-5IIO66薄壳理论&!;'推

导旋转锥壳的动力学方程$采用 V-W法和 RG66法

分析系统在周期轴向载荷作用下的参数不稳定性7

通过与文献结果的对比$验证分析模型的准确性7
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研究不同转速和边界条件时系统主参数稳定区的

变化$讨论轴向力相对变化幅值以及几何设计参数

"锥角%长径比和厚径比#对不稳定区的影响规律7

!"分析模型

!7!"周期轴向力

本文考虑各向同性的截断型圆锥薄壳$其弹性

模量为 !$密度为
!

$泊松比为
"

7图 : 给出了以角

速度
!

绕其对称轴旋转的圆锥薄壳的几何结构和

坐标系7其中$

#

为锥角$"为轴向长度$# 为厚度$$

和%是锥壳两端的半径7锥壳的基准面取其厚度中

面$其中正交坐标系"&T

"

T'#是固定的$(\("&#

是任意坐标点"&$

"

$'#的半径7旋转锥壳在经向 &%

周向
"

和法向'方向上的变形分别由 )$*$+定义7

图 :A旋转圆锥薄壳的几何结构和坐标系

,G97:A VO5EOMUYFIP Q55UPGIFMONYNMOE

5XFU5MFMGI9Q5IGQF6NHO66

旋转锥壳在图 : 所示的子午方向上承受周期

性载荷,

$

"-#$其形式可假定为恒定载荷上叠加一

个小正弦扰动量$即表示为如下形式

,

$

"-# .

#

$

,

/(

": 0

$

Q5N

%

$

-# ":#

式中$

#

$

和
$

分别表示恒定轴向力的幅值和相对变

化幅值7,

/(

表示当锥角
#

\" 时的圆柱薄壳的屈曲

载荷$有,

/(

\!#@&1"!": T

&

!

#'

:@!

$其中1表示柱

壳的半径7本研究中$令1\$7

!7#"旋转薄壁锥壳振动模型

根据-5IIO66薄壳理论&!;'

$图 : 所示的旋转圆

锥壳体结构的动力学方程可表示为
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式中$"\&)$*$+'

3

7!表示非旋转锥壳的微分算子

矩阵$可参考文献&:$'7!
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表示初始环向张力引起

的微分算子矩阵$可表示为

!

2

.

"

2::

"

2:!

"

2:?

"

2!:

"

2!!

"

2!?

"

2?:

"

2?!

"

2











??

"?#

式中

"

2::

.

'

#

!

!

"

!

""

!

$"

2:!

." "#F#

"

2:?

.4

'

#(

!

!

Q5N

(

"

"

&

"#]#

"

2!:

.

'

#(

!

!

Q5N

(

"

!

"

&

""

0

'

#

!

!

NGI

(

"

""

"#Q#

"

2!!

.

'

#(

!

!

NGI

(

"

"

&

$"

2!?

." "#P#

"

2?:

."$"

2?!

.4

'

#

!

!

Q5N

(

"

""

"#O#

"

2??

.

'

#

!

!

"

!

""

!

"#X#

式中$(\$ &̂NGI
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表示惯性力微分算子矩阵$可

表示为
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表示轴向力微分算子矩阵$可表示为
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后续分析中$将考虑四种边界条件!小端固支

和大端固支"1NT16#%小端简支和大端固支"2NT

16#%小端固支和大端简支"1NT26#以及小端简支

和大端简支"2NT26#7

!$%"基于&'(方法的离散模型

在应用 V-W方法之前$需确定圆锥薄壳自由

振动的位移场为
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式中$

!

T是旋转锥壳的固有圆频率$6 表示振动壳

的周向波数7将位移场方程"B#代入方程"!#$导出

一组仅在空间域内沿子午 &方向变系数的常微分

控制方程!

!

!

"

!

.) ":"#

其中$"

!

\&5"&#$7"&#$8"&#'

3是未知的振型空

间函数向量$!

!是维度为 ? _? 的微分算子矩阵9

V-W方法的思路&:B'

!一个足够光滑的函数在一个

离散点上相对于坐标方向的导数可以近似地表示

为所有离散点上函数值的加权线性和9以函数

5"&#为例$V-W方法的基本做法如下!
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其中$,是&方向上离散网格点的总数7=

;<:

是与第

:阶导数相关的加权系数7选取&方向上余弦函数

点作为离散网格点$即 &

;

\): TQ5N&";T:#@",T

:#

$

'*@!"$";\:$!$($,#7显然$越靠近锥壳的端

点$离散网格点的分布就越密集7值得注意的是$锥

壳两个端点的坐标为 &

:

\" 和 &

,

\"77"&#和 8

"&#导数的离散表达式可与式"::#中5"&#的表达

式类似7

将这些V-W方法的表达式应用于常微分控制

方程组&式":"#'$得到一组线性代数方程组!
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式":!#中%

? _:>

表示系数矩阵$并随离散点坐标的

变化而变化9&

!

? _:>

是离散网格点上的振型列向量$

由下式给出!
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式中5
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#可分别由式

"::#确定$且:\:$!$?$#7

旋转锥壳的两端一般有 $ 种边界条件7考虑给

定的边界条件$将式":!#施加在所有离散网格点

上$然后根据固有频率
%

T重新排列$得到如下多项

式特征值问题!
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式中'

"
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$

分别表示维度为系数矩阵 ?_

?的系数矩阵"?\?,T$#7需要说明的是$'

$

仅由

轴向力作用而引起的7( 表示第 ) 阶模态振型列向

量$有
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通过求解方程":##的多项式特征值问题$可

以得到给定转速下旋转锥壳的前后行波振动频率7

在运动方程的推导中$锥壳的位移场可以视作
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与多项式特征值问题的推导类似$旋转锥壳在

周期性轴向载荷作用下的运动方程可表示如下!
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3表示维度为 !?_: 广义自由度列向量$

而质量%陀螺和刚度系数矩阵可表示为
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显然$在考虑周期性轴向载荷的情况下$圆锥

薄壳的控制方程具有/FMHGO8=RG66型的周期性变化

系数7这类系统又称为参数激励系统$系统的参数

稳定性是人们关注的主要问题7

#"参数稳定性分析方法

公式":<#的解的稳定性将通过RG66方法&!>'进

行研究7该方法基于,65J8OM理论$其主要思路是式

":<#的解可以写成指数部分和周期部分的乘积7

用复,58UGOU级数展开表示周期部分$这个解可以

写成

!#
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将式"!"# 式̀"!##代入式":<#$应用谐波平

衡条件$得到如下代数方程!
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式"!;#可用于分析给定轴向力的变化频率
%

$

和相对振幅
$

的系统稳定性9如果系统是稳定的$

所有特征值
)

的实部为负$指数部分随着时间的推

移而减小9另一方面$如果至少有一个特征值
)

具

有正实部$则系统是不稳定的9为了得到稳定分析

的近似数值特征值$只需少量的 ,

B

就可以满足精

度要求7

%"分析实例

%7!"模型验证

在开展稳定性研究之前$需要对所提出的薄壁

锥壳模型和V-W方法的结果进行验证7采用
%

H

表

示非旋转锥壳的固有频率7考虑旋转后$特定模态

":$ 6#的前@后行波频率用
%

%

和
%

C

表示$其中$6 \

:$ !$ (表示周向波的数量$而:\:$ !$ (则表示

相应驻波模式中轴向半波的数量7以&

'

$

!

": T

&

!

#I

!'

:@!为转速%频率的量纲$则无量纲化后的转速和

行波频率分别表示为
!

!

$

%

$

!

$

%

H

!

$

%

%

!

$

%

C

!

7

表:给出了具有1N=16和 2N=26边界条件的非旋

转各向同性圆锥壳的固有频率
%

H

!

的比较7以 0UGO

等&!<'的数值积分方法得到的结果为基准值$所分析

的圆锥壳参数为 :\:$

&

\"7?$

(

\?"a$ #I$ \

"7":7结果表明$在增加离散网格点的情况下 V-W

方法的结果很快得到收敛$且与文献结果具有较好

的一致性7将旋转各向同性圆柱壳在不同转速下的

前后行波频率与 28I 等&!$'的结果进行比较$如表 !

所示7结构参数为
&

\"7?$

(

\"a$ # \$@>""$ " \

>$$边界条件为 2N=267从中也可发现类似的一致性$

表明本研究所建立的分析模型是正确的$用V-W方

法得到的固有频率结果是可信的7为了精度要求$在

后续分析中将总网格点数设为 :;7

表 :A不同边界条件时非旋转圆锥壳的固有频率比较

3F]6O:A15EbFUGN5I 5XIFM8UF6XUOJ8OIQGON5XI5I=U5MFMGI9

Q5IGQF6NHO66N[GMH PGXXOUOIM]58IPFUYQ5IPGMG5IN

S58IPFUY

Q5IPGMG5IN

6

(ON86MN5X

(OX7&!<'

cUONOIMUON86MN

)Vc\; )Vc\:" )Vc\:;

1N=16

"I%NGI

#

\"7<>

: "7:$$: "7:B$< "7:$$B "7:$$?

! "7::;> "7:??B "7::$> "7::;B

? "7"<B: "7"B>? "7"$:# "7"<B$

# "7";>> "7"<<" "7";<? "7";;?

> "7";;< "7"<>< "7";$# "7";<B

; "7"<?$ "7"$?B "7"<;> "7"<;"

1N=16

"I%NGI

#

\"7>

! "7?"B# "7?":> "7?:"? "7?:""

? "7!"<$ "7:B?$ "7!:"! "7!"B#

# "7:#B# "7:?!: "7:>?? "7:>!#

> "7:!;< "7::>; "7:?!? "7:?:>

; "7:?"; "7:?:# "7:?<> "7:?;;

+++++++++++++++++++++

< "7:#B$ "7:>B; "7:>$! "7:>;B

?#
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表 !A旋转圆柱壳在不同转速下的前后行波频率比较

3F]6O!A15EbFUGN5I 5XMUFZO6GI9[FZOXUOJ8OIQGON

5XU5MFMGI9QY6GIPUGQF6NHO66NFMPGXXOUOIMNbOOPN

/5PO

":$ 6#

(5MFMG5I

NbOOP

,5U[FUP SFQK[FUP

(OX7&!$' cUONOIM (OX7&!$' cUONOIM

":$:#

" "7:$;; "7:$;# "7:$;; "7:$;#

"7"> "7:?<; "7:?<> "7!?!; "7!?!>

"7: "7"$$< "7"$>$ "7!<$< "7:;?"

":$?#

" "7"?$! "7"?$? "7"?$! "7"?$?

"7": "7"?BB "7"?BB "7">:B "7">!"

"7"? "7";<? "7";<? "7:"?> "7:"?>

+++++++++++++++++++++

"7"> "7:"!; "7:"!< "7:;?" "7:;?"

%7#"不同转速下的参数不稳定区

分析的圆锥薄壳参数为:\:$ 6 \!$

&

\"7?$

(

\!"

"

$ #I$ \"7""$$ "@$ \:"$边界条件为 1NT

167计算了不同转速时周期轴向力作用下主参数不

稳定区$如图 ! 所示7考虑拉伸轴向力"

#

$

\"7!#$

且相对变化幅值
$

由 "7"> 增加至 "7>7可以看出$

随着
$

的增加$不稳定区域对称地扩大7与对称轴

相对应的激励频率即为前后行波频率之和$即
%

$

!

\

%

%

!

^

%

C

!

7显然$对于不旋转的锥壳$有
%

$

!

\

!

%

H

!

7考虑旋转后$不稳定区域向高频率范围整体

移动$尤其是当转速大于 "7""! 时$如图 #"Q#所

示7但在一定的转速范围内$不稳定区域的位置受

转速的影响不大7当边界条件改为 2N=26%1N=26或

2N=16时$也有类似现象7由于篇幅的限制$这里不

给出结果7在后续分析中$只考虑 1N=16边界条件$

并讨论系统参数对不稳定区域的影响7

%7%"参数影响分析

?7?7:A定常轴向力幅值

图 ? 绘制了具有不同定常轴向力幅值时对应

不同模态的不稳定区域变化7考虑了三种轴向力幅

值"

#

$

\"7:$"7!$"7?#$相对幅值固定为
$

\"7>$

转速为
!

!

\"7"">$其他参数与上一节模型参数相

同7随着
#

$

的增加$不稳定区向高频区整体移动7

这是由于增加恒定轴向载荷会增加固有频率值$进

而使失稳区域的起始点向更高的频率范围移动7对

于给定的
$

$增加恒定轴向载荷
#

$

也会增加周期轴

向载荷的变化幅值$刚度参数激励得到加强$使得

不稳定区的范围有所扩大$如图 ?"F#所示7随着周

向波数的增加&模态":$?#和模态":$##$如图 ?

"]#和图 ?"Q#所示'$不稳定区的变化规律与模态

":$:#类似7

图 !A不同转速时周期轴向力作用下

旋转锥壳的主参数不稳定区

,G97!AcUGEFUYGINMF]G6GMYUO9G5IN5XQ5IGQF6NHO66N8IPOU

bOUG5PGQFdGF6X5UQOFMPGXXOUOIMU5MFMG5IF6NbOOPN

图 ?A定常轴向力幅值对不稳定区的影响

,G97?ADXXOQMN5XFdGF6X5UQOFEb6GM8PO5I MHOGINMF]G6GMYUO9G5IN

##
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?7?7!A锥角

本节讨论锥角对不稳定区的影响7分析的圆锥

薄壳参数为
&

\"7?$ #I$ \"7""$$ "@$ \:"$

%

!

\"7"">$

#

$

\"7!$

$

\"7>7考虑三种锥角值"

(

\!"a$ #"a$ ;"a#$结果如图 # 所示7对于模态":$

:#$增大
(

值$失稳区整体向低频段移动$且不稳定

区范围有所扩大7对于模态":$?#和模态":$##$首先

使不稳定区域向高频段移动而后向低频段移动$如

图 #"]#和图 #"Q#所示7不稳定区范围也有所增加7

与模态":$:#的情况相比$模态":$?#和模态":$##

的不稳定区的移动和范围扩大量相对较小7这表明$

随着周向波的增加$锥角对失稳区的影响呈减弱趋

势7这一现象也与)9等&B'的发现一致7

图 #A锥角对不稳定区的影响

,G97#ADXXOQMN5XQ5IOFI96O5I MHOGINMF]G6GMYUO9G5IN

?7?7?A厚径比

本节研究厚径比对不同模态的不稳定区影响$

如图 > 所示7分析的圆锥薄壳参数为
&

\"7?$

(

\

!"a$ "@$ \:"$

%

!

\"7"">$

#

$

\"7!$

$

\"7>7分

析了三种厚径比值$即 #I$ \"7"">$ "7""$$

"7":!7结果表明$增大 #I$值不仅会使不稳定区向

高频段移动$而且会使不稳定区明显扩大7对于周

向波较大的情况$如图 >"Q#所示的模态":$##$不

稳定区随 #I$的移动和扩大并未减弱7

?7?7#A长径比

讨论长径比对不稳定区的影响7分析的圆锥薄

壳参数为
&

\"7?$

(

\!"a$ #I$ \"7""$$

!

!

\

"7"">$

#

$

\"7!$

$

\"7>7当 "@$ \:"$ :> 和 !"

时$不稳定区的结果如图 ; 所示7可以发现$随着

"@$的增加$不稳定区主要出现在低频段7对于周

向波数较少的失稳模态$如模态":$:#$除失稳区

的整体移动外$失稳区宽度的变化不大7但是$对于

周向波数较多的失稳模态$增大 "@$值也会减小失

稳区宽度$如图 ;"Q#所示7

图 >A厚径比对不稳定区的影响

,G97>ADXXOQMN5XMHGQKIONN=PGFEOMOUUFMG55I 8INMF]6Oe5IO

图 ;A长径比对不稳定区的影响

,G97;ADXXOQMN5X6OI9MH=M5=UFPG8NUFMG55I MHOGINMF]G6GMYUO9G5IN

>#
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*"结论

本文首先推导了旋转锥壳的动力学方程$采用

V-W法和RG66法分析了系统在周期轴向载荷作用

下的参数不稳定性7计算并讨论了多个不稳定区随

工况和几何参数的变化规律7结果表明!提高转速

会导致不稳定区沿频率轴移动$但对不稳定宽度影

响不大7增加恒定拉伸轴向载荷$不仅会显著增加

失稳宽度$而且会导致失稳区域向更高的频率范围

移动7锥角%厚径比或长径比的变化都会导致不稳

定区沿频率轴移动7锥角和厚径比会增大失稳宽度

"长径比会减小#7随着周向波个数的增加$锥角对

失稳区的影响逐渐减弱$而厚径比的影响则基本保

持不变7

上述研究基于线性和各向同性薄壁壳体假设7

若壳体是非线性的且各向异性$例如考虑大变形%

功能梯度或复合材料层合壳材料7进一步的工作应

重点探讨非线性因素的引入对系统动力稳定性的

影响7
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