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摘要?基于淋巴细胞在免疫应答中的生化特点$将肿瘤与免疫系统之间的竞争划分为两个阶段$即未成熟

无杀伤力淋巴细胞与成熟能有效杀死肿瘤细胞的淋巴细胞$并分别从确定性与随机性两个角度讨论了两阶

段肿瘤B免疫模型的发展演变规律7通过稳定性和相图分析$发现无肿瘤平衡点可以实现渐近稳定$此时肿

瘤能够彻底被清除7但有肿瘤平衡点不稳定$此时免疫细胞与肿瘤细胞此起彼伏$持续保持竞争状态7考虑

细胞生长的内微环境后$重点研究了在稳态平衡点附近高斯白噪声对细胞密度均值与二阶矩的影响7研究

发现$微环境噪声在第一个稳态点附近改变了肿瘤细胞被清除的状态$说明此处微环境有利于肿瘤的生存

和生长7二阶矩曲线则说明肿瘤细胞在微环境的影响下密度波动最大7比较而言$肿瘤细胞密度在第二个稳

态点附近持续波动很大$但受微环境噪声影响较小$未成熟的淋巴细胞与肿瘤细胞都非线性地敏感依赖于

免疫系统的杀死率参数7

关键词?两阶段肿瘤<免疫系统$?淋巴细胞$?高斯白噪声$?,5OOJP<Q6G9NO方程

中图分类号!&:A#"&!:! 文献标志码!*

引言

癌症作为一种恶性肿瘤$正严重威胁人类的健

康7根据国际癌症研究机构"0*(1#发布的(全球癌

症研究报告)$!":R 年全球新增癌症病例近 :R""

万$且致死率正在逐年增加*:+

7众所周知$尽管临床

上对癌症可以进行手术%放疗%化疗等治疗$但不可

预期的复发和再次扩散$使得攻克癌症依然是目前

医学上最大的难题之一7而生物实验需要大量的人

力%物力%实验设备和实验技术$各种局限性使得生

物数学模型以及机理分析极其重要$成为不可或缺

的用来理解肿瘤发生%演化和扩散的重要工具*!+

7

免疫系统是人体自我保护的重要组织之一$具

有识别和消灭恶性肿瘤的功能*#+

7一般来说$如果

肿瘤细胞在某一组织中产生$人体对肿瘤的免疫反

应就会被激活$同时$效应细胞等多种免疫细胞会

刺激淋巴细胞在肿瘤表面进行分裂%协调$并放置

抗体来防御肿瘤7

目前关于肿瘤 B免疫系统相互作用的模

型*@ B:"+主要有两类7一类是根据肿瘤细胞的生化

反应特征$建立确定性动力学模型$集中讨论肿瘤

免疫系统解的存在性%稳定性%参数估计和分岔

等*:: B:$+

7另一类是考虑细胞生长的内外微环境$将

随机因素引起的随机涨落模型化为噪声$建立随机

动力学模型$讨论随机因素对肿瘤发生%发展以及

消亡的影响*:; B!#+

7

不同类型的模型作用不同$对理解肿瘤与免疫

系统之间的竞争都各有帮助7相对确定性模型而

言$随机肿瘤B免疫模型的动力学讨论文献积累比

较少$变量主要局限于一维或二维情形7这是因为

随机项和非线性项的引入$增加了随机肿瘤B免疫

模型的理论与数值求解的难度$特别是噪声的存

在$其分布类型更是直接关系到随机肿瘤B免疫模

型是否能够求解7然而$在肿瘤与免疫系统的斗争
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中$对肿瘤具有抑制作用的效应细胞通常有多种$

如巨噬细胞%细胞毒性 3细胞%)S细胞等$它们与

肿瘤细胞之间的相互作用也极其复杂$三维及更高

维的随机肿瘤 B免疫模型才更符合实际的肿瘤 B

免疫关系7

基于淋巴细胞在免疫应答中的生化特点以及

肿瘤免疫实验结果$-J+HTH等*!$+提出!只有发育成

熟的淋巴细胞才能有效杀死肿瘤细胞$免疫系统对

肿瘤的消除应该对淋巴细胞按成熟与未成熟两阶

段分别进行考虑7之后$+H8 等*!;+对这一见解给予

了肯定$并在文献*!$+的基础上对两阶段确定性

肿瘤B免疫模型的退化平衡点进行了定性分岔分

析7再后$庞留勇等*!R+对该模型进行了简化$重点

从理论上研究了 U5VW分岔的条件公式7蒙玉倩

等*!A+进一步将该模型进行了改进$考虑了在分数

阶情形下该确定性肿瘤B免疫模型的稳定性$分析

了两阶段淋巴细胞的动态演变情况7

本文将基于文献*!$<!A+的工作$将淋巴细胞

抵御肿瘤的过程分为两个阶段$即被激活的未成熟

淋巴细胞的生长阶段和能有效消除肿瘤细胞的成

熟淋巴细胞的防御阶段7同时$本文将在这些确定

性模型基础上继续深入探讨该模型的相关性质$并

将细胞微环境产生的随机涨落也考虑在内$在理论

上研究肿瘤细胞%未成熟淋巴细胞以及成熟淋巴细

胞之间的三维随机模型$探讨随机涨落对肿瘤生成

以及演变过程的影响7

!"确定性肿瘤#免疫模型
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# 分别表示时刻
!

时

第 : 阶段未成熟的淋巴细胞%第 ! 阶段成熟的淋巴

细胞和肿瘤细胞的密度7基于 -J+HTH等*!$+的两阶

段思想$作如下假设!":#第 : 阶段的 !
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#
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"" 死亡,"=#当免疫细胞未激活时$肿瘤细

胞以恒定速率
"

!

""自我增殖,"$#当免疫细胞激

活后$肿瘤细胞以速率
#

!

!

!

!

#

死亡*!R+

7则两阶段的

肿瘤<免疫模型可由如下三维方程给出!
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对模型":#进行无量纲化处理$令 !
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其中$ &")#$'")# 和 (")# 分别代表未成熟淋巴细

胞%成熟淋巴细胞和肿瘤细胞在时刻 )的密度7这

里$ * $
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" $分别为肿瘤细胞对免疫系统的米氏饱和项系

数% !

!

的相对死亡率%免疫系统对肿瘤细胞的杀死

率%肿瘤细胞的相对增殖率7

系统"!#存在两个平衡点!
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不难判断$ .

:

是无肿瘤平衡点$ .

!

是有肿瘤平衡

点7.

:

实 际 中 可 以 存 在$ 但 .

!

只 有 当

FGL

"$"+%*#

{ }
-

/,/+-时可能存在7

为研究系统"!#的稳定性$将系统"!#右端项

在平衡点附近进行线性化$其雅可比矩阵为!
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相应的特征方程为!
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式中$ *

2

"2$:$-$1# 为特征方程的对应项系数$

1 $#$*

"
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"

:

$

"

!

$-$

"

1

为方程"@#的特征值7

对于第一个平衡点 .

:

$由方程"@#可得特征

方程为!

;=
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根据 (58YZ<U8PIHY[判据*#"
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可得$当
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注意到+"" $3

:

$"+#:# "" $因此$式"$#

中的第二个不等式有解,/,

:

或,",

!

$其中
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显而易见$ ,

:

是负值$需舍弃7基于以上分析$得到

.

:

局部渐近稳定的条件如下!
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:

# 4
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%@3

:

5槡 :

!3

{
:

";#

基于上述分析$下面利用 (89\J<S8YYG方法对

确定性模型"!#进行数值模拟来验证结论的正确

性7假设肿瘤已经生成$淋巴细胞已经被激活并进

行防御$可设初始点为 6":$:$:# $若参数值分别

为 * $"7A$+$"7$$,$"7$$-$"7R $则系统响应

将渐进趋近于一个稳定的无肿瘤平衡点 .

:

""$:$

"# $如图 : 所示7说明即使肿瘤细胞的增殖率达到

"7R$免疫系统的 $"]杀死率也足以清除所有的肿

瘤细胞$最终病人将被治愈$成为无肿瘤的状态7未

成熟的淋巴细胞在发育成熟后$不再被激活7

图 :?.

:

的相图$取 * "̂7A$+̂ "7$$,̂ "7$$-̂ "7R

,H\7:?QZGTJMHG\PGF5W.

:

W5P* "̂7A$

+̂ "7$$,̂ "7$$-̂ "7R

对于第二个平衡点.

!

$与.

:

的分析过程类似$

当参数满足条件!

FGL
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时$平衡点.

!

存在且局部渐近稳定7其中$
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图 ! 给出了条件"R#下的.

!

稳定性区域划分7

注意到现实中任何时候并不期望肿瘤出现或长期

存在$也就意味着 .

!

的稳定性对人类健康没有好

处$它的不稳定才会带来治疗与控制的机会7因此$

图 # 考查了初始点为 6":$:$:# 时不同杀死率下

的三类细胞演化情况7

图 !?.

!

的稳定区域$取 ,̂ "7!$-̂ "7$

,H\7!?3ZJTYG_6JPJ\H59 5W.

!

W5P,̂ "7!$-̂ "7$

R=
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显然$若保持成熟淋巴细胞和肿瘤的增殖率不

变$即 * $"7A $+$"7$ $-$"7R $随着杀死率的

逐渐减小$系统"!#从"G#和"_#中的稳定状态转变

为"N#中的不稳定状态7此外$"G#中的稳定点逐渐

变成一个不稳定的极限环7这说明免疫系统对肿瘤

的抵抗能力较弱$不能杀死全部的肿瘤细胞$免疫

细胞与肿瘤细胞一直处于此起彼伏的较量之中7图

# 中(轴为肿瘤细胞密度7可以看到$随着参数,的

减小$肿瘤细胞密度不断增加$说明肿瘤细胞一直

存在于人体$并正在发展和恶化7

"G# ,̂ "7!

"_# ,̂ "7:

"N# ,̂ "7"$

图 #?.

!

的相图$取 * "̂7A$+̂ "7$$-̂ "7R

,H\7#?QZGTJMHG\PGF5W.

!

W5P* "̂7A$+̂ "7$$-̂ "7R

$"随机肿瘤#免疫模型

细胞生成的内外环境极其复杂$肿瘤细胞和免

疫细胞难免也会受到环境随机因素的影响$如外部

的化学药剂%温度%供氧量和辐射线等$内部的温

度%压力%细胞大小以及细胞浓度等7因此$构建肿

瘤B免疫系统模型时不可避免地需要考虑随机噪

声*#:+

7按照噪声来源$细胞内微环境形成的随机涨

落为加性噪声$而外部因素形成的噪声为乘性

噪声7

本节在确定性肿瘤B免疫系统的基础上$将微

环境产生的随机扰动模型化为相互独立的高斯白

噪声$考虑如下随机情形时的三维肿瘤 B免疫系

统!
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其中$高斯白噪声
%

2

")#"2$"$:$!# 满足均值函数

为 .

%
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")#/ $ " $相关函数为 .

%

2

")#

%

2

")8#/ $
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")%)8# $这里0

22

为
%
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")# 的噪声强度7

显然$随机噪声的存在$使得三类细胞密度在

时间的演化过程中也具有随机性$只能通过概率统

计的方法确定它们的性质和规律7另外$由于随机

性的存在$本文将主要关注确定性系统中的两个平

衡态$观察平衡态附近细胞密度的随机涨落7

$7!"统计分析

情况 :!考虑第一个平衡态 .
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式中
%

2

")#"2$"$:$!# 为高斯白噪声$则由朗之万

理论*#!+

$系统":"#可转化为如下,Q方程!

A=
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这是一个三维的确定性偏微分方程$描述了三类细

胞在空间中的联合概率分布情况7无论是瞬态解还

是稳态解$方程"::#的求解一般来说都是相当困

难的7下面将主要讨论细胞变量的统计矩7

文献*#!+已经证明$系统变量 &

2

及其导数的

统计矩可以分别利用,Q方程计算得出$即

.&

1

2

/ $

###

#

!

%

!

&

1

2

6"&

"

$&

:

$&

!

$)#M&

"

M&

:

M&

!

$

?1 $:$!$- ":!#

M.&

1

2

/

M)

$

###

#

!

%

!

&

1

2

"

"

)

6"&

"

$&

:

$&

!

$)#M&

"

M&

:

M&

!

":##

且,Q方程中三种细胞的联合概率密度 6"&
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$)# 满足
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基于式":!# B式":@#$首先计算细胞变量的

一阶矩$即均值函数7将6"&

"

$&

:

$&

!

$)# 的导数代入

式":##$取 1 $: $完成三重积分$则计算可得三个

均值函数满足如下微分方程组!
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其中,

2

"2$:$!$## 为任意常数并由初值决定7

图 @?.

:

的一阶矩$取 * "̂7A$+̂ "7$$,̂ "7$$-̂ "7R

,H\7@?3ZJWHPTY<5PMJPF5FJ9YT5W.

:

W5P* ^"7A$

+ "̂7$$,^"7$$-^"7R

均值函数以 6":$:$:# 为初始值的解曲线如

图 @ 所示7图中可以看出$未成熟免疫细胞与肿瘤

细胞在有肿瘤的初始条件下随时间单调递减到 "$

但成熟免疫细胞先增后减并随时间逐渐减小到 "7

显然在拐点前$未成熟的淋巴细胞逐渐成熟$加入

抵御肿瘤细胞的大军$成熟细胞数量增加是必然

的7然而在拐点后$单调的减少与确定性情形截然

不同$没有渐近趋于数值 :7说明噪声即微环境改

变了成熟淋巴细胞原有的演变规律$说明此处微环

境有利于肿瘤的生存和生长7成熟的免疫细胞在微

环境作用下逐渐死亡并退出防御系统7

考虑细胞变量的二阶矩$取 1 $! $则得到一

个关于细胞密度方差和协方差的 $ 个常微分方程!

M#
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其中
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求解该方程组$则细胞密度 &

2

"2$"$:$!# 的方差

和协方差如图 = 所示7

"G# 0

!!

"̂7"=

"_# 0

!!

"̂7@

图 =?不同噪声强度0

!!

时.

:

的二阶矩7

* "̂7A$+̂ "7$$,̂ "7$$-̂ "7R$

0
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"̂7"":$0
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"̂7"":

,H\7=? 3ZJTJN59M B5PMJPF5FJ9YT5W.
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7

* ^"7A$+ "̂7$$,^"7$$-^"7R$

0
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"̂7"":$0
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??图 = 给出了三种细胞的六个二阶矩在肿瘤细

胞微环境噪声强度下的时间演变情况7可以看出$

当噪声强度较小时$比较而言$成熟的淋巴细胞前

期波动较大$但随着肿瘤 B免疫系统的不断演化$

三类细胞的数量波动逐渐减缓$趋于平缓到一个较

小的值7然而$当肿瘤细胞微环境的噪声强度较大

时$三类细胞波动不断持续增大$肿瘤与免疫细胞

之间的斗争更加激烈$并始终保持较大的数值7说

明微环境此时严重影响细胞间的演变$肿瘤与免疫

系统间的竞争此起彼伏$一直处于胶着的状态7

情况 $"考虑第二个平衡态.
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取 1 $: $这种情况下的细胞密度均值函数满足!
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均值函数解曲线如图 $ 所示7参数值相同时$

三种细胞的均值函数前期呈现出较大的振荡$随着

时间的增加最终趋于 "7其中$肿瘤细胞受微环境

影响产生的振幅较大$它更易受到微环境的干扰7

图 $? .

!

的一阶矩$取 * "̂7A$+̂ "7$$,̂ "7!$-̂ "7R

,H\7$?3ZJWHPTY<5PMJPF5FJ9YT5W.
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将方程"!:#代入式":##得到变量'
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!# 的 $ 个二阶矩的微分方程组!
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图 ; 给出了.

!

附近的二阶矩随噪声强度的变

化7这里出现一个非常有趣的结果$即肿瘤细胞无

论噪声强度大小$始终呈现出很大的波动$而免疫

细胞几乎没有波动7这种情况说明$在肿瘤一直存

在的状态下$细胞与免疫细胞长期处于竞争状态$

微环境对细胞间的演变影响较小7

注意到当 +-%,$" 时$平衡点 .

!

"&

!

!

$'

!

!

$

(

!

!

# 的&

!

!

与(

!

!

均变为 "7此时$未成熟的免疫细胞

与肿瘤细胞都不存在$平衡点.

!

可转化为.

:

7因

此$接下来主要研究有肿瘤平衡点.

!

的有关性质7

$7$"敏感性分析

显然$免疫系统对肿瘤细胞的杀死率%肿瘤细

胞的自我增殖率来说都是十分重要的参数$它们的

取值将直接影响到肿瘤是否能够得到控制7因此这

部分将引入敏感系数的概念$来讨论肿瘤B免疫系

统中各类细胞的稳态值对参数取值的敏感依赖性7

敏感系数定义如下!
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69<
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2

0
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<

2

"
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其中$ <

2

"2$"$:$!# 表示肿瘤 B免疫系统中第 2

种细胞的稳态值$;表示系统中某参数7

!$
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图 ;? .

!

的二阶矩$取 * "̂7A$+̂ "7$$,̂ "7"R$

-̂ "7R$0

""

"̂7"":$0

::

"̂7"":

,H\7;?3ZJTJN59M B5PMJPF5FJ9YT5W.
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W5P* ^"7A$+ "̂7$$

,^"7"R$-^"7R$0

""

"̂7"":$0

::

"̂7"":

在肿瘤与免疫系统的竞争关系中$成熟淋巴细

胞的杀死率大小是一个至关重要的参数$决定了免

疫系统是否能够有效清除肿瘤细胞$并控制肿瘤的

发展和扩散7因此$这里主要考查杀死率参数 ,对

第二个稳态值.

!

的影响$即<
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7由公式"!A#有
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因此$图 R 给出了第二个稳态值 .

!

附近三种细胞

表型对杀死率的敏感性曲线7可以看出$当参数 *$

+$-固定时$随着,的增加$第一阶段免疫细胞和肿

瘤细胞都敏感依赖于参数 ,$并呈非线性增加7第

二阶段免疫细胞的敏感系数为 "$即对成熟淋巴细

胞的密度没有影响7观察敏感系数曲线的发展趋

势$不难判断$当杀死率进一步增大时$肿瘤细胞密

度和未成熟淋巴细胞的密度将强烈地依赖参数 ,$

因为需要大量的未成熟淋巴细胞转化为具有杀伤

力的成熟淋巴细胞$并保持成熟淋巴细胞的恒定$

去抵抗肿瘤细胞7这个过程中$免疫细胞与肿瘤细

胞在数量上变化较大$故依赖于参数,7

图 R?三种细胞表型对杀死率,的敏感性依赖7

* "̂7A$+̂ "7$$-̂ "7;R

,H\7R?3ZJTJ9THYHaHYb5WYZPJJNJ66VZJ95YbVJT

59 YZJVGPGFJYJP5WOH66H9\PGYJ,7

* "̂7A$+̂ "7$$-̂ "7;R

%"结论

本文研究了高斯白噪声作用下的两阶段肿瘤

B免疫细胞模型7对确定性模型中稳态解的动力学

性质进行了分析和仿真7考虑到细胞微环境对系统

的影响$将高斯白噪声引入模型$基于朗之万理论

和,Q方程给出了随机肿瘤免疫模型细胞的一阶矩

和二阶矩方程$并讨论了细胞的方差和敏感系数等

性质7研究表明噪声会改变免疫系统对肿瘤细胞的

防御规律7当噪声强度较大时$肿瘤细胞更易受到

微环境影响$其密度在短时间内发生剧烈变化$肿

瘤与免疫细胞之间的斗争更加激烈7敏感系数表明

肿瘤细胞对免疫系统的杀死率参数,很敏感7最后

通过数值方法$验证了分析结果的准确性7
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