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摘要@基于岛 桥结构的柔性电子器件因其优越的延展性$在可穿戴皮肤电子和航空航天等领域展现出巨

大的应用潜力7压电材料因其良好的电学和力学性能成为制造岛 桥结构蛇形互联导线的理想材料7然而$

岛 桥结构的电子器件在工作过程中极易受温度激励等复杂物理场影响$产生非线性振动$会严重影响电子

器件的稳定性和灵敏度7故而本文研究压电岛 桥结构的非线性动力学响应7首先$基于3HF5STN9U5梁理论$

建立两端固支的压电岛 桥结构偏微分振动控制方程%其次$利用VG6NWUH9截断法$得到形式较为简单的常微

分控制方程$并利用几何积分方法数值求解该常微分方程%最后$通过数值实验验证几何积分方法的有效性

和优越性$讨论温度变化量和电压等参数对岛 桥结构动力学响应的影响规律7本文研究结果将为基于压电

岛 桥结构的柔性电子器件的设计提供理论参考7

关键词@岛 桥结构$@3HF5STN9U5梁$@几何积分方法$@动态力学响应

中图分类号!&:;="3>4#B? 文献标志码!*

引言

柔性电子器件以其独特的延展性在生物医疗&

电子设备和航空航天等领域展现出巨大的应用潜

力':(

7近年来$柔性电子技术发展迅速$衍生出的基

于力学设计的延展柔性结构设计技术'!$#(

$既能保

持无机电子器件)硬而脆*的电学性能$又使其具

备一定的延展性7在可延展柔性结构设计方法中$

一种基于岛 桥结构的设计方法能够提升柔性电子

器件的延展性至少 :""X$因而得到学术和工业界

的广泛关注'?$=(

7

岛 桥结构又称非共面网格结构'$(

$由刚性功

能部件")岛*#和互联导线")桥*#共同组成7通

常$)岛*和)桥*都粘接在柔性基底上$通过释放基

底的预拉伸$)桥*发生面外屈曲$使得刚性功能模

块保持在低应变状态$从而实现岛 桥结构的可延

展性$图 : 给出了扫描电子显微镜拍摄的岛 桥阵

列和结构示意图';(

7针对屈曲岛 桥结构$YTG9K

等'B(对其屈曲行为展开了研究$他们给出了岛 桥

结构屈曲的临界应变解析表达式$并对互联导线的

设计进行了优化$提升了其拉伸延展率7压电材料

具有优良的力学和电学性能$是作为岛 桥结构互

联导线的理想材料'A(

7Z8G9K

':"(团队基于压电材料

的蛇形>自相似岛 桥结构$制备出高拉伸性&高稳

定性&高灵敏度的类人工皮肤7基于压电薄膜结构$

+H9

'::(等设计出屈曲梁阵列结构的能量采集器7然

而$对于屈曲岛 桥结构的柔性电子器件$无论是在

制备过程中':!(

$还是在工作过程中':#(

$都不可避
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免地受到外界复杂的温度场&电场等物理场的作

用$影响其灵敏性':?(

7近年来$该类问题得到国内

外学者们的广泛关注$郭伟国等':=(研究了温度变

化对压电薄膜的压电系数的影响$理论和实验表

明!压电薄膜对温度非常敏感7申胜平等':$(研究了

温度对压电材料中挠曲电效应的影响$实验表明!

温度对压电材料挠曲系数产生非线性影响7李世荣

等':;(考虑了温度及电场的耦合作用$研究了压电

层合梁的屈曲及后屈曲行为$他们发现!在屈曲和

后屈曲阶段$温度对压电梁的低阶固有频率有着显

著而不同的影响72TGWH[G\

':B(研究了压电层合结构

在温度场&电场以及变形场耦合作用下的动态屈曲

行为$结果表明!温度梯度对结构的动态屈曲有显

著的影响7

"G#2C/拍摄的半球形电子眼相机中的岛 桥阵列';(

"G# 0S6G9O<IWHOKNGWWG[H9 GTNFHSMTNWHPG6N6NP\W59

N[NPGFNWGMT5\5KWGMTNO I[2C/

';(

"I#岛 桥结构示意图'!=(

"I# 2PTNFG\HPOHGKWGF5QHS6G9O IWHOKNS\W8P\8WN

'!=(

图 :@岛 桥结构示意图

,HK7:@-HGKWGF5QHS6G9O<IWHOKNS\W8P\8WN

对于岛 桥结构的力学行为研究$一般将作为

互联导线的压电薄膜等效成C86NW<]NW95866H梁来研

究7彭剑等':A(针对轴向周期载荷激励下的压电C8<

6NW梁$采用多尺度分析方法给出了压电梁的振动

稳定域7)G[QNT等'!"(基于 C86NW<]NW95866H梁理论研

究了各种边界条件下梁的非线性后屈曲问题$并得

到了相应的临界屈曲载荷7̂ G9K和 ,N9K等'!:(将

屈曲薄膜等效为C86NW梁$研究了表面残余应力对

屈曲薄膜静态和动态行为的影响7当梁是)短粗

梁*时$梁的横截面剪切变形和转动惯量会对其动

力学特性产生一定的影响7盛冬发等'!!(采用 3HF5<

STN9U5梁理论$分析了具有非线性损伤的粘弹性梁

的动力学响应和混沌现象7杨晓东等'!#(针对两端

铰支的 3HF5STN9U5梁$对其横向振动问题展开了

研究$给出了其固有频率表达式7周强等'!?(基于

3HF5STN9U5梁理论$针对压电纳米梁$研究了表面

效应对梁振动响应的影响7

本文针对屈曲压电岛 桥结构$采用 3HF5STN9<

U5梁理论建立其振动控制方程7并利用几何积分

方法求解相应的动力学方程7分析了温度变化和工

作电压对屈曲压电岛 桥结构动力学特性的影响7

!"压电屈曲薄膜的动力学模型

在岛 桥结构柔性电子器件中$屈曲的压电梁

结构被用来连接功能模块$如图 :"I#所示7两端固

支的压电 3HF5STN9U5梁如图 !"G#所示$其中 ! 为

屈曲后长度$"为宽度$ #为厚度$

!

为密度$$为面

积惯性矩$ %为横截面面积7

"G#两端固支压电梁示意图

"G#-HGKWGF5QWNP\G9K86GWMHN_5N6NP\WHP

INGFJH\T QH̀NO S8MM5W\G\I5\T N9OS

"I#3HF5STN9U5梁微元段示意图

"I#-HGKWGF5QH9QH9H\NSHFG6SNKFN9\S5Q3HF5STN9U5INGF

图 !@岛 桥结构力学分析模型

,HK7!@/NPTG9HPG6G9G6[SHSF5ON65QHS6G9O<IWHOKNS\W8P\8WN

$:
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鉴于屈曲压电梁结构将发生大变形$梁的横截

面剪切变形和转动惯量将会对其力学行为产生一

定的影响'!$(

7基于3HF5STN9U5梁理论$压电梁的本

构方程为'!;$!B(
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其中$
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分别为轴向应力&剪切应力和,

方向上的电位移% (

::

$ *

#:

$ 0

##

和1

#

分别表示弹性

模量&压电常数&介电常数以及热电常数% (
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为修正剪切模量$ +

,

为,方向上的电场强度$

$

为

轴向热膨胀系数$

!

-为温度变化量7

#

&

为轴向应

变$

%

&,

为剪切应变$其表达式如下!
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其中$ 3 $4和
'

分别表示梁的径向挠度$横向挠度

和横截面转角7

由于电场的作用只在,方向上产生应变$故假

设只在 ,方向存在电场$则电场 +

,

可以由电势
(

确定'!B(
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不考虑自由电荷$ ,方向电位移.

,

满足高斯定律
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将几何方程"!G#和电势"##代入本构方程":P#$将

结果再代入式"?#$得到
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假设在梁的上表面施加电势为7$下表面电势

为零$即电势的边界条件为

(
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对于方程"=#$利用边界条件"$#$电场可以表示为
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再将电场表达式";#代入式"##$可以得到电势表

达式为
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通过公式":G#和式"B#可以得到
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对于3HF5STN9U5梁$定义其弯矩8&剪力9和

轴力:分别为$
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将公式"A#代入公式":"#可以得到
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其中$ "+$#
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#;:! 为等效刚度$ :

为含有压电参数的膜力7

根据力平衡方法$如图 !"I#所示$可以得到压

电3HF5STN9U5梁的非线性振动控制方程为
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其中$ <'+%
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O&;!!是由中性层拉伸

引起的附加轴向力'!A(

$它是产生几何非线性的重

要因素7

根据文献'!?($对于等截面压电梁$由方程

":!G#求出
"'

;

"

&后$将其代入方程":!I#$则可以

得到一个含高阶项的单变量控制方程
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#"近似求解

对于偏微分方程 ":##无法得到其解析解$

VG6NWUH9截断法作为一种简便有效的近似方法$可

以将偏微分方程离散为常微分方程7本文采用

VG6NWUH9方法'!#(分析屈曲压电岛 桥结构的动力学

行为7

对于图 ! 描述的压电梁$两端固支边界条件表

;:
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述为
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如实验发现'#"(

$对于岛 桥结构的柔性电子器件$

其模态函数为一阶余弦函数形式$故而压电梁的位

移可以定义为
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其中$ >"=# 为横振幅7

将方程":=#代入方程":##$并给所得结果乘

以P5S"!

)

&;!# $最后再在
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[ ]
!

上积分%于是压

电3HF5STN9U5梁的常微分振动控制方程可以描述

为
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其中$ >??表示 >"=# 对时间的四阶导数$ >

a表示

>"=# 对时间的二阶导数$各个系数表达式如下$
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为方便起见$引入如下形式的无量纲参数
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将式":B#代入方程":$#$可以得到无量纲方程
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为了便于分析$取状态变量 &
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( $则方程"!"#可以表示为如

下的矩阵微分方程形式
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$"%&'()*几何积分方法

对于非线性方程"!:#$无法得到解析解$只能

通过数值方法进行求解7本文考虑应用 /GK98S几

何积分方法求解非线性动力学控制方程 "!:#7

/GK98S方法几何积分方法在数值计算方面具有显

著的优点!即使适当截断$数值结果依然可以保持

原动力学问题的几何性质'#:(

7

方程"!:#的解可以局部地表示为
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+"数值算例

+7!"几何积分方法的有效性验证

对于压电岛 桥结构$由方程":##不难发现其

将做无阻尼的自由振动$故而压电岛 桥结构的总

能量应该守恒7本文将分别采用四阶 /GK98S方法

和四阶 (89KN<D8\\G方法计算岛 桥结构 ZGFH6\59

函数7压电岛 桥结构的材料参数和几何参数在表

B:
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: 中给出7

表 :@材料参数和几何参数###$

3GI6N:@/G\NWHG6MGWGFN\NWSG9O KN5FN\WHPMGWGFN\NWS

###$

bGWGFN\NW 4G68N

(

::

>"bG#

:7!$ c:"

::

*

#:

>"1+F

R!

#

R$7=

(

==

>"bG#

!7# c:"

:"

0

##

>"1

!

+F

R!

+)

R:

#

:7# c:"

RB

"

>"UK+F

R#

#

;=""

#

>"D

R:

# :7" c:"

R;

!>"

$

F# =""

">"

$

F# ="

#>"

$

F# ="

由无量纲控制方程"!"#$压电岛 桥结构的

ZGFH6\59函数可以表示为

<"

$

=# '-/7'

@

:

!

&

!

!

/

:

,

:

!

&

!

:

/

:

!

&

!

#

/

:

?

%

&( )?

:
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定义ZGFH6\59函数相对误差为

!

<"

$

=# '

<"

$

=# )+

"

+

"

"!$#

其中$ +

"

为系统初始能量7

图 # 分别采用 ? 阶 (89KN<D8\\G方法和 ? 阶

/GK98S几何积分方法计算了压电岛 桥结构 ZGF<

H6\59函数的相对误差图$其初始条件为 &

:

'"$&

!

'"C:$&

#

'"$&

?

'" $步长取 "7=7由图 # 结果不

难发现!采用 ? 阶 /GK98S几何积分方法得到的

ZGFH6\59函数相对误差一直在零附近震荡%而利用

? 阶(89KNRD8\\G方法得到 ZGFH6\59 函数相对误

差随着积分时间的增加而不断增长7对于保守系统

"!:#$其能量应该守恒$图 # 的结果验证了几何积

分方法保能量的优越性7

为了进一步验证几何积分方法的有效性$图 ?

给出了岛 桥结构的时间历程曲线7由图 ? 数值结

果可以发现!利用几何积分方法得到的位移响应幅

值&

:

能够长时间保持解的稳定性$可以认为该方

法在较大积分范围内不会产生算法阻尼和数值耗

散'#:(

%然而$经典的四阶 (89KN<D8\\G方法自身存

在算法阻尼$在迭代过程中$所得位移响应幅值 &

:

经过数值耗散不断减小7图 # 和图 ? 显示了/GK98S

几何积分方法在保守系统非线性数值计算方面的

优越性7通过该方法得到的ZGFH6\59函数相对误差

一直在零附近震荡$而通过 (89KN<D8\\G方法得到

ZGFH6\59函数相对误差随着积分时间的增加而不

断增长$在算法阻尼的作用下$误差持续积累$最终

必然会超过数值计算的误差限7

图 #@ZGFH6\59函数相对误差

,HK7#@3TNWN6G\HdNNWW5W5QZGFH6\59eSQ89P\H59

图 ?@位移时间历程图

,HK7?@-HSM6GPNFN9\\HFNTHS\5W[OHGKWGF5Q\TNS[S\NF

对于保守系统"!:#的另一个重要性质是!在

时间演化过程中$轨线在相空间中围成的体积不

变7为了验证几何积分方法的保结构特性$分别采

用四阶几何积分方法和经典的四阶(89KN<D8\\G方

法给出了系统"!:#的相图$如图 = 所示7其中$时

间步长分别取
-

'"C:S和
-

'"C=SC

观察图 =$从中可以发现!当步长增加时$采用

几何积分方法得到的系统相空间面积保持不变$而

采用(89KRD8\\G方法得到的相空间会因为步长

的增加$导致相空间面积增加7

由图 # R图 =可以说明几何积分方法能够保持

保守系统的能量和结构7因此$在下一节的动力学分

析中$考虑采用几何积分方法对方程"!:#进行求解7

A:
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图 =@不同时间步长下的相图

,HK7=@bTGSNOHGKWGFG\OHQQNWN9\\HFNS\NMS

+7#"岛 桥结构动力学响应

对于岛 桥结构$由振动理论可知$其无量纲固

有频率为

*

D

'

:

槡,

"!;#

取压电薄膜的材料为b3YR=Z$仍取表 : 中的材料

参数和几何参数7取初值&

:

'"$&

!

'"C:$&

#

'"$

&

?

'" 7

为了讨论温度场和电压对压电岛 桥结构动态

力学行为的影响$图 $ 和图 ; 给出了其对应的频谱

曲线7通过数值仿真$图 $ 和图 ; 给出了基于压电

薄膜的岛 桥结构互联导线自由振动时固有频率与

温度场和膜间工作电压之间的变化曲线7

图 $ 的数值结果讨论了温度变化量对屈曲压

电结构固有频率的影响规律7从图 $ 可以发现!当

取定电压$随着温度变化量的增加$屈曲压电结构

的固有频率随之增加$同时还发现其增长趋势呈线

性增加趋势7对于这一现象$可以由方程"::P#进

行解释!原因在于压电参数和温度参数控制的膜力

:呈现线性关系7

图 $@温度对压电薄膜固有频率的影响

,HK7$@CQQNP\5Q\NFMNWG\8WN59 9G\8WG6QWNf8N9P[

5QMHN_5N6NP\WHPQH6FS

图 ; 讨论了电压改变量对屈曲压电结构固有

频率的影响规律7由图 ; 的数值结果可以发现!随

着电压的增加$系统固有频率呈线性增加$这一点

仍然可以由式"::P#来解释7

"!
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图 ;@电压对压电薄膜固有频率的影响

,HK7;@CQQNP\5Qd56\GKN59 9G\8WG6QWNf8N9P[

5QMHN_5N6NP\WHPQH6FS

由图 $ 和图 ; 的结果$从中可以得到这样的结

论!随着温度变化量和电压的增加$屈曲压电岛 桥

结构的固有频率会随之增加$即说明了温度变化量

和电压会使结构变)硬*7如果让岛 桥结构工作于

过高的温度场和电场中$会导致该类型电子器件失

稳的风险增加7

图 B 和图 A 给出了温度变化量和电压对屈曲

压电岛 桥结构振动特性的影响7由图 B 结果可以

发现!当工作电压均匀增加时$岛 桥结构振幅的峰

值呈现递增趋势$而振动周期几乎没有变化$说明

岛 桥结构电压对结构振动呈现正激励作用7观察

图 B"I#$可以进一步发现!当工作电压固定时$随

着温度改变量的增加$岛 桥结构的振幅会随之增

加%当系统温度变化量较少时$岛 桥结构的振动幅

值呈现)波动*式变化$原因在于温度场对该岛 桥

结构的影响被等效成了轴向力7由方程"::#可以

知道!温度变化量较小时$轴向力对原系统的影响

较小$系统将会按其原固有频率振动7

"G#位移时程图

"G#-HSM6GPNFN9\\HFNTHS\5W[OHGKWGF

"I#最大幅值变化曲线

"I#/G̀HF8FGFM6H\8ONP8WdN

图 B@电压对压电薄膜振幅的影响

,HK7B@3TNNQQNP\5Qd56\GKN59 \TNGFM6H\8ON5QMHN_5N6NP\WHPQH6F

"G#位移时程图

"G#-HSM6GPNFN9\\HFNTHS\5W[OHGKWGF

"I#最大幅值变化曲线

"I#/G̀HF8FGFM6H\8ONP8WdN

图 A@温度对压电薄膜振幅的影响
,HK7A@3TNNQQNP\5Q\NFMNWG\8WN59 \TNGFM6H\8ON5QMHN_5N6NP\WHPQH6F

:!
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@@从图 A"G#可以发现!随着温度变化量的增加$

屈曲岛 桥结构振幅会随之增加%同时$岛 桥结构

振动周期也发生了变化$其规律为!当温度变化量

增加 #""D$结构振动周期将减小大约 :>B$这进一

步验证了图 B"I#中所展示的现象-温度场能够改

变岛 桥结构振动频率7由图 A"I#的数值结果可以

发现!当固定温度变化量时$岛 桥结构振幅会随着

工作电压的升高而增加7通过对比图 B"I#和图 A

"I#$可以得到这样的规律!相比于工作电压$温度

变化量对岛 桥结构振动特性的影响更大%另外$屈

曲压电岛 桥结构工作于较低温度场中时$其振动

呈现低幅波动振荡$而对于较高温度场作用时$结

构的振动明显快速增加7因此$对于通过调整)硬*

薄膜结构的振幅来实现延展性的岛 桥式柔性电子

器件来说$可以通过改变工作温度和电压来提高该

类电子器件的延展率及稳定性7

,"结论

针对屈曲压电岛 桥结构$本文将其等效成两

端固支的梁结构7鉴于岛 桥结构的柔性电子器件

会发生大变形$本文基于 3HF5STN9U5梁理论$建立

屈曲压电岛 桥结构的动力学控制方程%采用

VG6NWUH9方法对原方程进行近似求解$再通过引入

状态变量$将四阶常微分方程降阶为一阶常微分方

程组$然后采用几何积分方法进行求解$通过数值

实验$讨论了温度变化量和工作电压对屈曲岛 桥

结构振动特性的影响$得到如下结论!

":#对于保守系统$几何积分方法展现出优异

的保结构$保能量特性%

"!#通过改变温度变化量和工作电压$能够改

变岛 桥结构的刚度$同时$随着温度变化量和电压

的增加$屈曲结构固有频率随之增加$即温度和工

作电压的升高会使岛 桥结构变)硬*%

"##在相同工作电压下$随着温度变化量的增

加$屈曲结构振幅随之增加$当取定工作温度$岛

桥结构的振幅也会随电压的升高而增加7另外$相

比于工作电压$屈曲压电岛 桥结构更容易受温度

场的影响7

本文所得结论将会为基于压电岛 桥结构的柔

性电子器件设计提供理论支撑$同时$通过改变温

度场和电场$能够在一定程度上改变基于压电岛

桥结构的柔性电子器件的延展性和稳定性7
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HPONdHPNS7H#ED*B*I(E*D(*J3KK*=ED$!":=$$""!!#!!";A

g!"A""H9 1TH9NSN##

# 常若菲$张一慧$宋吉舟7可延展结构的设计及力学研

究新进展7固体力学学报$ !":$$ #; " ! #! A= g:"$

"1TG9K(,$ YTG9K.Z$ 259K%Y7)NJMW5KWNSSH9 ON<
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