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摘要 本文对幂律Hamilton作用量应用等时变分法，得到了一种非标准形式的Hamilton方程，这类方程被称

之为为幂律Hamilton方程 .此方程是用来描述一类特殊动力学系统的运动方程 .幂律Hamilton方程中有一个

可控参数，通过调整的取值改变物体的运动或动力学系统的轨迹 .算例结果表明，幂律Hamilton系统具有不

同于标准Hamilton方程的特性，并对其附加特性进行了详细的讨论 .
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引言

非标准动力学理论有两个分支：非标准

Lagrange动力学和非标准Hamilton动力学 .非标准

Lagrange量（NSL）或非自然 Lagrange量在Arnold的
经典力学的数学方法［1］中首次被提到，非标准

Lagrange 量与以动能和势能项为特征的经典

Lagrange量不同 .所以应用也相当广泛，近期 El-
Nabulsi［2］通过非标准 Lagrange函数在等离子体和

太阳物理学中的一些应用，探索得到了磁流体动力

学等离子体模型的一些特征 .非标准Hamilton动力

学的工作起源于 Dyson对 Feynman所做工作的报

道，他指出 Poisson括号关系对物理系统中允许的

力的类型有很强的约束［3］. Hojman和 Shepley将
Feynman的工作思想进行推广拓展［4］.并且能够表

明一组交换坐标的一致量化可以导致这些坐标中

的 Lagrange量，并为一阶运动方程建立了Hamilton
理论［4-6］.非标准动力系统在描述非线性演化方程、

变系数耗散动力系统、Friedmann⁃Robertson⁃Walker
模式、经典相对论量子化问题等方面得到了越来越

多的关注和广泛的应用［8-16］，等等 .
Hamilton原理 δA = δ ∫

t1

t2

L (qi，q̇i，t )dt = 0作为物

理学和力学中的一个基本原理，可以推导出物理

学、力学和工程中的运动微分方程，Hamilton原理

也可表示为 δA = δ ∫
t1

t2

[ pi q̇i - H ( pi，qi，t) ] dt = 0的形

式；其中L ( qi，q̇i，t)和H ( pi，qi，t)是标准 Lagrange量
和标准Hamilton量，qi是广义坐标，q̇i 和 pi 是与广

义坐标所对应的广义速度和广义动量，但是非标准

Hamilton 量 不 同 于 标 准 Hamilton 量 ，非 标 准

Hamilton量通常不表示为动能与势能和的形式 .在
基于非标准Hamilton量的非线性动力学［17］中，介绍

了指数形式的Hamilton量，并利用等时变分的方法

得到了非标准Hamilton运动方程，并研究了其在非

线性动力学中的应用 .之后在非标准Hamilton运动

方程的基础上，有学者对非标准Hamilton函数动力

学系统的Norther对称性进行了讨论，并建立了非

标准Hamilton函数动力学系统的Norther定理［18］.El
⁃ Nabulsi［19］利 用 对 数 Lagrange 函 数 以 及 对 数

Hamilton 函数得出相应的运动方程和修正的

Boltzmann方程，讨论了它们在恒星动力学中的应

用，也就是说非标准Lagrange函数以及非标准形式

的Hamilton函数可以应用到天文学领域中 .在本文

中，将选择一个幂律Hamilton作用量，讨论运动方

程及其在非线性动力学和控制理论中的应用 .
本文结构如下：在第 1节中，利用等时变分的
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方法得到幂律 Hamilton量的运动方程 .在第 2节
中，给出了非标准Hamilton方程在非线性动力系统

和控制问题中的应用，结论在第3节中给出 .
1 幂律Hamilton方程

在本节中，将介绍幂律Hamilton原理，并且给

出与幂律Hamilton量所对应的非标准Hamilton方
程 .假设一个动力学系统的构型由 n个广义坐标

qi( i = 1，2，⋯，n)决定，其幂律Hamilton作用量为［20］

A = ∫
a

b

[ pi q̇i - H ( pi，qi，t) ] γ + 1dt （1）
其中 ( pi，qi，t) → H ( pi，qi，t) 是 C2 的函数：

qi，pi ∈ C1([ a，b]；Rn )
H ( pi，qi，t) ∈ C2([ a，b] × Rn × Rn；R)

假设，受给定边界条件 qi( a) = qia，qi( b) = qib作用函

数的容许函数 qi ∈ C1[ a，b]具有极值，所以根据变

分原理：

δA = ∫
a

b

[ pi q̇i - H ( pi，qi，t) ] γ + 1dt = 0 （2）
能够得到非标准Hamilton方程 .
定理 1.1 如果 qi( t)是方程（2）的解，qi( t)满足如下

的非标准Hamilton方程：
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方程（3）命名为基于幂律 Hamilton原理的幂律

Hamilton方程（PHE）.
证明 对APH采用等时变分的方法，考虑边界条件

qi( a) = qia，qi( b) = qib并取极值，可以得到方程
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对H ( p，q，t)求全微分

dH
dt =

∂H
∂t +

∂H
∂pi ṗi +

∂H
∂qi q̇i （5）

将方程式（4）中的第一个表达式代入第二个表达

式，可以得到式（3）.
推论 1. 1 当 γ = 0 时，方程（3）可化简为标准

Hamilton方程
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（6）

推论 1. 2 当 γ ≠ 0且Hamilton量 H 不显含时间，

即
∂H
∂t = 0，方程（3）可以化简为
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此外，如果我们定义

pi
d
dt ( ∂H∂pi ) ≡ ∂H∂qi ∂H∂pi （8）

通过计算可以得到

d
dt ( pi ∂H∂pi ) ≡ ( ṗ i + ∂H∂qi ) ∂H∂pi

如果令 pi
∂H
∂pi = K，其中 K是一个常量，则方程（7）

可以化简为标准Hamilton方程（6）.
推论 1. 3 γ是一个可调参数，我们可以通过调节γ

来改变物体的运动轨迹，因此γ也可叫做控制参数 .
定理 1. 2 当 H ( pi，qi，t)，Hamilton函数并不是一

个守恒量，只有当 γ = 0或者 pi
∂H
∂pi = K时成立 .

证明 如果取 H ( pi，qi，t)对时间求导，得到
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因此只有 γ = 0或（8）式成立，即 pi
∂H
∂pi = K成立，

dH ( )pi，qi

dt = 0，Hamilton函数 H ( pi，qi )是守恒量 .
定理 1. 3 当 H = H ( pi，t)，变量 qi是循环坐标，与

时间相关的正则动量 pi不是一个守恒量 .
证明 因为H = H ( pi，t)不显含 qi，则方程（3）可以

化简为
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明显地，当 γ = 0，ṗ i = 0，动量 pi 是守恒量；但是当

γ ≠ 0，表达式 pi
d
dt ( ∂H∂pi ) - ∂H∂t 并不一直为零，因

此 pi不是守恒量 .
为了显示幂律Hamilton方程的一些性质，我们

将列举一些显含时间、不显含时间和具有循环坐标

的Hamilton函数，在所有的例子中C为积分常数 .
2 幂律Hamilton方程的应用

2.1 显含时间的Hamilton函数

例1 考虑如下形式的非标准Hamilton函数

H = pqt + q （10）
将Hamilton函数（10）代入到方程（3）中，可以

得到非标准Hamilton方程
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方程（11）的解是
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2
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（12）

其中 erf ( z ) = 2
π
∫
0

z

exp ( - x2 ) dx是误差函数 .当
γ = 0，方程（11）可以化简为

ì
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q̇ = qt
ṗ = -pt - 1 （13）

得到方程（11）的解
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（14）

如果假设初值条件为 q (0) = 1，p (0) = 1，图 1给出

了方程（13）的解随时间的变化，图 2给出了根据不

同的 γ取值处在 q - p平面上时方程的解（12）的运

动轨迹 .在图 2中，可以看出对于不同的 γ取值，物

体在 q - p平面上具有不同的运动轨迹 .它展现了

参数γ控制这个系统的运动 .

例 2 如果取非标准 Hamilton函数 H = t-1( p - q)
并且 t ≠ 0，利用方程（3）可以得到非标准Hamilton
方程 .
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t

（15）

方程（15）的解是
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q = ln ( )t + C3
p = exp ( )∫( )γ

t -
γ
qt dt ( )∫ 1t exp ( )-γ ∫ q - 1qt dt dt + C4

（16）

图1 当γ = 0方程（13）的解随时间的变化

Fig.1 Variations of the solution of equation（13）
with time when γ=0
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假设初始条件为 q (1) = 1，p (1) = 1，图 3给出了当

γ = 2时方程（15）的解随时间的变化，图 4给出了

不同的 γ取值处在 q - p平面上时方程解（16）的运

动轨迹 .

例 3 取 非 标 准 Hamilton 函 数

H ( p，q，t) = psint + q，代入到方程（3），可以得到运

动方程

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

q̇ = sint
ṗ = -1 - γpsintq

（17）

方程（17）的解析解为

ì
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ïïïï

q = cost + C5
p = exp ∫( )-γsint

q dt ( )∫-exp ( )γ ∫ sintq dt dt + C6
（18）

图2 根据γ的取值方程的解（12）在平 q - p面上的轨迹

Fig.2 Behavior of solutions（12）on the plane q-p
with different γ-value.

图3 当 γ = 2时方程（15）的解随时间的变化

Fig.3 Variations of the solution of equations（15）with
time when γ = 2

图4 根据 γ的取值方程的解（16）在 q - p平面上的轨迹

Fig.4 Behavior of solutions（16）on the plane q - p with
different γ-value

图5 当γ = 1时方程（17）的解随时间的变化

Fig.5 Variations of the solution of equations（17）
with time when γ = 1

图6 根据γ的取值方程的解（18）在 q - p平面上的轨迹

Fig.6 Behavior of solutions（18）on the plane q - p with
different γ-value
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取初始条件为 q (0) = 1，p (0) = 0，图 5给出了当

γ = 2 时方程（17）的解随时间的变化，图 6给出了

不同的 γ取值处在 q - p平面上时方程解（18）的运

动轨迹 .
2.2 不显含时间的Hamilton函数

例 4 取非标准Hamilton函数 H ( p，q) = pq + q，利
用方程（7），得到Hamilton方程为

ì
í
î

q̇ = q
ṗ = -1 - p - γp （19）

方程（19）的解析解为，

ì
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î

ïïïï

ïïïï

q = C7et
p = C8e-( )γ + 1 t - 1

γ + 1
（20）

当 γ = 0，dHdt = 0时，Hamilton函数 H 是一个守恒

量 .取初始条件为 q (0) = 1，p (0) = 0，令 C7 = 1，
C8 = 1/ (γ + 1)，图 7给出了当 γ = 2时方程（19）的

解随时间的变化，图 8给出了不同的γ取值处在 q -
p平面上时方程解（20）的运动轨迹 .图 9给出了

Hamilton函数H随 t时间的变化，可以看出当 γ ≠ 0
时Hamilton函数 H不是一个守恒量 .

例 5 取 非 标 准 Hamilton 函 数

H ( p，q) = Klnpp + q，此函数满足条件（8）并且 K

是一个常量 .利用方程（6），得到的Hamilton方程为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

q̇ = Kp
ṗ = -1

2 q

（21）

发现方程（21）化简为标准Hamilton方程，并且当条

件（8）被满足时控制参数 γ没有出现在方程（21）

中，另外，可以证明Hamilton函数 H ( p，q) 是一个

守恒量 .
2.3 不显含 q的Hamilton函数

例 6 取 非 标 准 Hamilton 函 数

H ( p，t) = psint + cost，利用方程（9）能够得到非标

准Hamilton方程

ì
í
î

ïï

ïïïï

q̇ = sint
ṗ = -γpsintcost

（22）

通过计算得到方程（22）的解析解

ì
í
î

q = -cost + C9
p = C10cosγt （23）

通过表达式（23），可以发现尽管Hamilton函数H不

显含 q，p也不是一个守恒量 .假设初始条件为

q (0) = -1，p (0) = 1，图 10给出了当 γ = 0.2 时方

程（22）的解随时间的变化，图11给出了不同的γ取

值处在 q - p平面上时方程解（23）的运动轨迹 .

图7当 γ = 2时方程（19）的解随时间的变化

Fig.7 Variations of the solution of equation（19）with time when γ = 2

图8 根据 γ的取值方程的解（20）在 q - p平面上的轨迹

Fig.8 Behavior of solutions（20）on the plane q - p
with different γ-value

图9 当γ = 0和γ ≠ 0时Hamilton函数随时间的变化

Fig.9 Variations of H with time when γ = 0 andγ ≠ 0
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例 7 取非标准Hamilton函数H ( p，q，t) = pcost，代
入方程（9），得到

ì
í
î

q̇ = cost
ṗ = 0 （24）

方程（24）有如下解析解

ì
í
î

q = sint + C11
p = C12 （25）

明显地，q的解根据正弦定理变化，p是守恒量 .
例 8 取非标准Hamilton函数H ( p) = Klnp + C，通
过方程（9），得到非标准Hamilton方程为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

q̇ = Kp
ṗ = 0

（26）

方程（26）有如下解析解

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

q = 2KtC14 + C13
p = C14

（27）

所以 q的解随时间 t线性变化，p是一个守恒量 .同

时，因为
dH
dt =

∂H
∂p ṗ +

∂H
∂q q̇ = 0，所以 Hamilton函

数也是一个守恒量 .
3 结论

在本文中，通过使用等时变分的方法，成功得

到了用于描述一种以幂律Hamilton函数为特征的

特殊动力学系统运动方程，称之为幂律Hamilton方
程 .在新的方程中，有一个可调参数 γ称为控制参

数，可以通过调整γ来改变物体运动或动力学系统

轨迹 .幂律Hamilton方程在本质上完全不同于标准

Hamilton方程，但是在某些特定条件下该方程可以

简化为标准Hamilton方程 .特别是对于耗散动力系

统、非线性演化方程、控制问题等，非标准Hamilton
方程显然可以将其简化，以简单的方法来解决复杂

的动力学问题和可控问题 .
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POWER-LAW HAMILTONIAN EQUATIONS AND ITS
APPLICATION IN NONLINEAR DYNAMICS *

Li Yuanyuan1，2 Zhang Shaocheng3 Hua Wei4 Liu Chang1，2 Liu Shixing1，2† Guo Yongxin1，2
（1.College of Physics，Liaoning University，110036，China）

（2.Institute of Space Science and Technology，Liaoning University，110036，China）
（3.Informatization Center，Liaoning University，Shenyang 110036，China）

（4.College of Physics Science and Technology，Shenyang Normal University，Shenyang 110036，China）
Abstract In this paper，a non standard Hamilton equation called the power-law Hamilton equation，is obtained by ap⁃
plying the isochronous variational method to the power-law Hamilton action. These equations are used to describe a spe⁃
cial class of dynamical system. There is a controllable parameter γ in the power-law Hamiltonian equation. We can
change the trajectories of motion of bodies or the behaviors of dynamical systems by adjusting γ. Some examples demon⁃
strate that the power-law Hamiltonian systems have characteristics different from the standard ones，and some additional
features are discussed in detail.
Key words power-law Hamilton's principle， non-standard dynamics， power-law Hamiltonian
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