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摘要 本文针对石墨烯增强复合材料悬臂板的气动颤振特性及振动控制问题开展了研究 .利用Halpin-Tsai
及混合率计算了石墨烯增强复合材料的等效材料参数，运用经典板理论、第二类压电方程和Hamilton原理得

到了结构的运动控制方程 .通过Rayleigh-Ritz法计算了石墨烯增强复合材料悬臂板的固有频率，探究了X-

GPLs，U-GPLs和O-GPLs三种不同石墨烯分布类型以及不同石墨烯增强体质量分数对结构固有频率及无量

纲临界颤振气动压力的影响 .同时，通过加速度反馈控制和位移反馈控制对结构气动颤振的控制效果进行了

分析 .数值模拟的结果表明：随着石墨烯增强体质量分数的增加，石墨烯增强复合材料板的固有频率和无量

纲颤振气动压力增加，X-GPLs分布对结构刚度和气动稳定性的提升效果优于U-GPLs分布和O-GPLs分布 .加
速度反馈控制和位移反馈控制都可以有效地抑制结构的气动颤振，提高结构的气动稳定性 .
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引言

气动弹性现象是指：飞行器作为弹性体在气动

载荷的作用下将产生振动，同时结构的振动将改变

流场的分布，从而影响气动载荷的大小，这种现象

将一直持续下去，直到飞行器达到平衡或者发散的

状态［1］.各种气动弹性力学现象都是由弹性力、惯

性力和气动力三者之间的相互作用引起的 .颤振是

一种气动不稳定现象，是典型的气动弹性问题，大

振幅的颤振将影响飞行器结构的飞行安全性，是飞

行器设计人员最为关注的问题之一 .
薄板结构被广泛应用于飞行器当中，当飞行器

的飞行速度逐渐增大时，由于结构不断从气流中吸

取能量，振动幅度会随速度的增大而增大 .当飞行

器的速度超过颤振临界速度时，从气流中吸取的能

量大于结构阻尼所引起的能量消耗，系统就会从稳

定状态变成发散状态，结构在某一瞬时就会发生灾

难性的破坏［2］.为了提高飞行器的安全系数，对颤

振问题和颤振主动抑制的研究是十分有意义的 .

国内外学者对颤振以及对颤振现象的抑制，做

了许多相关研究 .Prakash 和 Ganapathi［3］用有限元

程序研究了热环境对功能梯度材料制成的平板的

超音速颤动行为的影响 .通过计算复杂特征值问题

的解决方案，发现热梯度会降低临界颤振速度 .
Chen［4］分析了正交各项异性复合层压矩形板在空

气动力压力和横向激励作用下的颤振和非线性动

力学 .通过对特征值问题的求解，研究了复合材料

层合板颤振发生的临界马赫数 .基于非线性方程，

分析了极限环振荡与临界马赫数之间的关系 .Moon
和 Hwang［5］提出了一种最佳控制设计来控制带有

压电致动器的超音速复合板的颤动，以较低的控制

输入即可获得较高的最大可抑制动压力 .Reddy［6］
设计了一种自适应输出反馈控制器，通过使用前缘

和后缘控制面驱动来抑制非线性机翼截面上的气

动弹性振动 .Oh和Li［7］开发了用于圆柱压电叠层壳

的空气热弹性分析的几何非线性有限元 .结果表明

主动压电致动可以有效地增加空气动力学临界压

力 .Li［8］研究了使用压电材料的超音速梁的主动气
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动弹性颤振特性，结果表明表面加入压电材料，可

以显著改善梁的气动性能 .Peng等［9］应用负速度反

馈控制算法，分析了具有分布式压电传感器和主动

振动控制执行器的复合材料层合板的振动抑制 .
石墨烯或石墨烯薄片（GPL）是一种碳填充的

聚合物复合材料，具有极高的机械、电和热特性，并

能降低生产成本 .此外，理论和实验上的研究已经

证明，向原始聚合物基质中添加少量GPLs可以显

著改善其机械性能［10-14］、热性能［15，16］和电性能［16］.
Fang等［17］制备的聚苯乙烯片材纳米复合材料掺入

了 0.9％质量分数的GPL片材，这使得杨氏模量显

著提高了 57.2％ .King［18］等通过添加 6％质量分数

的GPLs，制备了GPLs增强复合材料，并通过实验

测试发现纳米复合材料的杨氏模量从 2.72GPa提
高到 3.36GPa.Fan等［19］研究了GPLs增强界面对碳

纤维/环氧树脂复合材料的热氧化稳定性的影响 .
结果表明，层间剪切强度和弯曲强度分别增加了

18％和 15％ .Lin等［20］发现，GPLs增强的聚甲基丙

烯酸甲酯复合材料的杨氏模量和剪切模量会随着

GPLs质量分数的增加而增加，但随着温度的升高

而降低 .Wang等［21］研究了不同GPL尺寸对GPL/环
氧纳米复合材料力学性能的影响 .他们的研究表

明，较大的GPL尺寸可以显著提高拉伸模量，但会

降低纳米复合材料的强度 .Song等［22，23］研究了多层

GPL纳米片增强板在轴向压缩和横向载荷下的自

由振动、屈曲和强迫振动问题 .结果表明将少量

GPLs分散到环氧基质中可以显著改善临界屈曲载

荷并降低振动响应 .
综上所述，学者们从理论、仿真及实验等多个

方面对结构的颤振行为以及颤振的控制进行了研

究，同时针对GPLs增强复合材料的结构特性也进

行了广泛的研究 .但目前结合压电反馈控制与

GPLs增强材料来对颤振进行抑制的研究还十分有

限 .GPLs增强材料优异的力学性能为我们抑制颤

振提供了新的思路 .本文研究了石墨烯增强复合材

料悬臂板的主动气动弹性颤振特性以及对颤振的

压电抑制 .材料参数的计算基于修改后的Halpin-
Tsai模型 .根据经典板理论和一阶活塞理论，通过

Hamilton原理来推导GPLs增强复合材料压电悬臂

板的运动方程，分析了 GPLs质量分数和 GPLs的
三种不同分布（X-GPLs，U-GPLs和 O-GPLs）对临

界颤振气动压力的影响 .对基于反馈的主动振动控

制进行了数值研究 .详细讨论了反馈增益对临界颤

振点和临界颤振点附近响应的影响 .
1 构建方程

1.1 材料属性的影响

本文假设GPLs的质量分数随着板的厚度方向

逐层呈线性变化，如图 1所示，文章研究了三种类

型的GPLs增强体分布类型，分别为X-GPLs分布，

U-GPLs分布和 O-GPLs分布 .O-GPLs分布表示

GPLs含量在中间层最高，在顶层和底层最低；X-
GPLs分布表示GPLs含量在中间层最低，在顶层和

底层最高；U-GPLs分布则表示GPLs增强体在复合

材料中均匀分布 .

根据改良Halpin-Tsai模型，计算石墨烯/聚合

物复合材料的等效杨氏模量 .假设GPL单元是均匀

分布在聚合物复合材料基质中的矩形固体填料，则

材料的等效杨氏模量Ec可以表示如下：

Ec = 38
1 + ξLηLVGPL1 - ηLVGPL × EM + 58

1 + ξWηWVGPL1 - ηWVGPL × EM
（1）

式（1）中

ηL = (EGPL /EM ) - 1(EGPL /EM ) + ξL，ηW =
(EGPL /EM ) - 1
(EGPL /EM ) + ξW （2）

在式（1）-式（2）中，EM和EGPL分别代表聚合物复合

材料的杨氏模量和GPLs增强体的杨氏模量 . VGPL
代表石墨烯的体积分数 . ξL 和 ξW分别为GPL纳米

填料的形状参数和尺寸参数，定义如下：

ξL = 2 ( lGPLhGPL
)，ξL = 2 ( wGPLhGPL

) （3）
在式（3）中，lGPL，wGPL和 hGPL 分别代表GPL纳米单

元的平均长度、宽度和厚度 .材料的密度 ρc 和泊松

比 μc通过混合规则计算如下

ρc = ρGPLVGPL + ρMVM
μc = μGPLVGPL + μMVM （4）

式中，VM 是聚合物复合材料的体积分数，下标

“GPL”，“M”和“c”分别代表着GPL增强体、聚合物

复合材料和石墨烯增强复合材料 .GPLs增强体的

体积分数VGPL表示如下

VGPL = gGPL
gGPL + ( ρGPL /ρM ) (1 - gGPL ) （5）

           

图1 石墨烯分布模型

Fig.1 Graphene distribution model
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式中gGPL代表GPLs增强体的质量分数 .
1.2 结构建模

石墨烯增强复合悬臂板结构模型如图2所示，板

的顶部和底部为压电层，中间为石墨烯增强复合材

料，长、宽和总厚度为a，b，H.石墨烯增强复合材料的

厚度为h.根据位移-应变方程，板的应变表示如下：

ε11 = -z ∂
2w
∂x2 ，ε12 = -z

∂2w
∂x∂y，ε22 = -z

∂2w
∂y2 （6）

根据广义胡克定律，可以由应变得到应力：

σ11 = Ec
1 - μ2c (ε11 + μcε22 )

σ22 = Ec
1 - μ2c (ε22 + μcε11 )，σ12 = Gε12 （7）

式中 G = Ec /2 ( )1 + υc ，代表材料的剪切模量 .压电

材料为横向各向同性，并且极化方向沿厚度方向 .
沿着压电层厚度方向施加电压，根据第二类压电方

程，压电层的本构方程表示如下：

σp11 = c11ε11 + c12ε12 - e31E3
σp22 = c12ε11 + c11ε12 - e31E3，σp12 = c66ε12
D3 = e31 (ε11 + ε22 ) + ∈ 33E3 （8）

式中，σp11，σp22 和 σp12为压电层的应力，c11，c12和 c66
为弹性常数，其中，c66 = ( c11 - c12 ) /2.e31是压电常

数，∈ 33为介电常数，D3为电位移，E3 = V0( )t /hs是

电场强度，V0( t)为外加电压，hs为压电层的厚度 .悬
臂板/压电系统的动能和势能表示如下：

T = 12 ∫V ρc ẇ2dv + 12 ∫Vc ρp ẇ2dv，
U = 12 ∫Vσ11ε11 + σ22ε22 + (σ12ε12 )dv

+ 12 ∫Vpσp11ε11 + σp22ε22 + (σp12ε12 )dv
- 12 ∫VpD3E3dv

（9）

式中，ρp 压电层的密度，V和 Vp分别代表夹层和压

电层的体积 .在超音速气流中，外力做功表示如下：

W = ∫
A
(Δp + q )wdA （10）

式中Δp为气动力，根据一阶活塞理论

Δp = -ζ ∂w∂x - μ
∂w
∂t （11）

其中，ζ = ρ∞U 2∞ / M 2
a - 1 代表气动压力参数，μ =

ρ∞U∞

M 2
a - 1

( )M 2
a - 2

( )M 2
a - 1 代表气动阻尼参数，ρ∞，U∞ 和

Ma分别代表来流密度、来流速度以及马赫数 .设板/
压电系统的横向位移为：

w ( x，y，t) =∑
i = 1

m∑
j = 1

n

Wij( )x，y rij( )t

= W T( x，y ) r ( t)
（12）

在上式中，r ( t) = [ r11......r1n，r21......r2n，rm1......rmn ]T代
表 广 义 位 移 ，W ( )x，y = [ w11......w1n，w21......w2n，
wm1......wmn ]T代表模态函数 .将式（12）带入到动能、

势能以及合外力做功中得：

T = 12 ṙTMṙ （13）
U = 12 rTK1r + V0( t) K2r + 12 V 20 ( t) K3 （14）
W = qFqr + rTFΔp1r + dr

T

dt FΔp2r （15）
由Hamilton原理

∫
t1

t2
δ (T - U ) dt + ∫

t1

t2
δWdt = 0 （16）

得到系统的动力学执行方程

Mr̈ + ( - F TΔp2 ṙ + (K1 - F TΔp1 ) r + V0K2 = qFq（17）
方程（17）将外加电压和结构的变形联系在了一起 .
2 自由振动

石墨烯增强复合材料悬臂板模型的具体尺寸

和材料参数如下：

 

（a）结构坐标示意图

（a）Schematic of structure coordinates

      
     

（b）结构分层示意图

（b）Structural layered schematic
图2 结构示意图

Fig.2 Schematic of the structure
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a = 0.4 m，b = 0.4 m，H = 0.006m，
h = 0.004m，lGPL = 2.5μm，wGPL = 1.5μm，hGPL =
1.5 μm，μGPL = 0.34，μM = 0.34，ρGPL = 1062kg/m3，

ρM = 1200 kg/m3，EGPL = 1000GPa，EM = 3GPa.
可以通过Rayleigh-Ritz得到结构的固有频率

和振型 .悬臂板的模态函数可以表示为：

Wij = Xi ( x )Yj ( y ) （18）
Xi = αi (sin kil x - sinh

ki
l x )

+ (cosh kil x - cos
ki
l x ) i = 1，2，......

（19）

Y1 = 1，Y2 = 3 (1 - 2y )，
Yj = αj (cosh kjl y + cos

kj
l y )

-(sinh kjl y + sin
kj
l y ) j = 3，4，......

（20）

将式（18-20）带入到式（17），令H = h，通过特

征值求解得到GPLs质量分数为 0.3%时的固有频

率，与有限元方法得到的固有频率对比如表 1所
示 .结果表明本文所得到的结果和通过有限元方法

所得到的结果相近，验证了本文方法的有效性 .

随着GPLs质量分数的变化，结构的固有频率

也会发生改变，固有频率的相对变化率 (ω -
ωM /ωM ) × 100%随着GPLs质量分数的变化率如图

3所示，其中 ωM 为纯环氧树脂基体的固有频率 .可
以看到：随着GPLs质量分数的增加，石墨烯增强复

合材料悬臂板的固有频率相对变化率总是大于零，

这说明GPLs的加入使得结构的固有频率提高 .更
高的固有频率，体现了GPLs对结构的刚化作用，有

利于提高结构的气动稳定性 .并且X-GPLs分布对

固有频率的提高效果大于U-GPLs分布和O-GPLs
分布 .图4为模型的前六阶振型 .

3 颤振分析
压 电 层 参 数 如 下 ： c11 = 139 GPa，

c12 = 77.8GPa，c66 = 30.6GPa，ρp = 7500 kg/m3，e31 =
-6.98C/m2，e31 = -6.98C/m2.传感器产生的感应电

荷为

Q ( t ) = ∫
A( z = zs )

D3dA
= ∫

A( z = zs )
(e31εp1 + e31εp2 )dxdy

= (Ks1 + Ks2 )r ( t )
（21）

表1 与有限元方法固有频率对比

Table 1 Natural frequency comparison with finite element
method

Pattern
Epoxy
polymer
O-GPLs

U-GPLs

X-GPLs

Source
Ansys
present
Ansys
present
Ansys
present
Ansys
present

Order of natural frequency
1
6.68
6.75
8.44
8.53
9.43
9.54
10.34
10.45

2
16.06
16.29
20.27
20.60
22.65
23.03
24.79
25.23

3
40.68
41.19
51.33
52.07
57.37
58.21
62.81
63.76

4
52.22
52.903
65.892
66.88
73.63
74.76
80.61
81.88

5
58.81
600.52
74.16
76.51
82.84
85.53
90.67
93.68

6
102.98
105.14
129.8
132.93
144.97
148.59
158.62
162.75
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图3 固有频率随石墨烯质量分数的相对变化率

Fig.3 Relative change rate of natural frequency with graphene mass
fraction

 第一阶
The first order

 第三阶
The third order

 第五阶
The fifth order

 第二阶
The second order

 第四阶
The fourth order

 第六阶
The sixth order

图4 悬臂板前六阶振型

Fig.4 The first six mode shapes of the cantilever plate
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根据传感器产生电荷可以得到电压

Vs = Qs
Cs

， Cs = ∈ 33As
hs

（22）
式中，Cs为电容，As为压电层面积，hs = 1/2 ( )H - h .
将传感器的电压反馈给作动器，得到控制电压

V0 ( t ) = -KaVa0 ( t ) + KdVp0 ( t )
= -KaAr̈ ( t ) + KdAr ( t ) （23）

式中Ka和Kd分别代表加速度反馈增益和位移反馈

增益 .将反馈电压V0( t)代入到式（15）中

(M + Mp ) r̈ + ( - F TΔp2 ) ṙ + (K1 - F TΔp1 + Kp ) r = qFq

（24）
式中 Mp 和 Kp 为压电反馈带来的主动质量矩阵和

主动刚度矩阵，可以表示为

Mp = -K2KaA，Kp = K2KdA （25）
方程（20）的通解可以表示为

r( t) = r0eλt （26）
r0和 λ为方程的特征向量和特征值，将通解代入，

通过求解特征值问题

| (M + MP) λ2 - FΔP2λ + (K1 + KP - FΔP1 ) |
= 0 （27）

得到复数形式的特征值

λi = ηi + iωi （28）
其中，ηi与阻尼率相关，阻尼率为

ηi
η2i + ω2

i

，ωi 代

表着特征频率，i = -1为复数单位 .无量纲气动

力β计算如下：

β = ρ∞U 2∞

G M 2
a - 1

a3

H 3 （29）
可以通过研究特征值 λ的实部和虚部随无量

纲气动力的变化来对颤振现象进行分析 .
4 数值模拟

λ的实部和虚部随着无量纲气动力 β的变化如

图5所示 .在无量纲气动力β = 33.706时，图5（a）中

特征值的实部由负变正，同时图 5（b）中特征值虚

部此时会发生汇合，此时的 βi称作无量纲临界颤振

气动压力，意味着颤振现象的发生 .图 6为颤振发

生前后板的响应，可以看到颤振发生后，响应开始

发散，逐渐趋于无穷 .
通常可以通过提高自身的刚度来提高结构的

气动稳定，结构的临界颤振气动压力随着GPLs增
强体质量分数增加的变化如图 7所示，随着 GPLs

增强体质量分数的增加，结构的临界颤振气动压力

随之增加，X-GPLs分布相比 U-GPLs分布和 O-
GPLs分布能更好地提高结构的气动稳定性 .

下面 GPLs增强体取 O-GPLs分布，质量分数

为0.3%来研究反馈控制对颤振现象的抑制效果 .
图 8和图 9分别展示了三组不同的加速度反馈

增益下的加速度反馈控制，对结构临界颤振气动压

力的影响 .可以发现随着Ka 增加，结构的临界颤振

气动压力也随着增加，这表明在一定范围内，更高
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图5 特征值随无量纲气动力的变化

Fig.5 Variations of the eigenvalue with respect to the dimensionless
aerodynamic pressure
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的加速度反馈增益可以提供更好的颤振抑制效果 .
图 9表示三组不同的位移反馈增益下的位移反馈

控制对结构临界颤振气动压力的影响 .同样可以发

现随着 Kd 增加，结构的临界颤振气动压力也随着

增加，这说明在一定范围内，位移反馈增益越高，对

颤振抑制效果也越好 .因此，两种反馈控制都可以

有效地增加结构的临界颤振气动压力，从而提高结

构的气动特性 .
图 10和图 11分别展示了加速度反馈控制和位

移反馈控制，在控制前后结构的位移响应对比及相

对的反馈控制电压，可以看到控制后的位移响应不

再发散，幅值逐渐衰减 .

5 结论

本文主要研究了石墨烯增强复合材料悬臂板

的颤振特性及颤振的压电抑制，利用Halpin-Tsai
模型及混合率计算了石墨烯增强复合材料板的等

效材料参数，通过Rayleigh-Ritz法得到了石墨烯增

强复合材料悬臂板的固有频率，并与有限元仿真进

行了对比 .研究了石墨烯增强复合材料悬臂板的固

有频率和无量纲临界颤振气动压力，随不同分布下

GPLs增强体质量分数的变化情况 .研究了利用压

电层进行加速度反馈控制和位移反馈控制对结构

气动稳定性的增强作用 .结果表明：

（1）不论是 X-GPLs分布，U-GPLs分布，还是

O-GPLs分布，都使石墨烯增强复合材料板的固有

频率提高，其中X-GPLs分布的提高效果要大于U-
GPLs分布和O-GPLs分布 .

（2）添加GPLs增强体就可以使结构的临界颤

振气动压力提高 .对于石墨烯复合材料增强悬臂

板，X-GPLs分布相比于U-GPLs分布和O-GPLs分
布可以更好地提升结构刚度及气动稳定性 .
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Fig. 11 Control effect of displacement feedback
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（b）特征值虚部的变化

（b）Change of imaginary part
图8 不同加速度反馈增益下，特征值随无量纲气动力的变化

Fig.8 Variations of eigenvalues with respect to dimensionless aerody⁃
namic force under different acceleration feedback gains
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（b）虚部的变化

（b）Change of imaginary part
图9 不同位移反馈增益下，特征值随无量纲气动力的变化

Fig.9 Variations of eigenvalues with respect to dimensionless
aerodynamic force under different displacement feedback gains
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（3）不论是加速度反馈，还是位移反馈控制，都

可以有效地抑制颤振，使石墨烯增强复合材料悬臂

板的临界颤振气动压力增加 .
（4）加速度（位移）反馈控制后板的响应相比于

控制前的响应，不再发散且振幅快速衰减 .
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AEROELASTIC FLUTTER AND PIEZO SUPPRESSION OF
GRAPHENE REINFORCED CANTILEVER PLATES *

Han Ruofan Chen Jie Zhang Wei†
（Beijing University of Technology，College of Mechanical and Electrical Engineering，Beijing 100124，China）

Abstract The aerodynamic flutter and flutter suppression of graphene-reinforced composite plates with cantilever
boundary conditions are studied. The equivalent material parameters of graphene-reinforced composites are calculated
using Halpin-Tsai and the law of mixing ratio. According to the classical plate theory，the second type of piezoelectric
equations and Hamilton's principle，the motion equations of the structure are obtained. The natural frequency of the gra⁃
phene composite cantilever plate is calculated by the Rayleigh-Ritz method. The influences of the three different distribu⁃
tion types（X-GPLs，U-GPLs and O-GPLs distribution）and the mass fraction of different graphene reinforcements on
the structural natural frequency and the dimensionless flutter aerodynamic pressure are explored. The control effects of
acceleration feedback and displacement feedback on aerodynamic flutter of the structure are studied. The numerical sim⁃
ulation demonstrates that，as the mass fraction of graphene increases，the natural frequency and dimensionless flutter
aerodynamic pressure of the graphene-reinforced composite plate increase. The X-GPLs distribution has the better aero⁃
dynamic performance than the U-GPLs distribution and O-GPLs distribution. Both acceleration feedback and displace⁃
ment feedback controls can effectively suppress the aerodynamic flutter of the structure and improve the aerodynamic sta⁃
bility of the structure.
Key words flutter， graphene nanoplatelet， piezoelectric material， feedback control
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附录A
文中涉及到的矩阵的具体表达形式如下：

M = ρch ∫0b ∫0aWW Tdxdy
+ 2ρphs∫0b ∫0aWW Tdxdy

K = Eh3

12 (1 - μ2c ) ∫0b ∫0a ∂2W∂x2 ∂2W T

∂x2 + μc ∂
2W
∂x2

∂2W T

∂y2
+ ∂2W∂y2

∂2W T

∂y2 + μc ∂
2W
∂y2

∂2W T

∂x2 dxdy
+ Gh312 ∫0b ∫0a ∂2W∂x∂y ∂2W T

∂x∂y dxdy
+ 2c113 [ ( H2 )3 - (

h
2 )3 ] ∫0b ∫0a ∂2W∂x2 ∂2W T

∂x2 + ∂2W∂y2
∂2W T

∂y2 dxdy
+ 2c123 [ ( H2 )3 - (

h
2 )3 ] ∫0b ∫0a ∂2W∂x2 ∂2W T

∂y2 + ∂2W∂y2
∂2W T

∂x2 dxdy
+ 8c663 [ ( H2 )3 - (

h
2 )3 ] ∫0b ∫0a ∂2W∂x∂y ∂2W T

∂x2 dxdy
K2 = e312hs [ (

H
2 )2 - (

h
2 )2 ] ∫0b ∫0a ∂2W T

∂x2 + ∂2W T

∂y2 dxdy，
FΔp1 = ∫0b ∫0a-ξ ∂W∂x W Tdxdy，FΔp2 = ∫0b ∫0a-μWW Tdxdy
Fq = ∫0b ∫0a qW Tdxdy，Ks1 = -e31hs∫0a∫0b ∂2W T

∂x2 dxdy，Ks2 = -e31hs∫0a∫0b ∂2W T

∂y2 dxdy
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