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时滞速度反馈对一类双边电容型微谐振器系统
复杂动力学行为的控制 *
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（上海应用技术大学 机械工程学院，上海 201418）

摘要 本文考虑一类双边电容型微谐振器，提出在系统直流偏置电压上施加时滞速度反馈实施控制其复杂

动力学行为 .通过引入新变量解析表达同异宿轨道，在此基础上研究时滞反馈抑制该系统全局分岔的机理及

其控制效果 .发现时滞速度反馈对控制微结构吸合不稳定非常有效，却并不适用于控制混沌 .本文研究在提

高静电驱动微机械振动系统的动完整性上具有潜在的应用价值 .
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引言

静电微谐振器是微机电系统（MEMS）中最常

用的元器件之一，具有广泛的应用领域［1］.在微谐

振器结构中，振动极板的谐振是其正常工作的基本

需求，因此，避免微谐振元件的复杂振动成为保障

微谐振器正常运行的基本问题［2］.混沌作为微谐振

器振动系统中典型的复杂动力学行为，一直是研究

的热点 .Siewe等［3］数值模拟了一类双极板电容型静

电力微机械谐振器的混沌动力学行为，发现参数激

励幅值增大会引起混沌 .Sabarathinam等［4］基于简

单的模拟电子电路框架研究一类双边电容型

MEMS谐振器，发现驱动电压的增加易诱发结构混

沌振动 .Dantas等［5］研究了由两侧电极静电驱动的

微纳米谐振器的混沌动力学行为，发现小的粘性阻

尼和较小的间隙不对称性更容易引起系统的混沌

振动 .在对吸合不稳定现象的研究上，Alsaleem等［6］

通过实验和数值仿真研究微加速度计振动系统的

安全盆侵蚀现象，以此诠释微结构的吸合不稳定；

Ruzziconi等［7］通过实验研究发现单边平行板电容

型微传感器存在吸合不稳定现象 .
为保障微谐振器的正常运行，有必要对其复杂

动力学行为实施有效控制 .然而，对于微器件，尺寸

微小使得其在结构上直接施加控制可行性低，且容

易造成结构形变，因此多数控制施加在驱动电路

上［8，9］.Haghighi等［10］研究了带有静电力的微机械谐

振器的混沌动力学，并提出了一种鲁棒自适应模糊

控制算法来控制混沌运动 .Tusset等［11］将一类静电

驱动的双边电容型微谐振器的混沌振动通过基于

Lyapunov-Floquet变换的状态反馈控制到所需的周

期轨道 .然而，对吸合不稳定现象的控制研究主要

集中在实验仿真和数值模拟方面，如 Alsaleem和

Younis［12］提出在一类单边平行板电容式微加速度

计的驱动直流偏置电压上施加时滞位移反馈来控

制系统的吸合不稳定现象，并得到了良好的控制效

果 .然而，对于微结构吸合不稳定的控制机理相关

研究报道极少，仍有待进一步开展 .
为此，考虑一类双边电容型微谐振器结构，已

有研究表明驱动交流电压幅值的增大导致该系统

发生混沌运动和吸合不稳定现象［3，13］，本文在此基

础上，在直流偏置电压上引入时滞速度反馈，研究

其控制谐振结构复杂振动的机理和效果 .
1 时滞速度反馈控制微谐振器振动系统

本文以一类典型的静电双边电容型微谐振器

为研究对象［13］，在驱动直流电压上施加时滞速度反
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馈控制，系统简化模型如图 1所示 .考虑振动结构

的线性刚度、线性阻尼、非线性刚度和极板间的非

线性静电力，建立如下驱动方程：

m d2Zdt2 + c
dZ
dt + k1Z + k2Z3

= A0
2 (d - Z ) 2 (Vout + G (

dZ ( t - τ͂ )
dt - dZdt )

+VAC sin Ωt ) 2 - A0
2 (d + x ) 2 (Vout + G (

dZ ( t - τ͂ )
dt - dZdt ) ) 2

（1）
其中，等式右边为双边平行板的静电驱动力，m是

振动元件有效总质量；Z是振动极板的位移；A0为
平行板处于静止状态的电容；c为等效阻尼系数；d
是极板间初始间距；k1为该系统的线性刚度，k2为
非线性刚度，Vout、VAC分别为直流偏置电压和交流

电压的幅值，且满足VAC << Vout；Ω是交流电压的频

率，G为反馈增益系数，τ͂为时滞量 .

对系统（1）引入以下无量纲化变量

ω0 = k1
m，ω = Ωω0

，μ = c
mω0

，α = k2d2
mω20

，

β = A0V 2out
2k1d3，γ =

VAC
Vout

，T = ω0 t，x = Zd，
ẋ = dxdT，g =

Gd
Vout

，τ = ω0 τ͂.

（2）

得到无量纲系统

ẍ + μẋ + x + αx3 =
β

( )1 - x 2 (1 + g ( ẋ (T - τ) - ẋ) + γ sin (ωT ) ) 2

- β

( )1 + x 2 (1 + g ( ẋ (T - τ) - ẋ) ) 2.
（3）

由于系统（1）中阻尼系数、交流电压幅值与直流偏

置电压之比以及反馈增益均为小量，因此可以引入

小参数 ε (0 < ε << 1). 对上式重新进行参数标

度，即：

μ = εμ͂，γ = εγ͂，g = εg͂ （4）

则有
ẍ + εμ͂ẋ + x + αx3 =

β

( )1 - x 2 (1 + εg͂ ( ẋ (T - τ) - ẋ) + εγ͂ sin (ωT ) ) 2

- β

( )1 + x 2 (1 + εg͂ ( ẋ (T - τ) - ẋ) ) 2，
（5）

当时滞量 τ = 0或增益系数 g͂ = 0时，时滞反馈项为

零，控制系统（5）退化为无控制系统 .当ε = 0时，系

统（5）退化为无扰动Hamilton系统

ẋ = y，ẏ = -x - αx3 + β
(1 - x ) 2 -

β
(1 + x ) 2 （6）

其Hamilton量为

H ( x，y ) = x2 + y22 + α4 x4 -
β

1 - x -
β

1 + x + 2β
（7）

由此可知，系统（6）有无势阱，以及势阱的形态和具

体位置以及平衡点个数，均取决于无量纲化参数α
和 β.给定α = 12，β=0.338，则无扰动系统存在五个

平衡点，具有三势阱，同时具有同宿轨道和异宿轨

道［13］.本文重点研究这类同异宿轨道同时存在的情

况下，同异宿分岔引起的复杂动力学行为，以及时

滞速度反馈对这类复杂动力学行为的控制机理，为

此给定系统参数取值如表1所示 .

2 同异宿轨道解析表达

研究非线性非自治系统的同异宿分岔条件，常

用的方法是Melnikov方法 .使用该方法，通常需要

先将同异宿轨道表达为时间 T的显函数 .然而，本

系统所对应的无扰动系统（6）含高阶非线性项，其

同异宿轨道是无法直接用时间的显函数来表示 .为
此本节将引入新变量，将同异宿轨道和时间 t都表

达为新变量的显函数，从而为讨论同异宿分岔条件

提供前提 .对于同宿轨道，轨道与 x轴的交点 ( xe，0)

表1 系统(1)物理参数取值[13]

Table 1 Values of physical parameters of system (1)[13]
Parameters

Equivalent Mass m(kg )
Linear Stiffness Coefficient k1 (μN ⋅ μm-1 )
Nonlinear Stiffness Coefficient k2 (μN ⋅ μm-3 )
Damping Coefficient c(kg ⋅ s-1 )
Initial Gap of electrodes d(μm)
Initial Total Capacitance A0 (Fm)
DC Bias Voltage Vout (V)

Values
5 × 10-12

5
15

5 × 10-8
2

1.875 × 10-18
3.8

图1 时滞速度反馈控制静电微谐振器系统动力学模型［13］

Fig. 1 The dynamical model of an electrostatic micro-resonator
system under a delayed velocity feedback［13］
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满足

1
2 xe 2 +

α
4 xe 4 -

β
1 - xe -

β
1 + xe + 2β = 0 （8）

引入非线性时间变换 φ（T）用来刻画同宿轨

道［14］，设
dφ
dT = Φ(φ )，Φ(φ + 2π ) = Φ(φ ) （9）

对于鞍点（0，0）假设

φ (-∞) = 0，φ (∞) = π （10）
同宿轨道满足

xh (φ ) = a (1 - cosφ ) + bsinφ，
1
2 (Φ0x'h )2 = ∫

xh (0)

xh (φ ) (-x - αx3 + β
(1 - x ) 2 -

β
(1 + x ) 2 )dx

（11）
根据上式，同宿轨道可表达为

xh (φ ) = xe sin φ，
yh (φ ) = xe sin 2φ2R1 1 - βR21 - x2e sin2φ1 - x2e sin2φ - R212

（12）
其中R1 = 1 - x2e .根据（10）式和（11）式可以得到

T = -sign ( )cosθ
xe B + x2e (F ( )ϕ1，η1 +

P ( R21
x2e
η1，ϕ1，η1 ) ) （13）

其中，B=4β-1，F（ϕ1，η1）和 P ( ( 1
x2e
- 1)η1，ϕ1，η1 ) )

分别为第一类椭圆积分和第三类椭圆积分，且

ϕ1 = arcsin h( x
2
e (B + x2e ) || cosφ
R1 4β + R21

)，

η1 = 4β (1 + 2x
2
e ) - R41

R1 (B + x2e ) .
类似地，可引入新变量ψ（T），设

dψ
dT = Ψ(ψ )，
Ψ(ψ + 2π ) = Ψ(ψ ) （14）

异宿轨道满足

xm( ψ) = ±h cosψ （15）
则根据式（14）和式（15），该异宿轨道可表示为

xm( ψ) = ±xscosψ，
ym( ψ) = ∓xssin2ψ (B + 1) x2s

R22( )1 - x2s cos2ψ - 2β
R22
+ 12

（16）

其中

T = -sign ( cosψ) ( xsR2 2
R22 + 4βR3 F ( )θ1，η2

+ )2 R22
xs R22 + 4βR3

P ( )1
x2s

，θ1，η2 ，

R2 = 1 - x2s，R3 = 2x2s - 1，
θ1 = arcsin ( xs| cosψ | )，η2 = 1 + B - R22R22 + 4βR3

（17）
绘制表 1取值下系统哈密顿方程（7）对应的轨

道与式（12）和式（15）显性表达的同异宿轨道，并进

行对比，如图 2所示 .两种形式下同异宿轨道的完

全吻合说明了引入新变量的轨道刻画方法能够实

现恒同变换 .

3 复杂动力学行为控制

由于同异宿轨道破裂会引起系统的复杂动力

学行为，本节将通过Melnikov方法结合数值模拟研

究同异宿分岔引起的复杂振动及时滞速度反馈对

（a）同宿轨道

（a）Homoclinic orbits

（b）异宿轨道

（b）Heteroclinic orbits
图2 同异宿轨道对比

Fig. 2 Comparison of the orbits
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其的抑制作用 .
3.1 异宿分岔行为抑制

对于施加时滞速度反馈的微谐振器系统（5），

可以将Melnikov函数法推广至时滞受控系统，从而

获得受控系统的异宿分岔必要条件 .为此，时滞反

馈项必须看成摄动项，不会引起平衡点稳定性的切

换，即对于系统（5）的线性化系统，平衡点O (0，0)
是稳定的焦点，不会随控制参数的变化改变稳定

性 .忽略ε高阶项可得到近似线性系统

ü + μu̇ + u (1 - 4β ) = 0 （18）
该系统不含时滞项，因此控制项不会引起平衡点的

稳定性切换 .可在（5）式中将控制项进行泰勒展开，

并将异宿轨道（15）式代入Melnikov函数，得到

M ( t0 ) = -2μ͂x2s J1 ∓ 2βγ͂xssin (ωT0(φ) ) J2
∓2βγ͂xscos (ωT0(φ) ) J3 - 8βgτJ4 （19）

其中

J1 = 1
3xs 2

R32 + 4β (R3 + x2s )2R2
+ ( x

2
s ( x2s - 4) - B )E ( )θ2，η2 + 8R2 βF ( )θ2，η2

3x3s R2 2η2 (4β - R22 )
，

J2 = ∫0π sinφcos ( )ωT ( )φ
( )1 - xscosφ 2 dφ，

J3 = ∫0π sinφsin ( )ωT ( )φ
( )1 - xscosφ 2 dφ，θ2 = arcsinxs，

J4 = 3x3s -
β ( )72 - 51x2s - 8x4s + 3x6s

6x3s R3/22
+ ( )6(R2 - 4β ) + R2x2s ( β - 2)

2x4s R2 arctanh ( xs ) .
其中，E (θ2，η2 )分别为第二类椭圆积分 .
当

μxsJ1 ≤ 2βγ J 22 + J 23 + 8xs βξω0τJ4 （20）
Melnikov函数存在简单零点，是系统发生异宿分岔

的必要条件 .将上式参数还原为原系统参数，则系

统发生异宿分岔的必要条件为

VAC > V vAC = μVbJ1
2β J 22 + J 23

+ 4Gv xedω0τJ4
J 22 + J 23

（21）
异宿分岔发生时，微谐振器系统发生吸合不稳

定［13］，即系统安全域发生分形 .给定时滞增益系数

g = 0.2，理论预测与数值结果对比如图 3所示 .其
中随着时滞量的增大，在较小的交流电压幅值下

（即满足 VAC /Vout ≤ 0.1时），数值和理论结果吻合程

度较高，这主要是因为（33）式中的解析结果是基于

（5）式将 VAC /Vout设定为小参数的假设得到；尽管如

此，当 VAC /Vout > 0.1时，从定性的角度看，交流电压

临界幅值仍然随时滞量增大 .由此可见，时滞速度

反馈为抑制异宿分岔引起微结构吸合不稳定现象

提供了理论依据 .

以下将通过具体研究系统（3）安全域的侵蚀程

度来描述微结构的吸合不稳定现象，其中安全域为

不引起极板吸合（即原系统 | Z ( t ) | < d或无量纲化

系统（3）中 | x (T ) | < 1）的初始条件的集合 .对无量

纲化系统（3），给定 ω = 0.5和 g = 0.18，在 | x (0 ) | <
1，| ẋ (0 ) | < 1这样一个涵盖系统的同异宿轨道且相

对较大的初始平面内取 250×250个初始点，时间长

度设定为 3000个周期，若这段时间后系统在对应

的初始条件下仍满足 | x (T ) | < 1，则表示不发生吸

合，该初始条件点以黑色点表示，则黑色区域为安

全域；否则用白色表示 .结合四阶Runge-Kutta方法

和点映射方法来计算和绘制安全域分布情况 .其
中，安全域的边界分形表示初始条件的微小改变会

引起微结构的吸合，即吸合不稳定现象 .对于时滞

速度反馈控制系统（3），由于零时刻前无反馈信号

输入，则可以假定当 -τ ≤ T < 0时的初始状态

( x (T )，ẋ (T ) ) = (0，0).因此，仍能以零时刻初始平面

( x (0 )，ẋ (0 ) )表达其初始状态 .
不同电压幅值下系统（3）的安全域随时滞量的

演变如图 4所示 .τ = 0对应未施加时滞反馈控制的

原微谐振器振动系统，其安全域情况如图 4（a）、4
（b）和 4（c）所示，对比可知，随着交流电压幅值增

大，安全域分形逐渐明显，微结构发生吸合现象的

机率越高，即吸合不稳定；特别地，在图 4（c）中，微

结构吸合不稳定现象非常突出，仅剩极少数满足系

图3 g=0.2时异宿分岔电压阈值随 τ的变化

Fig. 3 Variation of voltage threshold for heteroclinic bifurcation
with different τ when g=0.2

V
b AC

T
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统安全运行的初始条件 .而根据图 3可知，系统发

生异宿分岔的交流电压幅值门槛值约为 0.25V，这
与图 4（a）中安全域已出现不光滑边界的现象相一

致 .当时滞量逐渐增大，对应图 4（d）-4（i），容易发

现，在同样的交流电压幅值下，安全域侵蚀状态得

到明显改善 .由此可见，交流电压幅值的增大会引

起系统安全域的侵蚀，即微谐振器结构的吸合不稳

定现象；而时滞量的增大则能够有效增大安全域面

积，抑制该现象 .

3.2 同宿分岔行为

与上一节的分析类似，运用Melnikov方法的前

提是时滞反馈项为摄动项，不影响原系统的平衡点

稳定性 .为此，在同宿轨道中心 (±xc，0)的邻域内，

忽略ε的高阶项，得到近似线性系统

ü + u (1 - 2β (2 + 6x2c )(1 - x2c )2 + 3x2c α )
+( μ + 8βxc g

(1 - x2c )2 ) u̇ -
8βgxc
(1 - x2c )2 u (T - τ ) = 0

（22）
考虑到当

( μ2 + 2Lμ ) ( μ2 + 2L - 4Q ) > 0， （23）
其中

Q = 1 - 4β (1 + 3x2c )(1 - x2c )3 + 3x2c α

L = 8βxc g
(1 - x2c )2 （24）

则（22）式的特征方程有纯虚根，因此发生平衡点稳

定性切换的临界值为

τ+ (0 ) = 1
ω0ω+

(2π - arccos (1 + ω2+ + H
Lω+

) )（25）
即当时滞参数满足 μ2 + 2L - 4Q ≤ 0，或 τ < τ+ (0 )
时，平衡点 (±xc，0)的稳定性不随控制项发生改变 .
此时可将时滞速度反馈项作为摄动项，进行二阶

Taylor展开，带入同宿轨道表达式（12），得到式（5）
的Melnikov函数：

  

a b c 

（a）VAC=0.47V，τ=0

（d）VAC=0.47V，g=0.2，τ=1.7

（g）VAC=0.47V，g=0.2，τ=2

（e）VAC=0.5V，g=0.2，τ=1.7

（h）VAC=0.5V，g=0.2，τ=2

（b）VAC=0.5V，τ=0
  

a b c 

（c） VAC=0.8V，τ=0

（f）VAC=0.8V，g=0.2，τ=1.7

（i）VAC=0.8V，g=0.2，τ=2
图4 当 g=0.2时不同的交流电压幅值下安全域随时滞量的演变

Fig. 4 The evolution of safe basin with different time delays and AC voltage amplitudes when g=0.2
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M (T0 ) = -μI1 + 2xe βγ cos (ωT0(φ) ) I2
+2βγ sin (ωT0(φ) ) I3 - 8x2e βξ͂τI4，
I4 = 0.

（26）

其中

I1 = xe β B - x2e ( )x2e + 2B
3( )B + x2e E (θ3，η3 )

- 4R1
x3e 1 - 2x2e

+ 4
x2e (F (θ3，η3 ) - 1x2e E (θ3，η3 ))

θ3 = arccsc h ( R1xe )，η3 = R21 (B + x2e )
x4e + (2x2e - 1)B，

I2 = ∫0π xe cos (φ ) sin (ωT (φ ) )
(1 - xe sin (φ ) ) 2 dφ，

I3 = ∫0π xe cos (φ ) cos (ωT (φ ) )
(1 - xe sin (φ ) ) 2 dφ.

在式（26）中，由于 I4 = 0，引起同宿分岔的临界条

件并不随时滞量或反馈增益系数发生改变，这说明

时滞速度反馈对混沌现象起不到控制作用 .还原回

系统参数，可得到引起系统（1）发生同宿分岔的临

界电压

V 0AC = μVb I1
2β I 22 + I 23

（27）
对应表 1中系统参数取值，得到同宿分岔的交流电

压阈值为 0.152V.系统的同宿分岔会引发混沌运

动，给定反馈增益系数，可将不同时滞量下系统发

生混沌的临界交流电压幅值的数值结果和理论预

测相对比，如图 5所示，二者基本一致，同样说明时

滞速度反馈无法有效抑制系统的同宿分岔 .为研究

系统的稳态振动，给定初始条件 ( x (0 )，ẋ (0 ) ) =
(0，0)，选取第 450至第 500个振动周期进行考察，

在相平面上每隔一个外激励周期截取 Poincáre截
面，从而得到交流电压幅值为 0.17V时系统响应随

时滞量变化的分岔图（见图 4）.根据图 4，当时滞量

为 0时，对应无控制系统，系统发生混沌运动，这与

理论预测交流电压为 0.152V时系统发生同宿分岔

一致；但随着时滞量的增大，系统的稳态行为仍为

混沌，并未发生本质改变 .
4 结论与讨论

本文对一类双边电容微谐振器振动系统，在直

流偏置电压上施加时滞速度反馈，研究反馈控制对

微结构复杂性动力学行为的控制机理 .首先将系统

的同异宿轨道都通过引入新变量来显性表达，进而

利用Melnikov方法得到系统同异宿分岔必要条件，

结合数值仿真结果，研究发现时滞速度反馈能够控

制微结构的吸合不稳定现象：当反馈增益为正时，

时滞速度反馈能有效地抑制微结构的吸合不稳定 .
然而对于同宿分岔引起的混沌现象，时滞速度反馈

未能起到控制作用 .
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CONTROL OF COMPLEX DYNAMICS OF A TYPE OF DOUBLE-

SIDE MICRO RESONATOR VIBRATING SYSTEM VIA DELAYED
VELOCITY FEEDBACK *

Liu Zhiqun Shang Huilin†
（School of Mechanical Engineering，Shanghai Institute of Technology，Shanghai 201418，China）

Abstract A typical double-side capacitive micro resonator is considered，and delayed velocity feedback is proposed to
apply on DC bias voltage of its vibrating system to control its complex dynamical behavior. By inducing new variations，
the heteroclinic orbits and homoclinic ones of the unperturbed system are expressed analytically. On this basis，the
mechanism and the effect of the delayed feedback on controlling the global bifurcation are studied. It is found that de⁃
layed velocity feedback control is effective in suppressing pull-in instability of the microstructure but unsuitable to con⁃
trol chaos，which has some potential values in improving the global integrity of electro-static micro mechanical systems.
Key words micro-resonator， chaos， pull-in instability， delayed velocity feedback， global bifurcation
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