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保守系统中非线性耦合振子间的能量传递 *

王锦涛 谢勇†

（西安交通大学 机械结构强度与振动国家重点实验室，陕西省无损检测与结构完整性评价工程技术研究中心，西安 710049）

摘要 利用复变量-平均法建立了非线性耦合振子内在保守系统的慢变动力学方程，推导出了两振子间能量

完全传递的表达式，从而得出了完全能量传递时非线性振子的临界质量和系统初始能量需满足的关系 .最后

进行数值仿真并得到以下结论：系统两振子进入能量传递的暂态时间与振子的质量有关，当质量比大于等于

0.0557时，两振子可不经过暂态而直接发生能量交换；NES质量越小，两振子能量交换的时间越长，当NES质
量过小时，适当提高非线性耦合振子的初始能量可实现能量高效传递；非线性耦合振子系统的刚度会影响能

量传递的暂态而对能量交换时间影响不大；非线性耦合振子初始能量的形式会影响系统的能量传递，势能比

动能更容易引发系统能量传递 .
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中图分类号：O322；TH113.1 文献标志码：A

引言

靶能量传递（Targeted energy transfer，TET）是

Kopidakis等［1］发现的一种能量由主振子向NES 传

递的现象，能量传递的过程非常短暂且不可逆，每

次传递的能量比较精确 .非线性能量阱（Nonlinear
energy sink，NES）［2］可以实现靶能量传递使振动能

量单向传递至NES并被其耗散掉 .
非线性能量阱的动力学特性非常复杂，甚至对

于两自由度非线性能量阱（2-DOF NES）现在还难

以得到完全精确的解析分析，由于NES 可实现高

效减振，因此对NES进行理论研究仍然具有重要价

值 .国内外学者对NES的复杂非线性动力学进行了

大量研究 .Gendelman 等［2］最早对非线性能量阱的

靶能量传递进行了研究 .文献［3］研究了线性振子

耦合小质量非线性振子的力学特性，发现了两种可

引发靶能量传递的条件，一种是 1：1振动俘获，另

一种是非谐振条件下非线性振子的高频振动 .文献

［4］中在系统无阻尼情况下用非平稳变换的方法得

到了周期解，然后通过频率－能量图揭示了该系统

的分岔结构，基于复变量－平均法对引发靶能量传

递的分谐振，1：1内共振及非线性拍（nonlinear

beat）现象作了分析 .文献［5］详细分析了三种引发

靶能量传递的情况 .文献［6］研究了系统输入不同

大小脉冲激励下的周期轨道和准周期轨道 .文献

［7］用简化的动力学方程说明当初始条件在一定范

围时NES的效率较高 .该研究可作为对文献［8］中

不变流形研究的补充 .文献［9］通过优化NES的参

数实现了最优靶能量传递，并对NES 的吸振效率

进行了试验验证 .文献［10］研究了一个二自由度非

线性振动系统，给出了其频能图以及内共振情形的

局部化非线性模态流形 .提出了势能曲面上模态迹

线的概念，发现系统产生内共振的标志之一是两条

模态迹线存在交点 .发现能量传递现象与两种机制

有关：非线性模态局部化以及局部化模态之间的内

共振；参与内共振的各个模态在迹线交叉点处实现

了能量交换 .另外，对NES的研究也做了一些实验

验证［11-13］，证实了很多理论研究的成果 .
靶能量传递主要通过共振俘获实现［4］，是NES

抑制结构自由振动的主要原理 .在研究NES 抑制

结构自由振动时，Sapsis等［14］把NES中取得最大能

量耗散比的情况定义为最优靶能量传递，并证明了

当实现最优靶能量传递时，主振子的振动能量会在

半个慢变周期（super-slow half cycle）内达到零，这
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便是目前最直观判断是否为最优靶能量传递的方

法 .虽然单自由度NES通过最优靶能量传递可以达

到很高的振动抑制效率，但要使靶能量在非线性耦

合振子间能够完全传递需要两个条件：第一、主振

子的初始振动能量必须等于某一定值 .若主振子的

初始振动能量过小，则靶能量的传递就无法实现，

这时NES对系统的振动抑制几乎不起作用，如果初

始能量过大，会在一定程度上降低NES的振动抑制

效果［14，15］；第二、实现最优靶能量传递需要NES具
有一定的质量、以上两点仅为实现最优靶能量传递

的定性结论，无法根据NES质量和主振子的初始振

动能量设计NES.目前虽然有方法计算出了实现最

优靶能量传递的NES的最小质量以及所需的初始

能量大小，但是对能量传递过程中一些问题的揭示

还不够完整［16-18］.
本研究对实现最优靶能量传递的NES质量和

初始能量条件进行了定量分析 .通过建立 1：1内共

振条件下系统的慢变方程，对保守系统中振动能量

可以完全由线性振子传递至NES所需的最小质量

和初始能量进行了理论推导和数值验证 .根据研究

结果可以设计 NES的质量和初始能量，使 NES实
现最优靶能量传递 .对原系统的数值仿真表明NES
的质量会影响能量传递的暂态和能量交换时间，另

外，靶能量的传递与初始能量的形式也有关 .
1 非线性耦合振子系统的力学模型

1.1 原系统模型

在图 1中，非线性耦合振子系统由一个线性主

振子和立方刚度NES构成，系统方程如下：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

m1x″1 + C1x'1 + k1x1 +
C2( )x'1 - x'2 + k2( )x1 - x2 3 = 0

m2x″2 + C2( )x'2 - x'1 + k2( )x2 - x1 3 = 0
（1）

其中，m1 为线性主振子质量，m2 为 NES质量，且

m2⩽m1，k1为主振子的线性刚度，k2为NES的立方刚

度，C1为主振子的线性阻尼，C2为 NES线性阻尼 .
对系统引入时间尺度

τ = k1
m1
t （2）

然后进行变量替换

k21 = k2k1，c1 = C1
1
m1k1

，c2 = C2 1
m1k1

，ε = m2
m1

（3）
则方程（1）可表示成：

ì

í

î
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ï
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ẍ1 + c1 ẋ1 + x1 + c2( )ẋ1 - ẋ2 +
k21( )x1 - x2 3 = 0

εẍ2 + c2( )ẋ2 - ẋ1 + k21( )x2 - x1 3 = 0
（4）

式中，ẋ表示 x对时间尺度 τ的导数，ε ≪ 1，（4）式的

内在保守系统可表示为：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ẍ1 + x1 + k21( )x1 - x2 3 = 0
εẍ2 + k21( )x2 - x1 3 = 0

（5）

1.2 慢变力学模型

复变量—平均法不仅可以求解弱非线性振动

系统，也能求解强非线性刚度的多自由度振动系

统 .Manevitch等人采用复变量—平均法及多尺度

法推导得出了式（5）的慢变方程［19］.在（5）式中进行

如下变量替换

y1 = x1 / ε，y2 = ( x2 - x1 ) / ε （6）
再进行如下复变量替换：

ì
í
î

ẏ j + iωyj = φjeiωτ
ẏj - iωyj = φ*j e-iωτ，j = 1、2 （7）

其中，*表示共轭，i2=-1，ω表示NES的高阶振动频

率，φj是快变量ω的慢变调制 .当ω=1时，NES的振

动频率等于线性主振子的固有频率，这时在主振子

固有频率附近发生的 1∶1内共振的情形就可以用

该近似过程来表示 .由（5）式、（6）式、（7）式可以得

到下面的方程：

ì
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ï

ï

ï

ï
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ï
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ï

ï

ï
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φ̇1 (1 + ε ) + i ε2 φ1 - i
ε
2 φ*1e-2iτ +

ε ( )φ̇2 + i2 φ2 -
i
2 φ*2e-2iτ = 0

φ̇1 + i2 φ1 -
i
2 φ*1e-2iτ + φ̇2 +

i
2 φ2 -

i
2 φ*2e-2iτ -

k218i ( )φ32e2iτ - 3φ2 || φ2
2 +

3φ*2 || φ2
2e-2iτ - φ*32 e-4iτ

= 0

（8）
图1 非线性耦合振子系统模型

Fig.1 Nonlinear coupled oscillator system model
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引入多尺度变换：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

φj = φj0 + εφj1，( )j = 1，2
d
dτ =

∂
∂τ0 + ε

∂
∂τ1，( )τ0 = τ，τ1 = ετ （9）

对 τ0积分后消去久期项可得：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

∂φ10∂τ1 +
i
2 ( )φ10 + φ20 = 0

∂φ20∂τ1 +
i
2ε ( )φ10 + φ20 - 3ik218ε φ20 || φ20

2 = 0
（10）

至此推导出了方程（5）的近似慢变力学模型

（10）.从上面的推导过程可以看出，要使此慢变模

型成立需要两个条件：第一、质量比要满足 ε ≤ 1，
前面的假设也正好满足了实际工程要求NES质量

要尽量小这一条件；第二、非线性系统的响应主要

为 1∶1内共振 .由于复变量平均法不限制 k21的大

小，因此慢变模型可应用于强非线性系统求解，这

在一些应用复变量—平均法的文献中曾有介绍，由

于慢变模型（10）在文献［19］中已经得到了验证，所

以这里不再给出它和数值解的比较 .
2 保守系统中能量在两振子间的完全传递

2.1 慢变系统的两个首次积分

由于慢变系统（10）完全可积，因此可以求出该

系统的两个首次积分，第一个首次积分可用哈密顿

量求出 .对方程（10）正则变换：

p1 = φ*10，q1 = φ10，p2 = ε φ*20，q2 = ε φ20 （11）
H = - i2 (| φ10 | 2 + | φ20 |

2 ) -
i
2 ( )φ10|φ*20 + φ20|φ*10 + 3ik2116 || φ20

4
（12）

经验证式（12）满足哈密顿正则方程：

∂H
∂qj = - ṗ j，

∂H
∂pj = q̇ j，j = 1，2 （13）

所以式（12）是方程（10）的一个首次积分 .经验证方

程（10）满足：

∂ ( )|| φ10
2 + ε || φ20

2

∂τ1 = φ10 ∂φ
*10∂τ1 + φ

*10
∂φ10∂τ1 +

εφ20
∂φ*20∂τ1 + εφ

*20
∂φ20∂τ1 = 0 （14）

因此可以得到方程（10）的第二个首次积分：

| φ10 |
2 + ε | φ20 | 2 = n2 ( n为常数) （15）

因为φ10、φ20是复数，上式在复平面可展开成：

φ10 = ncosθeiα，φ20 = 1
ε
nsinθeiβ （16）

上式中，ncosθ、nsinθ是慢变幅值，α、β是慢变相位 .
至此得到了方程（10）的两个首次积分：（12）式、

（15）式 .
2.2 推导能量完全传递时的NES质量条件

从（6）式、（7）式、（16）式可得线性主振子的能

量表达式：

E1 (τ ) = 12 ( ẋ21 + x21 ) = ε2 | φ10 |
2 = ε2 n2cos2θ (τ ) （17）

NES振子的能量可以表示为：

E2( τ) = E1(0) - E1( τ) = ε2 n2sin2θ （18）
能量传递效率η可以表示为：

η = E2( )τ
E0( )0 = ε2 n2sin2θ ( τ) /

ε
2 n2 = sin2θ （19）

由此可见，两振子间的能量传递可以用 θ表示 .假
设初始能量全部集中在主振子，那么两振子间能量

完全传递的过程可以表示为：

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

E1( )max = ε2 n2，θ = 0
E1( )min = 0，θ = π2

（20）

即在初始时刻E1(0) = 0.5εn2，E2(0) = 0，当能量在

t时刻完全传递至非线性振子，有E1( t) = 0，E2( t) =
0.5εn2.由（12）式、（16）式可得：

1
2 ( n2cos2θ + 1ε n2sin2θ ) +
1
ε
n2sinθcosθcos( δ ) - 3k21n416ε2 sin4θ = H

（21）

上式中 δ = α - β.从（17）式可以看出：主振子能量

一直处于周期变化中，其周期为π，初始能量全部

集中在主振子，经过半个周期后能量全部转移到

NES振子中，能量从主振子传递至NES振子的过程

实际上就是 θ从 0变化到π 2的过程 .线性主振子

的能量变化率：

Ė1 = -0.5εn2 θ̇sin2θ （22）
上式表明在一个周期的始末能量的变化率必然为

零，θ = 0时，能量全部集中于主振子，这时主振子

的能量变化率为零：θ = π时，能量全部返回到主振

子，这时主振子的能量变化率也为零；θ = π 2时，

能量完全传递至NES，主振子能量E1=0，这时主振

子的能量变化率为零，但是当 θ̇=0时，主振子的能

量变化率也为零，下面对 θ̇=0的情况进行讨论 .
由（16）式得：
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ì
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ï

ï

∂φ10∂τ0 = ne
iα

æ

è

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

÷

÷

÷

÷-sinθ ∂θ∂τ0 +
icosθ ∂α∂τ0

= 0

∂φ20∂τ0 =
neiβ
ε

æ

è

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

÷

÷

÷

÷cosθ ∂θ∂τ0 +
isinθ ∂β∂τ0

= 0

（23）

要使（23）式成立，须有：

∂θ
∂τ0 = 0，

∂α
∂τ0 = 0，

∂β
∂τ0 = 0 （24）

按（9）式进行多尺度展开：

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

dθ
dτ =

∂θ
∂τ0 + ε

∂θ
∂τ1

dα
dτ =

∂α
∂τ0 + ε

∂α
∂τ1

dβ
dτ =

∂β
∂τ0 + ε

∂β
∂τ1

（25）

因此，

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

dθ
dτ = ε

∂θ
∂τ1

dα
dτ = ε

∂α
∂τ1

dβ
dτ = ε

∂β
∂τ1

（26）

当能量完全传递至NES时，主振子的能量变化

率：dθ/dτ = 0 ⇔ ∂θ/∂τ1 = 0.由（10）和式（16）式得：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

∂θ
∂τ1 -

1
2 ε

sinδ = 0
∂α
∂τ1 +

1
2 +

1
2 ε

tanθcosδ = 0
∂β
∂τ1 +

1
2 ε

cotθcosδ + 1
2ε -

3k21
8ε2 n2sin2θ = 0

（27）
其中，δ = α - β，δ ∈ [ 0，π ].从（27）式可以看出，

∂θ/∂τ1 = 0 ⇔ δ = 0或π，因 此 ，只 有 θ = π 2，δ =
0或π时才能实现能量完全传递 .下面研究 δ的
取值 .

初始时刻能量完全集中在主振子，这时必有

θ ( τ0 ) = 0，且 H=n2 2. 设 当 θ → π 2 时 ，δ → δ0，

δ ∈ [ 0，π ]，对（21）式做极限可以表示能量由线性

主振子完全传递至NES振子的过程：

lim
θ → π

2

1 - ε
2ε0.5 -

3k21n2
16ε1.5 +

3k21n2
16ε1.5 sin2( )π

2 - θ
sin ( )π

2 - θ
= lim

δ → δ0
cosδ

（28）
其中 δ ∈ [ 0，π ].上式可以写成：

lim
θ → π

2

1 - ε
2ε0.5 -

3k21n2
16ε1.5

sin ( )π
2 - θ

+ lim
θ → π

2

3k21n2
16ε1.5 sin2( )π

2 - θ
sin ( )π

2 - θ
= lim

δ → δ0
cosδ

（29）
因为ε、n、k21均为常数，由（28）式、（29）式可得：

lim
θ → π

2

1 - ε
2ε0.5 -

3k21n2
16ε1.5

sin ( )π
2 - θ

= lim
δ → δ0

cosδ （30）

由于ε、n、k21均为常数，且-1≤ lim
δ → δ0

cosδ≤1，必有：

1 - ε
2ε0.5 -

3k21n2
16ε1.5 = 0 且 δ0 = π2 （31）

即：

n = n0 = 8ε (1 - ε )
3k21 ，δ0 = π2 （32）

由-1 ≤ cosδ ≤ 1及（21）式可得：

-1 ≤
H + 3k21n416ε2 sin4θ -

1
2 ( )n2cos2θ + 1ε n2sin2θ

1
ε
n2sinθcosθ

≤

1 （33）
当能量完全传递至非线性振子 NES时，n =

8ε (1 - ε )
3k21 ，δ0 = π2，当 θ ( τ0 ) = 0时，H = n2 2，代

入（33）式可得：

-1 ≤ 1 - ε4 ε
≤ 1 （34）

经计算得：

0.0557 ≤ ε ≪ 1 （35）
上式说明当 NES振子与主振子的质量之比 ε ≥
ε21 = 0.0557时才能实现能量完全传递，ε21是NES
振子与主振子的临界质量比 .
2.3 推导能量完全传递时的初始能量条件

前面推导出了在保守系统中 1∶1内共振条件

下，两振子间能量完全传递的必要条件，下面研究

实现完全能量传递的初始条件 .由（6）式、（7）式和

（16）式可得线性主振子位移：

x1 = ε [ Im (φ10eiτ) ] = ε ncosθsin (α + τ) （36）
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主振子和非线性振子之间的相对位移：

x2 - x1 = ε [ Im (φ20eiτ) ] = nsinθsin ( β + τ) （37）
考虑初始能量全部集中在主振子的情况：

（a） ẋ10 = ẋ20 = 0，x10 = x20 ≠ 0
（b） ẋ10 ≠ 0，ẋ20 = 0，x10 = x20 = 0
当 ẋ10 = ẋ20 = 0，x10 = x20 ≠ 0时，线性主振子的

初始位移为：

x10 = ε n （38）
当 ẋ10 ≠ 0，ẋ20 = 0，x10 = x20 = 0时，线性主振子

的初始速度为：

ẋ10 = - ε nθ̇sinθsin (α + τ) +
ε n ( )α̇ + 1 cosθcos ( )α + τ （39）

在初始时刻 θ = 0，α = 0，α̇ = -0.5ε，所以：

ẋ10 = (1 - 0.5ε) ε n，ε ≪ 1 （40）
从（32）式、（38）式、（40）式可以得出保守系统中靶

能量完全传递的初始条件：

（a） x10 = x20 = ε 8 ( )1 - ε
3k21 ，ẋ10 = ẋ20 = 0（41）

（b） x10 = x20 = 0，ẋ20 = 0，
ẋ10 = (1 - 0.5ε) ε 8 ( )1 - ε

3k21 （42）
当线性主振子初始时刻既有位移又有速度时：

E10 = ( ε2 - 4ε + 8) ε
2( )1 - ε
3k21 （43）

其中E10是线性主振子的初始能量，如果初始时刻

线性主振子的能量满足（43）式，那么系统就能实现

能量完全传递 .
3 数值验证和分析讨论

3.1 慢变系统能量完全传递条件的验证和分析

由于在推导能量完全传递条件的过程中进行

了多次变量替换，导致参数的量纲失去了明确的物

理意义，所以数值仿真的参数没有标明单位 .选取

参数分析哈密顿系统（21）的 θ - δ相轨迹 .对NES
和主振子的质量比选取 ε > ε21、ε = ε21、ε < ε21三
种情况（其中两振子的临界质量比 ε21 =0.0557）来

验证前面推导的临界质量比是否正确 .每种情况中

不同的刚度比值 k21分别对应弱非线性和强非线性

系统 .图 2-图 3和图 4中每条相轨迹表示不同的 n
值，黑色虚线代表n = n0的相轨迹 .

在图 2中非线性振子NES与线性主振子的质

量比 ε >0.0557.从图 2可以看出，尽管 k21 取值不

同，但只要 n = n0，θ的值都可以从 0连续变化到

π/2.由（17）式、（18）式和（19）式及前面的分析可

知，该过程就是线性主振子能量完全传递至NES的
过程 .当 n ≠ n0时，θ的最大值均没有达到 π/2，从
（17）式可以看出，此时线性主振子的振动能量最小

值E1min > 0.由式（18）可知，此时只有部分振动能量

从线性主振子传递到了非线性振子NES，传递率没

有达到 100%，且 n值偏离 n0越大，传递到NES的能

量就越少，能量传递效率也越低 .图 2的仿真结果

验证了前面的分析结论：要使哈密顿系统（21）中 θ

能够由 0连续变化到 π/2，必须满足 n = n0这个条

件，且当 θ = π/2时，δ = π/2，这也正和前面的研究

结果（32）式相吻合 .

在图 3中，NES与主振子的质量比ε=0.0557.从
图 3可以看出，系统刚度不论强弱，只要 n = n0，θ都
可以从 0连续变化到π/2.和图 2不同的是，变化过

程中 δ恰好达到了边界值π.当 n取其它值时，θ的

最大值均小于π/2，能量都没有完全传递至NES.
从图 4可以看出，如果继续减小非线性振子

NES的质量，当 n = n0 时，θ的最大值只有 0.48左
右 . δ在能量传递过程中虽然可以达到最大值π，但

是 δ的变化已经超出了（0⩽δ⩽π）的范围，相轨迹在

δ = π处被切断，θ只能在 0和最大值之间循环，系

（a）参数：ε = 0.1，k21 = 0.1
（a）Parameters：ε = 0.1，k21 = 0.1

（b）参数：ε = 0.1，k21 = 1.2
（b）Parameters：ε = 0.1，k21 = 1.2

图2 θ—δ相平面图，ε = 0.1
Fig.2 Phase-plane portrait，ε = 0.1

（a）参数：ε = 0.0557，k21 = 0.1
（a）Parameters：ε=0.0557，k21=0.1

（b）参数：ε = 0.0557，k21 = 1.2
（b）Parameters：ε=0.0557，k21=1.2

图3 θ—δ相平面图，ε = 0.0557
Fig.3 Phase-plane portrait，ε = 0.0557
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统无法实现完全能量传递 .图 5中每条曲线代表在

n = n0 下，在 NES质量不同时系统的能量传递过

程，其中黑色虚线表示 n = n0，ε = 0.0557时系统的

能量传递过程 .

图 2-图 4验证了只要 n ≠ n0，主振子能量就不

可能完全传递至NES.图 5中黑色虚线的左边区域

表示都能够实现能量完全传递，从图 5中可以看

出，系统要实现能量完全传递还须满足NES的质量

比大于某一值，而且证明了该值确实为 0.0557，从
而验证了临界质量比的正确性的 .综合图 2-图 5可
以得出如下结论：只有在 n = n0，ε ≥ 0.0557的情况

下，系统才能实现能量完全传递 .至此，完成了对慢

变系统中能量完全传递条件的验证 .
3.2 能量完全传递条件在原系统中的验证和分析

观察由（41）式、（42）式和（43）式计算得到的初

始条件能否使振动能量在保守系统（5）中的两振子

间完全传递 .两振子的能量分别按以下两式计算：

E1 = 0.5ẋ21 + 0.5x21 （44）
E2 = 0.5εẋ22 + 0.25k21( x2 - x1 ) 4 （45）

E1、E2分别为线性主振子和NES振子的能量 .初始

条件按（41）式选取：

从图 6和图 7可以看出，NES与主振子的质量

之比 ε⩾0.0557，此时无论系统的非线性刚度强弱，

主振子能量都降到了零，也就是说振动能量在两振

子之间都实现了完全传递，这与图 2-图 3以及前面

的结论正好吻合 .
从图 6-图 9可以看出NES的质量越大，系统能

量交换的周期越短，而刚度对能量交换的周期基本

（a）参数：ε = 0.05，k21 = 0.1
（a）Parameters：ε = 0.05，k21 = 0.1

（b）参数：ε=0.05，k21=1.2
（b）Parameters：ε=0.05，k21=1.2

图8 两振子间的能量传递

Fig.8 Energy transfer between two oscillators

（a）参数：ε = 0.04，k21 = 0.1
（a）Parameters：ε = 0.04，k21 = 0.1

（b）参数：ε = 0.04，k21 = 1.2
（b）Parameters：ε=0.04，k21=1.2

图9 两振子间的能量传递

Fig.9 Energy transfer between two oscillators

（a）参数：ε = 0.04，k21 = 0.1
（a）Parameters：ε=0.04，k21=0.1

（b）参数：ε = 0.04，k21 = 1.2
（b）Parameters：ε=0.04，k21=1.2

图4 θ—δ相平面图，ε = 0.04
Fig.4 Phase-plane portrait，ε = 0.04

图5 θ - δ相平面图，n = n0
Fig.5 Phase-plane portrait，n = n0

（a）参数：ε = 0.1，k21 = 0.1
（a）Parameters：ε = 0.1，k21 = 0.1

（b）参数：ε = 0.1，k21 = 1.2
（b）Parameters：ε = 0.1，k21 = 1.2

图6 两振子间的能量传递

Fig.6 Energy transfer between two oscillators

（a）参数：ε = 0.0557，k21 = 0.1
（a）Parameters：ε=0.0557，k21=0.1

（b）参数：ε=0.0557，k21=1.2
（b）Parameters：ε=0.0557，k21=1.2

图7 两振子间的能量传递

Fig.7 Energy transfer between two oscillators
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没有影响，但是对暂态和振子能量的变化率有影

响 .图 8是在 n = n0，ε <0.0557下系统的能量传递

过程，经过观察分析图 6-图 9，可以得出下面结论：

第一、系统两振子进入能量传递前的暂态时间与振

子的质量有关；第二、系统经过暂态后，两振子能量

交换的时间与振子的质量有关 .从图 6-图 7可以看

出系统实现了完全能量传递，这与图 2和图 3一致 .
图 9中系统在 n = n0，ε = 0.04情况下基本实现了

完全能量传递，然而在图 4中能量传递效率最高却

只有 0.48左右，说明由近似慢变系统推导出的临界

质量比确实有偏差 .
图 10的初始位移按图 9的 1.25倍选取，对比图

9和图 10可以看出：第一、图 9实现了完全能量传

递而图 10没有；第二、图 9引发能量传递的暂态时

间比图 10长得多，能量交换时间也比图10长，这验

证了系统要实现能量完全传递初始能量必须等于

某一定值，说明初始条件会影响能量传递 .从图 10
可以看出此时能量传递率比较高，事实上这和前面

得出的结论并不矛盾，从图 4可以看出，虽然在 n =
n0处 θ的最大值很小，能量的传递效率不高，但 n >
n0时，虚线左边的曲线仍然可以达到较大的 θ值，

即NES可以实现较高的能量传递效率，当 n=1.1245
时，系统的能量传递率高达 96%，按照前面对慢变

模型的分析，这时的能量传递效率确实没有达到百

分之百，图4和图10也互相印证了这一点 .
初始条件按（42）式选取：图 11按照（42）式选

取初始速度，图6和图7按照（41）式选取初始位移，

系统初始能量相同，其它参数一致，得到的结果却

不同；图 6和图 7系统实现了完全传递，图 11（a）系

统的振动能量虽然在两振子间高效传递，但没有达

到完全传递，另外它的能量交换持续时间比图 6更
长 .图 11（b）在质量比取 0.0557时，振动能量便无

法向NES传递了，这说明非线性能量阱的能量传递

与初始能量的形式有关，而且预测的临界质量比也

有偏差，这种偏差是由平均法、多尺度法以及龙格

库塔法造成的 .按照（42）式可以预测实现完全能量

传 递 时 所 需 的 初 始 速 度 ，如 图 12，在 质 量 比

ε <0.0557时，系统已无法实现靶能量的完全传递 .
在图 12中质量比 ε取 0.04，初始速度按式（42）

的 1.5倍选取，可见能量的传递效率较高 .这表明即

使NES的质量小于临界值，若提高线性振子的初始

能量，也可以取得较好的能量传递效果 .需要说明，

这种现象与前面的推导并不矛盾，从图 4可以看

出，虽然在 n = n0处能量的传递效率不高（θ的最大

值很小），但在 n > n0时，虚线左边的曲线仍然可以

达到较大的 θ值，即NES可以实现较高的能量传递

效率，按照前面对慢变模型的分析，这时的能量传

递效率无法达到百分之百 .另外从图 7和图 9、图11
和图 12可以看出在相同条件下，势能形式的能量

比动能更容易实现系统的能量传递 .
初始条件按（43）式选取：图 13的初始条件按

（43）式计算，虽然系统能量都实现了高效传递，但

都无法实现完全传递 .图 6和图 7实现了完全能量

传递，图 13（a）虽然质量比满足条件，但初始能量

并没有满足，说明系统的完全能量传递和系统的初

始条件有关，也验证了系统的初始条件必须为（41）
式或（42）式才能实现完全能量传递 .图 13（b）中

（a）参数：ε=0.04，k21=0.1
（a）Parameters：ε=0.04，k21=0.1

（b）参数：ε = 0.04，k21 = 1.2
（b）Parameters：ε=0.04，k21=1.2

图10 两振子间的能量传递，xten10 = 1.25xnine10
Fig.10 Energy transfer between two oscillators，xten10 = 1.25xnine10

（a）参数：ε=0.0557，k21=0.1
（a）Parameters：ε=0.0557，k21=0.1

（b）参数：ε=0.0557，k21=1.2
（b）Parameters：ε=0.0557，k21=1.2

图11 两振子间的能量传递

Fig.11 Energy transfer between two oscillators

（a）参数：ε=0.04，k21=0.1
（a）Parameters：ε=0.04，k21=0.1

（b）参数：ε = 0.04，k21 = 0.1
（b）Parameters：ε=0.04，k21=0.1

图12 两振子间的能量传递，ẋb10 = 1.5ẋa10
Fig.12 Energy transfer between two oscillators，ẋb10 = 1.5ẋa10
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NES与主振子的质量比 ε <0.0557，可以看出振动

能量在两振子之间实现了高效传递，但没有达到完

全传递，这是因为质量比和初始条件都没有满足完

全能量传递的条件，图 4和图 13（b）互相印证了这

一点 .
暂态 transient：系统开始振动至两振子开始发

生能量换的时间 .能量交换时间 exchange：主振子

能量传递给 NES达到最大，然后 NES又返还给主

振子的能量达到最大时的时间 .

能量传递率η：主振子传递给NES的最大能量

与系统初始能量的比例 .

4 结论

（1）两自由度非线性耦合振子的保守系统中，

实现主振子与非线性振子NES之间的能量完全传

递必须满足两个条件：第一、NES具有一定的质量，

且主振子和 NES振子的质量比必须大于等于

0.0557；第二，主振子的初始振动能量必须等于某

一定值，而且该值可按（41）式和（42）式给出 .
（2）系统两振子进入能量传递前的暂态时间与

振子的质量有关 .NES质量越小，两振子能量交换

的时间越长，当质量比大于等于 0.0557时，两振子

可不经过暂态而直接进行能量交换，当NES质量过

小时，适当提高非线性耦合振子的初始能量可实现

能量高效传递 .
（3）非线性耦合振子系统的刚度会影响能量传

递的暂态时间，但对能量交换的时间影响不大 .
（4）非线性耦合振子初始能量的形式会影响系

统的能量传递，在系统参数相同，初始能量一样多

的情况下，势能比动能更容易引发系统能量传递 .
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ENERGY TRANSFER BETWEEN NONLINEAR COUPLED
OSCILLATORS IN CONSERVATIVE SYSTEMS *

Wang Jintao Xie Yong†
（State Key Laboratory for Strength and Vibration of Mechanical Structure，Shaanxi Engineering Research Center of
Nondestructive Testing and Structural Integrity Evaluation，Xi'an Jiaotong University，Xi'an 710049，China）

Abstract In this study，the slowly varying dynamic equation of the conservative system of the nonlinear coupled oscil⁃
lator is established by using the complex variable-average method，and the expression of complete energy transfer be⁃
tween the two oscillators is deduced. Thus，the relationship between the critical mass of the nonlinear oscillator and the
initial energy of the system is obtained. Finally，the numerical simulation is carried out and an interesting conclusion is
obtained：the transient time of the two oscillators entering the energy transfer in the system is related to the mass of the
oscillator. When the mass ratio is greater than or equal to 0.0557，the energy exchange between the two oscillators can
occur directly without transient.The smaller the NES mass is，the longer the energy exchange time between the two oscil⁃
lators is.When the NES mass is too small，properly increasing the initial energy of the nonlinear coupled oscillator can re⁃
alize efficient energy transfer. The stiffness of nonlinear coupled vibration subsystem will affect the transient of energy
transfer but has little effect on the energy exchange time. The form of the initial energy of the nonlinear coupled oscillator
will affect the energy transfer of the system，and the potential energy is easier to cause the energy transfer of the system
than the kinetic energy.
Key words main oscillator， NES， conservative system， target energy transfer， slow-varying parameter
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