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萤火虫算法求解多体系统动力学微分-代数方程 *
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摘要 针对多体系统动力学微分-代数方程求解问题，研究基于萤火虫算法的求解方法 .首先将广义坐标和

广义速度进行 Lagrange插值，结合Gauss数值积分方法，将微分-代数方程求解问题转化成求解最优化问题 .
然后用萤火虫算法对问题进行优化求解 .最后，通过对平面双连杆机械臂的多体系统仿真实验，验证了萤火

虫算法在求解动力学方程中既保持了约束又较好地保证了能量精度 .结果表明智能优化算法在求解多体动

力学问题上具有较好的应用前景 .
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引言

微分-代数方程是描述多体系统动力学的数

学模型，它由微分方程和代数约束方程组成，其数

值求解方法的研究是多体系统动力学研究的重要

内容 .保持约束稳定从而保证微分-代数方程求解

的稳定是数值方法研究的重点［1］.近年来逐渐发展

起来的一些方法，如：坐标缩并方法［2］、广义-α方

法［3］、辛算法［4］、能量方法［5，6］、辛保持的变分数值积

分方法［7］、Lie 群方法［8］等，均取得了较好的求解

结果 .
萤火虫算法（firefly algorithm，FA）是 XS.Yang

在 2008年提出的一种新颖的智能优化算法［9］.该方

法的思想是模拟萤火虫闪烁行为，通过萤火虫间的

相互吸引来实现种群的迭代进化 .近年来，研究人

员对标准 FA算法进行诸多改进，较好地解决算法

收敛速度慢、求解精度低、易陷入局部最优等缺陷 .
例如：将变量从混沌空间变换到解空间然后再进行

搜索的混沌萤火虫算法［10，11］；通过将 FA与其他算

法结合提出混合萤火虫算法［12-14］；基于离散空间的

离散萤火虫算法［15］等 .目前该类算法已经在诸多优

化问题中得到了较好的效果，并且在机器学习、生

产调度、机器人智能控制和图像处理等领域得到了

广泛的应用 .
本文主要通过 Lagrange插值，结合Gauss数值

积分方法将微分-代数方程求解问题转换成优化

问题，然后对该优化问题进行萤火虫算法设计 .最
后对平面双连杆系统进行仿真实验 .
1 多体系统动力学微分-代数方程

多体系统动力学方程通常为指标 3的微分-代
数方程组（DAEs）：

{M (q，t ) q̈ + ΦT
q λ = F ( q̇，q，t )

Φ(q，t ) = 0 （1）
其中，qϵRn是广义坐标，q̇ϵRn 是广义速度，λϵRd是

Lagrange乘子，Φ为广义坐标 q的约束方程，Φq为

约束方程的 Jacobi矩阵 .
将约束方程Φ(q，t ) = 0求两阶导，方程（1）可

以由指标3降为指标1，方程形式如下：
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将 仿 真 时 间 [ 0，T ] 平 均 划 分 为 若 干 小 区 间

[ ti，ti + 1 ]，i = 0，1，…，N.在时间 [ ti，ti + 1 ]中对广义

坐标 q ( t )进行Lagrange插值：

q (t) =∑
j = 0

m

lj (t) qj （3）

lj (t) = ∏
k = 0，k ≠ j

m ( t - tk )
( tj - tk ) （4）

则
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q̇ (t) =∑
j = 0

m

lj
.
(t) qj （5）

q̈ (t) =∑
j = 0

m

lj
..
( )t qj （6）

为保证位移约束、速度约束和加速度约束，插值函

数 q (t)、q̇ (t)、q̈ (t)需要满足如下3d个约束方程：
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Φ(q，t ) = 0
Φ̇ (q，q̇，t ) = 0
Φ̈ (q，q̇，q̈，t ) = 0

（7）

通过方程组（7）将方程（2）中的变量进行缩并，

3d 个 变 量 (q1，... qd；q1. ，... qd. ；q1.. ，... qd.. ) 可 以 由

3(n - d )个变量 (qd + 1，... qn；q̇d + 1，... q̇n；q̈d + 1，... q̈n )
来表示 .然后将 q (t)、q̇ (t)、q̈ (t)代入微分-代数方程

（2）得到：
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（8）
∀t ∈ [ ti，ti + 1 ]

若对于∀t ∈ [ ti，ti + 1 ]都有 f (t) = 0，则插值函数 q (t)

为式（1）在 [ ti，ti + 1 ]上的精确解 .显然非线性函数

（8）一般不存在精确解，只能求解相对于插值函数

q (t)尽可能满足（8）式接近于 0的相对最优解 .则可

以转换成如下优化问题：

min
qi
∫
ti

ti + 1
f T fdx （9）

对上式进行Gauss数值积分，可以化成如下形式：

min
qi
∑
s = 1

S

As f T (ts) f (ts) dx （10）
其中，As为Gauss积分系数，ts为Gauss积分节点 .显
然，式（10）是一个非凸优化问题［16］，已有的研究表

明，传统的数学优化方法难以对此类问题进行有效

求解，智能优化算法是求解此类问题的有效算法 .
萤火虫算法是模仿种群运动的一种智能算法，提供

了求解DAE方程的新方法 .
2 萤火虫算法设计

萤火虫算法包含一个有M个个体的萤火虫种

群系统 X = {X1，X2，X3，…，XM}，Xi ∈ RD.第 i个个体

在时间 t处的位置：Xi (t) = ( xi1 (t)，xi2 (t)，…，xiD (t) ).
萤火虫对彼此吸引的原因取决于两个因素，即自身

亮度 Li和吸引度 β.其中，萤火虫的亮度取决于自身

所在位置的目标值 Li = φ(Xi ).吸引度与亮度相关，

愈亮的萤火虫吸引亮度比其弱的萤火虫往这个方

向移动 .吸引度与距离Ri，j成反比，距离越远的萤火

虫吸引度越低 .系统 X的整体最优位置为 Xg.迭代

过程中，萤火虫的位置更新公式如下［17］：

X t + 1
i = X t

i + β (Xg - X t
i ) + αηti （11）

β = β0e-γRυi，j
其中，γ是光吸引系数；β0是最大吸引度；α ∈ (0，1)
是步长因子；αηti为扰动项；υ为动态视觉权重，越

大寻优视野越大，越容易获得远距离信息；Ri，j为萤

火虫 i和 j之间的距离 .
迭代初期，希望对萤火虫种群个体进行较大扰

动，以增强全局探索能力有利于跳出局部极值点；

而在搜索后期，要求对个体减小扰动，以提高算法

的搜索精度 .因此，设计扰动项如下：

{ηt + 1i = αηti + β (Xg - X t
i )

η1i = 0 （12）
运用萤火虫算法求解区间 [ ti，ti + 1 ]的插值函数

q (t)，已知初始点 q0 = q ( ti ) ∈ Rn，插值节点 qj，j =
1，2…m是待优化的节点，并且 qj满足约束Φ(q，t ) =
0。.一般有 e个约束方程，则维度 d = (n - e)m.定
义目标函数如下：

φ(qj ) = As f T ( ts ) f ( ts ) （13）
如果 φ(qj ) = 0，则 qj，j = 1，2…m即为所求的最优

值 .由于目标函数φ为非线性函数，一般不存在解

析解，所以φ(qj )只能尽可能地接近精确解，设置收

敛精度 φmin和最大迭代步数 gmax，若达到收敛精度

或达到最大迭代步数，则输出寻优结果 .
萤火虫算法的求解步骤如下：

1）设置萤火虫算法的初始参数：种群规模M，

萤火虫位置维度 d，萤火虫位置的变化范围，最大

迭代次数 gmax，收敛精度φmin，光吸引系数 γ；最大吸

引度 β0；步长因子 α，初始扰动项 η1i = 0，并随机生

成初始种群，定义目标函数φ；
2）根据设定的目标函数，分别计算每个个体的

适应度值，比较种群的适应度，确定种群的亮度最

强个体Xg；

3）计算萤火虫 Xi 到亮度最强个体 Xg 的距离

Ri，g，确定Xg对所有个体的吸引度 β，根据公式（10）
对所有萤火虫进行移动操作，更新扰动项ηt + 1i ；

4）比较移动前后的萤火虫适应度值，若优于之

前位置则完成位置更新，否则保持原位置不移动；

5）如果φ(Xg ) < φmin或达到最大迭代步数 gmax，
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则输出最优解 gbest，否则重复步骤 2）-步骤 5），直

到满足预设的终止条件 .
3 数值算例

下面以平面双连杆机械臂系统为例，对上述方

法进行验证和分析 .如图 1所示，设杆 1质量m1 =
1kg，杆长 L1 = 1m，质心坐标为 ( x1，y1 ).杆 2的质量

m2 = 2kg，杆长 L2 = 3 m，质心坐标为 ( x2，y2 ).两
个刚性连杆可以绕端点自由转动，取X轴为零势能

面，假设系统只受重力作用，重力加速度 g = 9.81.
系统状态变量 q = ( x1，y1，θ1，x2，y2，θ2 )，则系统动力

学微分-代数方程为：
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其中，广义力矢量 F = (0，- m1g，0，0，- m2g，0)，
广义质量矩阵M = diag (m1，m1，J1，m2，m2，J2 )，连杆

转动惯量 J1 = 1
12 m1L21，J2 = 1

12 m2L22.采用三点

Lagrange 插 值 逼 近 q (t)， 由 初 值

q ( t0 ) = q0，q̇ ( t0 ) = q̇0得：

q1 = ( hq̇0 + 3q0 + q24 )，h = ti + 1 - ti （15）
为满足约束方程Φ = 0，Φ̇ = 0，Φ̈ = 0，插值函

数 q (t)中变量可以缩并表示为：
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（18）
两点Gauss数值积分方法求解目标函数 .
min
q2 (∑

s = 1

2
As f T ( ts ) f ( ts )dx) （19）
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t1 = - 3

3 ∙h2 +
ti + 1 + ti
2

t2 = 3
3 ∙

h
2 +

ti + 1 + ti
2

（20）

取时间步长 h = 0.002s，仿真时间 20s.连杆初

始状态：θ1 = π3，θ2 = -
π
6，广义速度 q̇ =0.萤火虫算

法参数设置：种群规模M = 60，光吸引系数 γ = 1，
最大吸引度 β0 = 0.7，步长因子 α = 0.7，收敛精度

φmin = 10-15，最大迭代步数 gmax =1000.仿真结果如

图所示：

图1 平面双连杆机械臂

Fig. 1 Two-link planar manipulator
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图 2-图 5为时间步长 0.005时系统仿真结果 .
从连杆末端运动轨迹和系统能量变化可以看出，连

杆运动过程稳定，没有出现明显偏移 .位移约束、速

度级约束和加速度级约束没有出现违约 .
采用不同时间步长对平面双连杆系统进行仿

真实验，结果比较见表 1.其中H = T + U为系统总

能量，ε (H) = max0 < i < n
||H ( ti ) - H ( t0 )

H ( t0 ) 为系统总能量的

最大相对误差，MRΕ(H) = 1
n∑i = 1

n ||H ( ti ) - H ( t0 )
H ( t0 ) 为

系统总能量的平均相对误差，ε(Φ)、ε(Φ̇)、ε(Φ̈)分
别为系统位移约束、速度约束和加速度约束的最大

误差，仿真时间为20s.
采用相同时间步长 h = 0.01对平面双连杆系

统进行仿真实验，结果比较见表 2，其中 FA-DAE
表示本文的求解算法，RK4表示四阶Runge-Kutta
方法，仿真时间为20s.

从表 1可以看出，系统运动过程中精确保持位

移约束、速度级约束和加速度级约束，系统总能量

最大相对误差较小 .随着时间步长减小，系统总能

量最大相对误差和平均相对误差在减小，仿真结果

图 2 连杆末端运动轨迹

Fig. 2 The trajectory of the end of rod

图 3 系统总能量

Fig. 3 Total System Energy

图 4 系统动能、势能

Fig. 4 System Kinetic Energy and Potential Energy

图 5 双连杆机械臂约束

Fig. 5 Constraints of the two-link manipulator

表1 不同时间步长的误差结果比较

Table 1 Comparison of errors for different time steps
Step

h = 0.002
h = 0.005
h = 0.01

ε(H)
2.8782 × 10-4
1.8150 × 10-3
7.4496 × 10-3

MRΕ(H)
3.2808 × 10-5
3.7283 × 10-4
1.3995 × 10-3

ε(Φ)
1.1102 × 10-16
1.1102 × 10-16
1.1102 × 10-16

ε(Φ̇)
8.8817 × 10-16
8.8817 × 10-16
8.8817 × 10-16

ε(Φ̈)
2.8421 × 10-14
2.8421 × 10-14
2.8421 × 10-14

Runtime T/s
2.9 × 104
1.2 × 104
8.8 × 103
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也更加的准确 .从表 2可以看出，本文算法运行时

间长，但在约束和能量方面保持较好 .
4 小结

本文运用萤火虫优化算法求解多体系统动力

学微分-代数方程，并对平面双连杆系统进行仿真

实验 .实验结果表明，在满足指标1、指标2和指标3
约束的情况下，系统总能量的误差较小 .萤火虫算

法的优化精度高、算法设计简单且不需要目标函数

的导数信息，对于求解多体系统微分-代数方程取

得了较好效果，说明智能优化算法应用到多体动力

学仿真中的可行性 .然而，该方法存在计算量大和

算法运行时间长的缺点 .今后在有效地降低运行时

间和提高算法精度方面是一个主要研究方向 .
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表2 相同时间步长时各方法结果比较(h=0.01，t=20s)
Table 2 Comparison of different methods with the same time step (h = 0.01，t=20s)

Step
FA-DAE
RK4

ε(H)
7.4496 × 10-3
9.0827 × 10-2

MRΕ(H)
1.3995 × 10-3
2.8464 × 10-2

ε(Φ)
1.1102 × 10-16
4.0164 × 10-2

ε(Φ̇)
8.8817 × 10-16
4.2045 × 10-3

ε(Φ̈)
2.8421 × 10-14
7.8160 × 10-14

Runtime T/s
8.8 × 103
0.5167
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FIREFLY ALGORITHM FOR MULTI-BODY SYSTEM DYNAMICS
DIFFERENTIAL-ALGEBRAIC EQUATIONS *

Zhang Xiaoxiao1 Ding Jieyu1，2†
（1. School of Mathematics and Statistics，Qingdao University，Qingdao 266071，China）

（2.Center for Computational Mechanics and Engineering Simulation，Qingdao University，Qingdao 266071，China）
Abstract To solve the differential algebraic equations of multibody system dynamics，a method based on firefly algo⁃
rithm is studied. Firstly，the generalized coordinates and generalized velocities are interpolated by Lagrange interpola⁃
tion algorithm，and the differential algebraic equations are then transformed into optimization problems by the Gauss nu⁃
merical integration method. Then the firefly algorithm is employed to solve the problem. Finally，through simulating the
plane double link manipulator，it is verified that the firefly algorithm not only keeps consistent with the constraints but
also ensures the energy accuracy in solving the dynamic equation. The results show that the intelligent optimization algo⁃
rithm has a good application prospect in solving multibody dynamics problems.
Key words multibody system dynamics， differential algebraic equations， firefly algorithm
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