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基于Lagrange插值多项式拟合的力学系统的
变分积分子 *
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摘要 变分积分子是通过直接离散变分原理得到的一类特殊的动力学系统的数值差分格式，较之传统差分

格式呈现出明显的计算优越性 .由离散Euler-Lagrange方程的形式可知，变分积分子的构造过程最终归结为

计算离散Lagrange函数的偏导数，其中离散Lagrange函数是Lagrange函数在单个时间步长的积分，通常由经

典求积公式近似得到 .根据离散Lagrange函数的积分表达式，解析计算其偏导数会随之衍生一个新的且与连

续Euler-Lagrange方程密切关联的积分，因此，构造变分积分子就可以不再以通过经典求积公式得到的具体

形式的离散 Lagrange函数为前提，而是可以直接基于一组离散结点近似新衍生的积分 .在这些离散结点处，

如果进一步让系统的拟合轨迹严格满足Euler-Lagrange方程，即运动方程，那么新的积分自动为零，相应地，

计算离散 Lagrange函数的偏导数就简化为计算连续 Lagrange函数关于速度变量的偏导数 .这种新的构造方

式同时结合了连续和离散的Euler-Lagrange方程，不仅让最终得到的差分格式仍然继承了变分积分子特有的

优越计算性能，而且在同阶精度的情况下具有更小的局部误差 .
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引言

Lagrange系统是由Euler-Lagrange方程

∂L
∂xi -

d
dt
∂L
∂ẋ i = 0，i = 1，2，…，n （1）

所描述的一类力学系统，其中 x = ( x1，x1，…，xn )代
表位形流形 M 的局部坐标，L (x，ẋ ) 是系统的

Lagrange函数，一般为系统的动能和势能之差 .如
果进一步考虑非保守力，那么Euler-Lagrange方程

的形式会发生些许变化［1］，但这种情况在本文中暂

不研究 .当系统（1）是一组非线性微分方程时，对其

解析求解是非常困难甚至是不可能的，因此需要借

助于数值手段，通常是采用经典差分格式，用差分

方程代替微分方程实现数值求解 .
然而，人为地采用经典差分格式离散系统的运

动方程，不可避免地会破坏连续系统具有的几何结

构，引入不必要的数值耗散 .因此，在“数值算法应

尽可能地保持原问题的本质特征”［2］的指导原则

下，针对系统（1），人们提出并设计了保结构算

法［2，3］.较早的保结构算法主要是保辛差分格式 .借
助于 Legendre变换，Euler-Lagrange方程可以转化

为Hamilton正则方程，而基于Hamilton系统的辛结

构，利用生成函数法可以构造系统的保辛差分格

式［2］.变分积分子是另外一种构造思路的保结构算

法 .考虑到 Euler-Lagrange方程可以由Hamilton原
理诱导，仿照这一连续情形，在对系统（1）构造数值

算法时可以先离散 Hamilton原理，由离散后的

Hamilton原理可以导出离散 Euler-Lagrange方程 .
作为离散变分原理的产物，离散Euler-Lagrange方
程在作为数值差分格式时，真实地继承了连续系统

具有的几何特性，不仅是自然保辛的，而且满足

Noether定理进而保持系统的动量［4，5］.自然简便的

构造方式和优越显著的计算性能，使得变分积分子

迅速发展，不仅局限于系统（1），对于非保守系

统［5，6］、非光滑系统［7］、完整和非完整约束系统［8-10］、

Birkhoff 系 统［11-13］、连 续 介 质 力 学［14，15］、随 机 系
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统［16，17］等都可以构造系统的变分积分子，进行高效

的数值模拟仿真 .
本文结合局部路径拟合［18，19］方法提出一种新

的变分积分子的设计构造方式 .考虑到变分积分子

的经典构造过程最终归结为计算离散 Lagrange函
数的偏导数，本文先对相关涉及到的偏导数进行解

析计算，发现一个新的依赖于Euler-Lagrange方程

的积分随之产生 .在对该积分实现科学有效的近似

之后，离散 Lagrange函数的偏导数就转化为连续

Lagrange函数关于速度变量的偏导数，这样就省略

了利用经典求积公式计算离散 Lagrange函数的过

程 .因此，这种新的构造方式不仅让最终得到的差

分格式仍然继承了变分积分子特有的优越计算性

能，而且显著地简化了其构造过程，特别是对于高

阶精度的变分积分子 .
1 变分积分子

如引言中所述，Lagrange力学系统是由Euler-
Lagrange方程

∂L
∂xi -

d
dt
∂L
∂ẋ i = 0，i = 1，2，…，n

所描述的一类力学系统 . 根据 Hamilton 原理，

Euler-Lagrange方程的解 x = x (t)恰好对应作用泛

函 ∫0T L (x，ẋ)dt的驻点，即对于任意满足 δx (0) =
δx (T) = 0 的 变 分 δx (t)，δ ∫0T L (x，ẋ)dt = 0 等 价 于

∂L
∂x -

d
dt
∂L
∂ẋ = 0.这一事实是构造 Lagrange系统变

分积分子的主要依据 .
变分积分子是一类特殊的数值差分格式 .与经

典差分格式不同，构造力学系统的变分积分子，出

发点不是直接离散运动方程，而是离散能够诱导运

动方程的变分原理 .
具体到 Lagrange 力学系统，首先考虑离散

Lagrange函数

Ld (xk，xk + 1) = ∫
tk

tk + 1

L (x，ẋ )dt （2）
其中，xk是 x (tk)的近似，τ = tk + 1 - tk是选定的时间

步长 .这样

∫0T L (x，ẋ )dt = Ld (xk，xk + 1 )
其中N = T/τ反映了离散划分结点的疏密程度 .仿
照连续情形的 Hamilton原理，对离散作用泛函

∑
k = 0

N - 1
Ld (xk，xk + 1 )做变分并令其等于零，即

δ∑
k = 0

N - 1
Ld (xk，xk + 1 ) = 0

进 一 步 注 意 到 δx0 = δx (0) = 0 以 及

δxN = δx (T) = 0，可得离散Euler-Lagrange方程

∂1Ld (xk，xk + 1 ) + ∂2Ld (xk - 1，xk ) = 0 （3）
写成分量形式为

∂Ld (xk，xk + 1 )
∂xki + ∂Ld (xk - 1，xk )∂xki = 0，i = 1，2，…，n.

当 ∂2Ld 满 足 非 退 化 条 件 时 ，离 散 Euler-
Lagrange方程（3）就确定了差分格式

Φ：(xk - 1，xk ) → (xk，xk + 1 )
这种由离散变分原理所得到的数值算法Φ就被称

作变分积分子 .独特的构造方式避免了人为的离散

运动方程所带来的数值耗散，使得变分积分子能够

真实地继承连续系统的解所具有的几何性质，例如

保辛性，即算法Φ满足Φ∗Ω = Ω，其中微分形式

Ω = ∑
i，j = 1

N - 1 ∂2Ld (xk，xk + 1 )
∂xki∂xk + 1j

dxki ∧ dxk + 1j .
另外，与连续情形类似，当离散 Lagrange函数

Ld进一步满足李群作用不变性时，算法Φ还保持动

量（映射）不变 .根据后误差分析理论，变分积分子

所表现出的优越计算性能，如高精度、长时间稳定、

保持系统守恒量等，都与其保结构特性有着直接关

系 .当力学系统受到若干完整约束，即位形坐标 x =
(x1，x1，…，xn)满足代数方程组

f (x) = (f1 (x)，f2 (x)，…，fp (x))
T = 0

时 ，借 鉴 上 述 先 离 散 后 变 分 的 思 想 ，并 结 合

Lagrange乘子法，同样可以构造完整约束系统

∂L
∂x -

d
dt
∂L
∂ẋ =∑j = 1

p

λj
∂fj
∂x，

f (x) = 0
（4）

的变分积分子

∂1Ld (xk，xk + 1) + ∂2Ld (xk - 1，xk) = λk，∇f ( )xk ，

f (xk) = 0，
（5）

其中，

λk，∇f ( )xk =∑
i = 1

p

λkj
∂fj ( )xk
∂xk τ.

值得注意的是，如果引入扩展的离散 Lagrange
函数

L̄d (x̄k，x̄k + 1) = L̄d (xk，λk，xk + 1，λk + 1)
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= Ld (xk，xk + 1) - λk，f ( )xk

或

L̄d (x̄k，x̄k + 1) = L̄d (xk，λk，xk + 1，λk + 1)
= Ld (xk，xk + 1) - λk + 1，f ( )xk + 1

那么，方程组（5）与以 L̄d (x̄k，x̄k + 1)为离散 Lagrange
函数的离散Euler-Lagrange方程

∂1 L̄d (x̄k，x̄k + 1) + ∂2 L̄d (x̄k - 1，x̄k) = 0
等价［5］.
2 基于 Lagrange插值多项式拟合的力学

系统的变分积分子

根据离散 Euler-Lagrange方程（3）的形式可

知，构造力学系统的变分积分子最后归结为计算离

散 Lagrange函数的偏导数——∂1Ld和 ∂2Ld.为了计

算这些偏导数，首先引入自由变量 μ，在实际计算

偏导数时 μ可以代表 xki 或 xk + 1i .由于离散 Lagrange
函数

Ld (xk，xk + 1) = ∫
tk

tk + 1

L (x，ẋ)dt
那么，

∂Ld ( )xk，xk + 1

∂μ =

∫
tk

tk + 1∑
i = 1

n é

ë
êê

ù

û
úú

∂L ( )x，ẋ
∂xi

∂xi
∂μ +

∂L ( )x，ẋ
∂ẋ i

∂ẋ i
∂μ dt.

又因为
∂ẋ i
∂μ =

d
dt
∂xi
∂μ，所以

∂Ld ( )xk，xk + 1

∂μ =

∫
tk

tk + 1∑
i = 1

n é

ë
êê

ù

û
úú

∂L ( )x，ẋ
∂xi

∂xi
∂μ +

∂L ( )x，ẋ
∂ẋ i

d
dt
∂xi
∂μ dt

进一步地，利用分部积分公式可得

∂Ld ( )xk，xk + 1

∂μ = ∫
tk

tk + 1∑
i = 1

n ( ∂L ( )x，ẋ
∂xi -

d
dt
∂L ( )x，ẋ
∂ẋ i ) ∂xi∂μ dt +∑i = 1n ∂L ( )x，ẋ

∂ẋ i
|

|
||

∂xi
∂μ

tk + 1

tk

.
在上式中，记

S = ∫
tk

tk + 1∑
i = 1

n ( ∂L ( )x，ẋ
∂xi - ddt

∂L ( )x，ẋ
∂ẋ i ) ∂xi∂μ dt （6）

则显然变分积分子构造过程中利用经典求积公式

近似积分（2）的工作就转化为近似计算积分（6）.而
如果进一步要求在离散时间结点 { |tk + cατ cα =

α/m，α = 1，…，m - 1}处 Euler-Lagrange方程（1）成

立，那么近似计算积分（6）可得S = 0，相应地

∂Ld ( )xk，xk + 1

∂μ =∑
i = 1

n ∂L ( )x，ẋ
∂ẋ i

|

|
||

∂xi
∂μ

tk + 1

tk

. （7）
同理，当考虑时间区间 [ tk - 1，tk ]时，

∂Ld (xk - 1，xk )
∂μ =∑

i = 1

n ∂L (x，ẋ )
∂ẋ i

|

|
||

∂xi
∂μ

tk

tk - 1
.

假设在时间区间 [ tk，tk + 1 ]内，

x (t) = l0 (t) xk +∑
α = 1

m - 1
lα (t)ηα + lm (t) xk + 1 （8）

其中，

lα (t) =∏
β = 0
β ≠ α

m t - ( tk + cβτ )
( tk + cατ ) - ( tk + cβτ )

α = 0，1，⋯，m

而ηα = (ηα1，ηα2，…ηαn) T是拟合轨迹 x (t)在离散时间

结点 { |tk + cατ cα = α/m，α = 1，…，m - 1}处的值，

并且满足 Euler-Lagrange方程，那么根据 x (t)的表

达式可以计算 ẋ (t)、ẍ (t)以及

|

|
||

∂xi ( )t
∂xki t = tk + 1

= l0 (tk + 1) = 0，
|

|
||

∂xi ( )t
∂xki t = tk

= l0 (tk) = 1.
这样，由（7）式可得

∂Ld ( )xk，xk + 1

∂xki = |

|
||

∂L ( )x，ẋ
∂ẋ i

∂xi
∂xki

tk + 1

tk

= - ∂L (x ( tk )，ẋ ( tk ))∂ẋ i . （9）
同理，当考虑时间区间[ tk - 1，tk ]时，

∂Ld ( )xk - 1，xk

∂xki = |

|
||

∂L ( )x，ẋ
∂ẋ i

∂xi
∂xki

tk

tk - 1

= ∂L ( )x ( )tk ，ẋ ( )tk
∂ẋ i . （10）

利用（9）式和（10）式，联立方程组

∂Ld (xk，xk + 1 )
∂xki + ∂Ld (xk - 1，xk )∂xki =

- ∂L (x ( tk )，ẋ ( tk ))∂ẋ i + ∂L (x ( tk )，ẋ ( tk ))∂ẋ i = 0
（11）
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|

|

|
|
||

|

|
||

∂L ( )x，ẋ
∂xi

t = tk + cατ
- ddt

∂L ( )x，ẋ
∂ẋ i

t = tk + cατ

= 0（12）

其中，i = 1，2，…，n，α = 1，2，…，m - 1，则首先由

方程（12）可求得 ηα = ηα (xk，xk + 1)，平行地，当时间

区间为 [ tk - 1，tk ]时，ηα = ηα (xk - 1，xk)；然后将求得的

ηα 代入 x (tk)和 ẋ (tk)，并进一步带入（9）式和（10）
式，那么方程（11）就转化关于 xk - 1、xk和 xk + 1的代数

方程，即变分积分子Φ：(xk - 1，xk) → (xk，xk + 1).
注 1：单个步长区间[ tk，tk + 1 ]内，在对局部轨迹

x (t)进行插值拟合时，除了 Lagrange插值多项式

（8）之外，还可以采用其他的插值方式，例如二项

插值

x (t) = b0，m (ε) xk +∑
α = 1

m - 1
bα，m ( )ε ηα + bm，m (ε) xk + 1

（13）
其中，bα，m (ε) = Cαmεα (1 - ε)m - α，ε = t - t

k

τ
.由（13）

式可得

|

|
||

∂xi ( )t
∂xki t = tk + 1

= |b0，m ( )ε
ε = 1 = 0，

|

|
||

∂xi ( )t
∂xki t = tk

= |b0，m ( )ε
ε = 0 = 1

代入偏导数∂1Ld和∂2Ld，同样可以得到

∂Ld ( )xk，xk + 1

∂xki = - ∂L ( )x ( )tk ，ẋ ( )tk
∂ẋ i ，

∂Ld ( )xk - 1，xk

∂xki = ∂L ( )x ( )tk ，ẋ ( )tk
∂ẋ i

进一步联立连续和离散的 Euler-Lagrange方
程（11-12）也可得到变分积分子 .前文曾提及，对

于完整约束系统（4），其变分积分子（5）等价于以

L̄d (x̄k，x̄k + 1) 为 离 散 Lagrange 函 数 的 离 散 Euler-
Lagrange方程

∂1 L̄d (x̄k，x̄k + 1) + ∂2 L̄d (x̄k - 1，x̄k) = 0 （14）
而（14）式同样只包含了偏导数 ∂1 L̄d和 ∂2 L̄d，因此可

以仿照自由系统利用局部路径拟合方法构造完整

约束系统的变分积分子 .此时，

L̄d (x̄k，x̄k + 1) = ∫
tk

tk + 1

L (x，ẋ)dt - ∫
tk

tk + 1∑
j = 1

p

λj (t) fj ( )x dt
对应地

∂L̄d ( )x̄k，x̄k + 1

∂μ =

∫
tk

tk + 1∑
i = 1

n ( )∂L
∂xi -

d
dt
∂L
∂ẋ i -∑j = 1

p

λj
∂fj
∂xi

∂xi
∂μ dt

-∫
tk

tk + 1∑
j = 1

p ∂λj
∂μ fj dt +∑

i = 1

n ∂L
∂xi

|

|
||

∂xi
∂μ

tk + 1

tk .
记

S1 = ∫
tk

tk + 1∑
i = 1

n ( )∂L
∂xi -

d
dt
∂L
∂ẋ i -∑j = 1

p

λj
∂fj
∂xi

∂xi
∂μ dt，

S2 = ∫
tk

tk + 1∑
j = 1

p ∂λj
∂μ fj dt

如果假设在离散结点 { |tk + cατ cα = α/m，α =
1，…，m - 1}处，约束系统的运动方程（4）成立，那

么基于这一组离散结点数值计算积分 S1和 S2则有

S1 = S2 = 0，于是

∂L̄d ( )x̄k，x̄k + 1

∂μ =∑
i = 1

n ∂L
∂xi

|

|
||

∂xi
∂μ

tk + 1

tk

平行地

∂L̄d ( )x̄k - 1，x̄k

∂μ =∑
i = 1

n ∂L
∂xi

|

|
||

∂xi
∂μ

tk

tk - 1
.

在时间区间 [ tk，tk + 1 ]内，如果局部轨迹 x (t)和
λ(t)都按照 Lagrange插值多项式进行拟合，则最终

可得

∂L̄d ( )x̄k，x̄k + 1

∂xki = - ∂L ( )x ( )tk ，ẋ ( )tk
∂ẋ i ，

∂L̄d ( )x̄k - 1，x̄k

∂xki = ∂L ( )x ( )tk ，ẋ ( )tk
∂ẋ i ，

∂L̄d ( )x̄k，x̄k + 1

∂λki = 0，
∂L̄d ( )x̄k - 1，x̄k

∂λki = 0，
而方程（14）则随之变为

∂L̄d ( )x̄k，x̄k + 1

∂xki + ∂L̄d ( )x̄k - 1，x̄k

∂xki =

- ∂L ( )x ( )tk ，ẋ ( )tk
∂ẋ i + ∂L ( )x ( )tk ，ẋ ( )tk

∂ẋ i = 0
再考虑到所作假设—方程（4）在离散结点

{ |tk + cατ cα = α/m，α = 1，…，m - 1}处成立，结合

在一起就得到了完整约束系统的变分积分子 .
3 数值算例

3.1 算例1—简谐振子

考虑简谐振子方程
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ẍ (t) + x (t) = 0 （15）
取 Lagrange函数 L = 12 ẋ2 -

1
2 x2，则微分方程等价

于Euler-Lagrange方程
∂L
∂x -

d
dt
∂L
∂ẋ = 0.

在时间区间 [ tk，tk + 1 ]内，令

x (t) = t - tk + 12
tk - tk + 12

⋅ t - tk + 1
tk - tk + 1 x

k + t - tk
t
k + 12 - tk

⋅

t - tk + 1
t
k + 12 - tk + 1

η1 + t - tk
tk + 1 - tk ⋅

t - tk + 12
tk + 1 - tk + 12

xk + 1

则求导可得

ẋ (t) =
4t - 2 ( )t

k + 12 + tk + 1
τ2

xk -

8t - 4 ( )tk + tk + 1
τ2

η1 +
4t - 2 ( )tk + tk + 12

τ2
xk + 1

ẍ (t) = 4
τ2
xk - 8

τ2
η1 + 4

τ2
xk + 1.

在 t = tk + τ/2处，由Euler-Lagrange方程，即系

统运动方程（15）成立可得

η1 = 4
8 - τ2 (x

k + xk + 1)
将η1带入 ẋ (t)相应可得

∂1Ld (xk，xk + 1) = - |
|
||

∂L
∂ẋ

t = tk
= - ẋ (tk) =

- 3τ2 - 8
τ ( )8 - τ2 x

k - τ2 + 8
τ ( )8 - τ2 x

k + 1

∂2Ld (xk - 1，xk) = |
|
||

∂L
∂ẋ

t = tk
= ẋ (tk) =

- τ2 + 8
τ ( )8 - τ2 x

k - 1 - 3τ2 - 8
τ ( )8 - τ2 x

k

那么，由离散Euler-Lagrange方程（11）可得

xk + 1 = 16 - 6τ28 + τ2 xk - xk - 1. （16）
迭代算法（16）就是利用新的构造方法针对简

谐振子方程（15）设计的变分积分子 .假定系统（15）
的初值为 x (0) = ẋ (0) = 1，以τ = 0.1为时间步长，利

用差分格式（16）对系统进行数值求解，则对应的数

值解如图1所示 .显然，该差分格式非常精确地数值

模拟了简谐振动，在图示的尺度下，方程的数值解

和精确解所对应的曲线完全重合，无任何差别 .
除了有效性得以验证之外，由图 2可以非常直

观地看到，差分格式（16）也非常真实地模拟了系统

的能量，所计算出的数值能量曲线呈现出长时间的

守恒行为，且能量误差始终保持在有界的范围内 .
保持保守系统的守恒量，这是变分积分子特有的计

算优越性，因此，图 2中的数值结果也验证了通过

局部路径拟合方法构造的变分积分子继承了经典

变分积分子优越的计算性能 .实际上不仅如此，在

同阶精度的情况下，借助新方法得到的变分积分子

具有更小的误差 .

为了验证这一事实，采用经典求积公式—中点

格式—逼近（2）式中的积分可得与系统（15）对应的

离散Lagrange函数

Ld (xk，xk + 1) = τ2 ( x
k + 1 - xk
τ )

2
- τ2 ( x

k + 1 + xk
2 )

2

根据离散Euler-Lagrange方程（3）可得经典变分积

分子

xk + 1 = 8 - 2τ24 + τ2 x
k - xk - 1 （17）

差分格式（16）和差分格式（17）尽管都是具有

二阶精度的数值算法，然而由表 1中数据可以直观

地对比出差分格式（16）具有更小的局部误差和整

体误差 .
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图1 方程（15）的精确解与通过差分格式（16）算得的数值解对照

Fig.1 Comparison between the exact solution and the numerical
solution computed by algorithm（16）for equation（15）
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Numerical energy curve

图2 由差分格式（16）算得的系统（15）的数值能量曲线

Fig.2 The numerical energy curve of system（15）computed
by algorithm（16）
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当然，如果单个步长区间 [ tk，tk + 1 ]内的离散结

点取得更加密集，那么可以得到更加精确的差分格

式 .例如，在时间区间 [ tk，tk + 1 ]内，如果设

x (t) = t - tk + 13
tk - tk + 13

⋅ t - t
k + 23

tk - tk + 23
⋅ t - tk + 1
tk - tk + 1 x

k

+ t - tk
t
k + 13 - tk

⋅ t - tk + 23
t
k + 13 - tk + 23

⋅ t - tk + 1
t
k + 13 - tk + 1

η1

+ t - tk
t
k + 23 - tk

⋅ t - tk + 13
t
k + 23 - tk + 13

⋅ t - tk + 1
t
k + 23 - tk + 1

η2

+ t - tk
tk + 1 - tk ⋅

t - tk + 13
tk + 1 - tk + 13

⋅ t - tk + 23
tk + 1 - tk + 23

xk + 1

并让系统运动方程在 t = tk + 13 τ和 t = tk + 23 τ处
成立，则可解得

η1 = 81
( )τ2 - 9 ( )τ2 - 27 xk + 1 - 9(τ2 - 18)

( )τ2 - 9 ( )τ2 - 27 xk

η2 = 81
( )τ2 - 9 ( )τ2 - 27 xk -
9(τ2 - 18)

( )τ2 - 9 ( )τ2 - 27 xk + 1.
对应地

∂1Ld (xk，xk + 1) = 11τ
4 - 234τ2 + 486

2τ ( )τ2 - 9 ( )τ2 - 27 xk -
2τ4 + 9τ2 + 486

2τ ( )τ2 - 9 ( )τ2 - 27 xk + 1

∂2Ld (xk - 1，xk) = - 2τ4 + 9τ2 + 486
2τ ( )τ2 - 9 ( )τ2 - 27 xk - 1 +

11τ4 - 234τ2 + 486
2τ ( )τ2 - 9 ( )τ2 - 27 xk

代入离散Euler-Lagrange方程（11）可得差分格式

xk + 1 = 22τ4 - 468τ2 + 9722τ4 + 9τ2 + 486 xk - xk - 1. （18）
又例如，如果在 [ tk，tk + 1 ]内再多取一个结点，即令

x (t) = l0 (t) xk + l1 (t)η1 + l2 (t)η2 + l3 (t)η3 +
l4 (t) xk + 1

则最终可得变分积分子

xk+1=-150τ6+9616τ4-142848τ2+2949129τ6-184τ4+2304τ2+147456 xk-xk-1.
（19）

如表 2中数据所示，差分格式（18）和差分格式

（19）较之差分格式（16）具有更小的误差 .内部结点

选取得越密集，得到的数值算法越精确，这一规律

与经典构造过程中愈加复杂的积分逼近格式诱导

愈加精确的变分积分子相一致 .

3.2 算例2—单摆

单摆运动方程

θ̈ + sinθ = 0 （20）
也可以等价地表述为Euler-Lagrange方程，对应的

Lagrange函数为

L (θ，θ̇ ) = 12 ( θ̇ )2 - (1 - cosθ).
在单个步长区间内如果只选取一个结点，那么

对于系统（20）可得如下方程组

表1 不同时刻差分格式(16)和差分格式(17)的误差对比

Table 1 Local errors of numerical solutions and energies at different times computed with algorithms (16) and (17) respectively
Time
10s
20s
30s
40s
50s

Algorithm (16)
Error of solution/m

0.0007
0.0019
0.0069
0.0116
0.0128

Algorithm (16)
Error of energy/J

0.0001
0.0000
0.0006
0.0011
0.0008

Algorithm (17)
Error of solution/m

0.0023
0.0086
0.0286
0.0472
0.0518

Algorithm (17)
Error of energy/J

0.0186
0.0339
0.0463
0.0116
0.0128

表2 不同时刻差分格式(16-19)的数值解误差对比

Table 2 Local errors of numerical solutions at different times
computed with algorithms (16-19) respectively

Time
10s
20s
30s
40s
50s

Algorithm
(16)

7.1987/104
1.9163/103
6.9258/103
1.1606/102
1.2754/102

Algorithm
(17)

2.3042/103
8.5537/103
2.8618/102
4.7230/102
5.1768/102

Algorithm
(18)

1.3519/104
1.8646/103
5.2588/103
8.2132/103
8.6299/103

Algorithm
(19)

2.0468/104
3.4417/104
3.7354/104
2.8310/104
1.0158/104

注：对于简谐振子方程（15），如果基于二项插值（13）对局部轨迹

x (t)进行插值拟合，那么最终所得到的差分格式与基于Lagrange插
值得到的差分格式完全一致，即同样可以对应得到差分格式（16）、

（18）和（19），只不过诱导过程中涉及到的中间变量，例如 ẋ (t)、

ẍ (t)、η1等的表达式并不一致 .
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4
τ2
θk - 8

τ2
η1 + 4

τ2
θk + 1 + sinη1 = 0

θk - 1 + 6θk + θk + 1 - 4 (η1 + η̄1) = 0
4
τ2
θk - 1 - 8

τ2
η̄1 + 4

τ2
θk + sin η̄1 = 0

（21）

或

2
τ2
θk - 4

τ2
η1 + 2

τ2
θk + 1 = -sin ( 14 θk + 12 η1 + 14 θk + 1)

η1 = 2θk - η̄1
2
τ2
θk - 1 - 4

τ2
η̄1 + 2

τ2
θk = -sin ( 14 θk - 1 + 12 η̄1 + 14 θk)

（22）
其中方程组（21）是基于 Lagrange插值（8）诱导得

来，而方程组（22）是基于二项插值（13）得来 .隐式

地求解方程组（21）或（22）均可得变分积分子

(θk，θk + 1 ) = Φ(θk - 1，θk ).利用两种差分格式算得系

统（20）在相空间中的数值轨迹和数值能量如图 3
所示 .显然，两种差分格式不仅有效地模拟了系统

的运动，而且非常真实地反映了系统能量守恒 .

3.3 算例3—匀速圆周运动

单位质量的质点在二维平面内做匀速圆周运

动，其运动方程可以表述为

{ẍ1 = -2λx1，ẍ2 = -2λx2，
其中位形坐标 ( x1，x2 )满足约束条件 x21 + x22 = 1.基
于 Lagrange插值多项式（8），可得该完整约束系统

的变分积分子

xk - 11 + 6xk1 + xk + 11 - 4 ( )xk1 + xk + 11

( )xk1 + xk + 11
2 + ( )xk2 + xk + 12

2 -

4 ( )xk - 11 + xk1
( )xk - 11 + xk1 2 + ( )xk - 12 + xk2 2 = 0，

xk - 12 + 6xk2 + xk + 12 - 4 ( )xk2 + xk + 12

( )xk1 + xk + 11
2 + ( )xk2 + xk + 12

2 -

4 ( )xk - 12 + xk2
( )xk - 11 + xk1 2 + ( )xk - 12 + xk2 2 = 0，

（23）
式（23）构成了一个具有二阶精度的隐式差分格式 .

4 结论

本文结合局部路径拟合方法提出了一种新的

力学系统变分积分子的设计方式 .数值结果表明，

这种基于局部路径拟合的构造方法不仅让最终得

到的数值算法仍然继承了变分积分子特有的优越

计算性能，而且显著地提高了算法的精度 .另外，这

种构造方法不仅适用于自由无约束系统，而且适用

于完整约束系统 .
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VARIATIONAL INTEGRATORS FOR MECHANICAL SYSTEMS
BASED ON THE LAGRANGE INTERPOLATING POLYNOMIAL *

Kong Xinlei† Yang Xue
（College of Science，North China University of Technology，Beijing 100144，China）

Abstract Variational integrators are a special kind of numerical difference schemes for mechanical systems that are de⁃
rived from discrete variational principles. They exhibit obvious superiority to classical numerical algorithms. As obvious⁃
ly shown in the discrete Euler-Lagrange equations，the general construction of variational integrators finally comes down
to the calculation of partial derivatives of the discrete Lagrangian，which is an approximation of the action integral of the
Lagrangian over a short time interval. Inspired by this fact，analytic calculation of these partial derivatives is carried out，
which induces a new integral depending on the Euler-Lagrange equations. Therefore，the evaluation of the integral of the
Lagrangian by using any quadrature rule can be transformed into the evaluation of the newly induced integral based on a
series of interval nodes. If the local trajectory is further fitted by requiring that the Euler-Lagrange equations hold at
these interval nodes，the new integral will vanish when being computed through any numerical method. And according⁃
ly，the calculation of the partial derivative of the discrete Lagrangian is simplified to calculate the partial derivative of
the Lagrangian with respect to the velocity. The resulting algorithms of the new approach，which combine both the contin⁃
uous and discrete Euler-Lagrange equations，not only preserve those unique benefits of variational integrators，but also
produce smaller local errors with similar accuracy being attained.
Key words Euler-Lagrange equations， variational integrator， Lagrange interpolating polynomial
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