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摘要 本文研究了一种具有变质量负载的双连杆机械臂结构的振动反馈控制 .利用刚体动力学方法计算了

随时间变化的惯性力，包括伺服电机、端点时变质量负载和连杆分布质量引起的惯性力 .基于有限元理论建

立了双连杆-变质量结构的动力学模型，并使用Bathe法求解该时变系统动力学方程，根据响应分析了质量变

化对系统动力学特性的影响，发现当质量改变时，质量变化诱发了系统残余振动幅值的剧烈变化，主要原因

是质量变化引起了一个阻尼力的作用 .在动力学特性分析的基础上，通过速度比例负反馈控制器，利用压电

材料实现结构残余振动的主动控制 .开展了多种工况下双连杆机械臂结构的残余振动控制仿真，包括随时间

增大的质量负载和随时间减小的质量负载，以及典型运动形式下的双连杆 .结果表明通过施加反馈控制可以

有效抑制结构的残余振动，提高机械臂的运动稳定性和定位精度 .
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引言

柔性机械臂结构在工业自动化或者智能装备

等领域的普及率越来越高，有效地提高了工业生产

效率 .在机械臂工作过程中，构件的刚体运动或者

操作对象的质量变化都会引起结构整体参数的改

变 .关于含变质量构件的旋转运动结构的动力学问

题研究开展得相对较少，而在工业机器人、建筑机

械、空天大型柔性结构及荷载机械臂等实际工程问

题中，又迫切地需要开展变质量-刚柔耦合系统的

动力学响应及其振动主被动控制方面的科学研

究［1］.曹青松等［2，3］针对刚-柔-电耦合的双连杆压电

柔性机械臂，结合模糊自整定/PSO自整定算法提

高 PID控制器的作用效果，仿真和实验表明混合

PID控制器具有响应快、鲁棒性好、调整方便等优

点，更好地改善了控制系统的动态性能 .洪昭斌

等［4］设计了基于奇异摄动理论的载体、关节铰轨迹

跟踪的鲁棒神经网络控制算法和柔性振动反馈PD
控制算法，所设计的控制算法解决了系统参数未知

等因素带来的影响，能快速准确地追踪运动轨迹，

同时可以抑制柔性杆的振动模态 .空间机械臂系统

在转动过程中必然会激起柔性臂的弹性振动，娄军

强等［5，6］在降低伺服电机的驱动扭矩的同时，通过

反馈策略抑制了柔性臂的弯曲和扭转振动，从而提

高了柔性机械臂系统的末端定位精度 .
近年来机器人工业的蓬勃发展，进一步推动了

刚柔耦合结构振动控制方面的研究 .Mohamed Z
等［7］提出了一种基于线性矩阵不等式（LMI）的比例

微分（PD）耦合控制器，用来实现平面双连杆柔性

机械毂角位置和端点偏转控制，从输入跟踪能力和

臂杆偏转水平两方面评价了该控制器的性能，实验

结果表明 LMI-PD控制具有更好的鲁棒性和系统

性能 .Lochan K等［8］针对一种双连杆柔性机械臂结

构，通过一种基于 PID滑面的滑模控制器，实现了

目标的高精度滑模控制，并利用李雅普诺夫稳定性

理论，保证了 PID滑动面的稳定性 .荣吉利等［9］建

立了刚柔耦合的双连杆机械臂动力学模型，提出了

一种LQR-PD联合控制策略，不仅能实现关节轨迹

的精确跟踪，而且能有效抑制臂杆末端的残余振

动 .针对系统的不确定性和时变扰动，Xu B［10］分别

提出了基于复合学习控制和基于扰动观测器的两

种性能增强型控制器，有效地提高机械手的跟踪性

能 .Karagülle H等［11］主要分析了伺服电机加减速时

间和双连杆结构残余振动的关系，发现如果减速时
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间的倒数等于系统的第一阶固有频率时残余振动

（均方根）最小；如果减速时间的倒数等于第一阶固

有频率的一半，残余振动最显著 . Gao H等［12］本文

采用假设模态法建立了两连杆柔性机械手的N维

离散化模型，然后基于离散化的动力学模型和神经

网络控制器，研究了全状态反馈控制和输出反馈控

制，实现了轨迹跟踪和振动抑制，并设计实验平台

验证了该神经网络控制器的可行性 .邱志成等［13］以

两杆柔性机械臂实验平台为基础，对柔性臂转动过

程中由于电机力矩驱动产生的弹性振动，采用比例

控制和非线性控制算法进行振动主动控制，取得了

优良的控制效果 . Qiu Z等［14］采用广义最小方差自

校正控制和基于Takagi-Sugeno模型的模糊神经网

络控制方案，对两连杆柔性机械手的主动振动控制

进行了实验研究，结果表明与传统的线性 PD控制

器相比，所设计的控制器能更快地抑制双连杆柔性

机械手的大振幅和小振幅振动，特别是小振幅残余

振动 .杜严锋等［15］对柔性机械臂系统建立了一次近

似刚柔耦合动力学模型，针对不同的运动参数对系

统振动变形情况进行了仿真，分析了减速时间对机

械臂残余振动的影响 .从文献回顾中可以发现，近

年来关于柔性机械臂的动力学分析、定位追踪和振

动控制等方面的研究工作越来越多，然而旋转机械

臂工况下质量变化对系统动力学特性的研究仍然

相对缺少 .
在之前工作的研究基础上［16-18］，针对含变质量

负载的双连杆机构，本文主要开展了动力学响应分

析和振动主动控制两个方面的工作，具体内容如

下：推导了变质量-双连杆结构的有限元方程，研

究了负载质量恒定系统和负载质量时变系统的振

动特性，最后采用速度比例负反馈控制器对含变质

量负载的双连杆结构进行了振动控制 .
1 有限元模型

含变质量构件的双连杆结构如图 1所示，弹性

杆OA和杆AB都可以自由旋转，固定端O和连接A
处分别安装一个伺服电机，杆AB的末端有一个质

量负载，末端集中质量是时间的函数，定义为 m（t）.
两根杆的角度历程如图 2所示，两个电机先加速，

然后平稳运动，最后减速达到指定位置 .然而由于

杆件属于弹性体，电机停止工作后，惯性使弹性杆

件产生残余振动 .这也是在实际中不希望出现的情

况，因为残余振动会影响结构的定位和工作稳定

性，因此有必要对残余振动现象分析并加以控制 .
在推导结构的动力学方程之前，首先对一个变质量

弹簧振子系统进行分析，系统的刚度和质量分别是

k和m（t），位移用 x表示，那么系统的动能和势能分

别为 1 2mẋ2和 1 2 kx2，根据拉格朗日方程可以得

到系统的运动微分方程为mẍ + ṁẋ + kx = 0，从方

程中可以看出方程中第二项是质量变化率和速度

的乘积，类似于一个阻尼的作用 .因此在变质量系

统的动力学分析中，质量变化会同时引起惯性项和

阻尼项的改变 .更为重要的是当系统质量减少时，

质量变化率小于零，此时阻尼项为负，负阻尼会减

缓振动的衰减，当该项大于结构阻尼时，甚至会引

起振动的放大 .在后面的推导中，附加的阻尼项被

直接加在对应的节点上 .电机O、电机A和末端负

载的质量分别用m1、m2和m3表示，电机O和电机A
等效刚度用 k1和 k2表示 .

根据有限单元法［19，20］，可以方便地建立图 1所
示结构的动力学方程 .采用平面梁单元（2节点）建

立杆件的有限元模型，每个节点包含三个自由度，

包括两个位移自由度（u，v）和一个转角自由度φ：
d Ti = [ ui vi φi ui + 1 vi + 1 φi + 1 ] （1）

单元位移可以通过形函数N和节点位移di来表示：

d = Nd i （2）

图1含变质量负载的双连杆机构

Fig.1 Double link mechanism with variable mass load

图2角速度历程

Fig.2 Angular velocity history
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同时需要一个转换矩阵来描述杆件单元的节点位

移，转换矩阵T具有如下形式，

T = é
ë
ê

ù
û
ú

CS 0
0 CS

（3）
其中，

CS = é
ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

cosθi sinθi 0
-sinθi cosθi 0
0 0 1

，0 = é
ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

0 0 0
0 0 0
0 0 0

（4）
利用转换矩阵 T，任意角度处的第 i个单元的

位移向量 d，刚度矩阵 k，质量矩阵m和外力向量 f

都可以通过转换矩阵来表示，

d′i = T id i，k′i = T T
i k iT i，m′i = T T

i m iT i，f ′i = T i f i
（5）

其中，k i和m i为梁单元的单元刚度矩阵和质量矩

阵，f i 为单元惯性载荷向量，具体形式为［11］：

f i T=é
ë
êqi，x

h
2 qi，y

h
2 qi，y

h2

12 qi+1，x
h
2 qi+1，y

h
2 qi+1，y

h2

12
ù
û
ú

（6）
其中，h为单元长度，杆件单位长度的重量为 ρA，x

和 y方向的由电机驱动引起的加速度分别为 ax和

ay，那么 x 和 y 方向的惯性力分量分别为 qix =
-ρi Aihax和 qiy = -ρi Aih (ay + g )［11］，其中g为重力加

速度 .将转换后的单元刚度矩阵进行组装，得到系

统整体的运动方程为：

Md̈ + Cḋ + Kd = F （7）
其中M，C，K和F分别为总体质量矩阵、总体阻尼

矩阵、总体刚度矩阵和载荷向量 .阻尼C为比例阻

尼，用比例阻尼系数α和β表示，

C = αM + βK （8）
因为伺服电机具有一定的刚度 k1，因此，O点处（矩

阵中nO位置）的刚度为：

K (3nO + 3，3nO + 3) = K (3nO + 3，3nO + 3) + k1
（9）

在A点处（矩阵中 nA位置）我们需要考虑伺服电机

的质量m2和转动惯量 I2，质量矩阵修改为：

M (3nA + 1，3nA + 1) = M (3nA + 1，3nA + 1) + m2
M (3nA + 2，3nA + 2) = M (3nA + 2，3nA + 2) + m2
M (3nA + 3，3nA + 3) = M (3nA + 3，3nA + 3) + I2

（10）
同时还要考虑伺服电机 2的刚度 k2，刚度矩阵在 nA
修改为，

K (3nA + 3，3nA + 3) = K (3nA + 3，3nA + 3) + k2
K (3nA + 4，3nA + 4) = K (3nA + 4，3nA + 4) + k2
K (3nA + 3，3nA + 4) = K (3nA + 3，3nA + 4) - k2
K (3nA + 4，3nA + 3) = K (3nA + 4，3nA + 3) - k2

（11）
在B点（矩阵中 nB位置）忽略末端负载对刚度

的影响，只考虑集中质量m3对系统总体质量矩阵

的影响：

M (3nB + 1，3nB + 1) = M (3nB + 1，3nB + 1) + m3
M (3nB + 2，3nB + 2) = M (3nB + 2，3nB + 2) + m3

（12）
根据前面的介绍已知质量变化会引起一个附加的

阻力项［16-18］，这个阻尼并不是传统意义上的阻尼，

而是因为力与速度成正比，我们把他定义为一个阻

尼项，大小为质量对时间的导数 .
C (3nB + 1，3nB + 1) = C (3nB + 1，3nB + 1) + ṁ3
C (3nB + 2，3nB + 2) = C (3nB + 2，3nB + 2) + ṁ3

（13）
2 动力学特性分析

双连杆结构中杆OA和杆AB的材料参数如表

1所示，伺服电机的质量、转动惯量以及刚度系数

在表2中列出［11］.

使用表 1和表 2中的参数计算系统的前四阶模

态和对应的固有频率 .前四阶模态如图 3所示 .表 3
中列出了不计末端负载时两根杆夹角不同时结构

的固有频率（θ12 = θ2f - θ1f），从表中可以看出，随着

两根杆夹角角度的增大，第一阶固有频率逐渐增

大，这是由于对于第一阶模态是绕着左端电机的变

形，结构重心越靠近左端，有效质量越小，从而频率

越高 .第二阶模态以杆AB的变形为主，同时随着角

表1 材料参数

Table 1 Properties of the material
Structure
Rod OA
Rod AB

Size/ m3
0.4635×0.08×0.006
0.575×0.06×0.006

Modulus
/ GPa
71
71

Density
/ kg·m-3
2700
2700

Poisson's
ratio
0.3
0.3

表2 伺服电机参数

Table 2 Parameters of the Servo motors
Servo motor
Motor O
Motor A

Mass /kg
3.26
0.4

Inertia of mo⁃
ment / kg·m2
0.0134
0.9e-4

Stiffness
/N·m·rad-1
16000
16000
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度的增大，杆OA对杆AB的影响减小，即杆AB的

约束变弱，从而导致第二阶频率降低 .从表中也可

以看出夹角的变化对高阶频率影响较小 .表 4中列

出了 θ12 = 90∘时不同末端负载时结构的固有频率，

质量越大，固有频率越低 .对于旋转机械臂来说，由

于刚体运动和负载质量的改变，系统的振动频率发

生明显的改变，残余振动的响应规律也更加复杂，

这进一步增加了振动控制的难度 .

在本文中只研究了一种典型的运动模式如图

4所示，其他模式可以从这种模式上拓展 .开始时

两根杆在同一直线上，电机O和电机A分别带动杆

OA和杆 AB旋转，经过一段时间后，杆 OA旋转了

90°，杆AB旋转了 170°.两根杆从初始位置到最终

位置角度的变化如图 5所示，3s后电机停止工作，

但是由于惯性的影响，两根杆还会发生振动，经过

一段时间的衰减，杆件才能准确地停到指定位置 .
实际工作中机械臂往往需要完成连贯的动作，因此

残余振动会严重影响机械臂的定位和运动稳定性 .

通过Bathe法［20］求解系统的有限元方程（6），计

算流程如图 6 所示 .计算中时间步长为 0.007s，比
例阻尼系数分别取 1%和 0.1%.图 7给出了负载质

量不变时系统的加速度响应，图 7（a）是负载质量

等于 0.4kg时系统的响应，图 7（b）是负载质量等于

2kg时系统的响应 .从图中我们可以看到，当结构

停止旋转时，杆件依然会发生剧烈的振动，也就是

说发生了残余振动，一方面负载质量越大，系统的

频率越低，另一方面也可以看到负载越大，惯性越

大，因此残余振动也越明显 .
图 8显示了负载质量变化时系统的加速度响

应曲线，在质量增加和质量减小两种情况下系统响

应分别如图 8（a）和图 8（b），在质量增大过程中，负

载质量从 0.4kg增大到 2kg，质量减小过程中，负载

质量从 2kg线性减小到 0.4kg.关于变质量负载的问

题，在航天航空领域研究比较广泛，但是在以往的

图3 不同 θ12时结构的振型

Fig.3 Mode shapes for different θ12
表3 不同角度时结构的固有频率

Table 3 Natural frequencies of the structure with
different angles

f/Hz
f1
f2
f3
f4

θ12=0°
4.89
23.2
80.86
147.95

θ12=45°
5.19
19.81
78.23
144.08

θ12=90°
6.22
15.51
76.59
141.01

θ12=135°
8.29
13.19
78.91
140.64

θ12=170°
9.93
12.58
82.62
141.51

表4 不同末端负载时结构的固有频率

Table 4 Natural frequencies of the structure with
different payloads

f/Hz
f1
f2
f3
f4

m3=0.4kg
3.93
10.86
57.59
119.25

m3=0.8kg
3.09
9.36
55.71
118.12

m3=1.2kg
2.63
8.41
55.04
117.5

m3=1.6kg
2.32
7.71
54.62
117.1

m3=2kg
2.11
7.17
54.39
116.82

图4 双连杆结构的运动状态

Fig.4 The motion state of the double-link structure

图5 两根杆件的旋转角

Fig.5 Rotation angle of two rods

64



第 2期 马驰骋等：含变质量负载的双连杆机械臂振动控制

研究中重点分析了质量变化对系统固有频率特性

的影响，而并没有考虑质量变化引起的附加阻尼的

效果，因此本文同时给出了考虑附加阻尼和不考虑

附加阻尼两种情况时系统的响应，如图 8所示 .从
图中可以明显看出，附加阻尼对系统的响应影响是

非常显著的 .当系统质量增加时，会产生一个附加

的正阻尼，因此系统的响应会在正阻尼的作用下加

速衰减，而在质量减小过程当中，会同时引起一个

附加的负阻尼力，这个负阻尼力会减缓系统振动的

衰减 .如果系统的质量变化非常剧烈，那么会引起

一个很大的附加阻尼作用，当附加的阻尼力的作用

超过结构本身的阻尼时，甚至会引起系统振动幅值

的增大 .因此在变质量结构动力学分析中，系统质

量变化引起的非结构阻尼作用十分显著，质量变化

引起的非结构阻尼效应不可忽略 .

3 主动控制研究

在杆AB上靠近电机A的位置粘贴 PZT-5A压

电片，利用压电致动效应产生反馈控制力，压电片

的尺寸为 30*20*0.5 mm3.设计速度负反馈控制器

开展结构的主动控制研究，首先采集自由端处的加

速度，通过积分模块将加速度量转换成速度量，由

反馈控制器输入信号给功率放大器，最后驱动压电

致动器实现闭环控制 .
首先仿真了负载质量恒定时双连杆结构的残

余振动抑制，控制前后系统自由端附近的加速响应

曲线如图 9所示，从图 9中可以看到，对于m=0.4kg
和m=2kg两种负载工况下，施加反馈控制之后，系

图6 Bathe法计算流程

Fig.6 The flow chart of the Bathe’s method

图7 负载质量恒定时系统自由端的加速度响应曲线

Fig.7 Acceleration response curves of the free end of the
system with a constant payload

图8 负载质量变化时系统自由端的加速度响应曲线

Fig.8 Acceleration response curves of the free end of the
system with a time-varying payload
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统的响应得到了有效的抑制 .在压电片的工作电压

范围内，增大反馈系数可进一步提升控制效果 .

然后对含变质量负载的双连杆机构开展数值

模拟，负载质量仍然从 0.4kg线性增大到 2kg，或从

2kg线性减小到 0.4kg，在质量增大工况和质量减小

工况下控制结果分别如图 10（a）和图 10（b）所示 .
根据控制前后杆件自由端处的加速度响应对比，可

以明显看出施加反馈控制后，结构的振动幅值迅速

衰减，说明了速度反馈策略对时变参数系统控制的

有效性，由于质量减小系统的速度响应较大，因此

控制效果更佳显著 .根据响应对比，还有很大的控

制提升空间，一方面可以增大反馈系数，另一方面

可以尝试采用高级控制算法，如模糊 PID控制，最

优二次型控制等 .
4 结论

本文主要开展了含变质量负载的双连杆机构

的动力学分析及振动主动控制两个方面的工作 .研
究表明，负载的质量变化对系统的动力学响应有非

常显著的影响，除了对频率的改变，还引起了一个

附加的阻尼力效果 .当负载质量增大时，引起一个

正的阻尼力效果；当负载质量减小时，引起一个负

的阻尼力效果 .附加阻尼力对系统的动力学响应影

响十分显著，当附加的负阻尼力的作用效果超过结

构阻尼时，甚至会引起系统振动幅度的增大 .在动

力学分析的基础上，对含变质量负载的双连杆机构

开展了主动控制研究，通过施加速度负反馈控制，

有效地抑制系统的残余振动，从而提高了结构的运

动稳定性和定位精度 .后期的主要工作是变质量-
双连杆结构的试验平台设计和先进控制算法在该

类结构振动抑制中的使用，本文的工作可以为高精

度机械臂结构的设计提供一定的参考 .
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A STUDY ON VIBRATION CONTROL OF DOUBLE-LINK
MANIPULATORS WITH VARIABLE MASS LOADS *

Ma Chicheng1 Hu Shuaizhao1 Gao Kunming1 Zhang Chunlin2 Guo Zonghe1†
（1.School of Transportation and Vehicle Engineering，Shandong University of Technology，Zibo 255000，China）

（2.College of Civil，Central South University of Forestry and Technology，Changsha 410004，China）
Abstract This paper focuses on the vibration feedback control of double-link manipulators with variable mass loads.
The time varying inertial force is calculated by rigid body dynamics，including the inertial force caused by the servo mo⁃
tor，the time-varying load mass at the end and the distributed mass of the rods. Based on the finite element theory，the
dynamical model of the double connecting rod-variable mass structure is established，and the dynamic equation of the
time-varying system is solved using the Bathe’s method，with the vibration signal of the end point being simulated. Ac⁃
cording to the responses，the influence of mass change on the dynamic characteristics of the system is analyzed，and the
load mass change affects the vibration amplitude of the system significantly. The main reason is that the mass change
causes an additional damping force. On the basis of dynamical analysis，a velocity proportional feedback controller is de⁃
signed to actively control the residual vibration using piezoelectric patches. Active vibration control of the structure un⁃
der various working conditions is carried out，including the case for mass-increasing loads and mass-decreasing loads，
taking into account the typical motion modes of the double-link. The results indicate that the residual vibration of the
structure can be effectively suppressed with feedback control，and the motion stability and positioning accuracy of the
manipulator can also be improved.
Key words double-link manipulator， time varying payload， feedback control， negative damping
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