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摘要 本文利用忆阻突触来模拟两个相邻神经元之间膜电位差引起的电磁感应电流，构造了一种时滞下四

维忆阻Hopfield神经网络模型 .同时研究了此系统的零平衡点稳定性以及失稳时发生Hopf分岔的条件，并分

析了不同时滞以及加入固定时滞后不同忆阻耦合强度下系统动力学行为发生的变化 .通过数值模拟揭示了

丰富的动力学现象，如极限环、混沌吸引子等 .
关键词 Hopfield神经网络， 时滞， 忆阻， 复杂动力学

DOI：10.6052/1672-6553-2021-025

引言

在人工神经网络领域中，Hopfield神经网络一

直是一类重要的神经网络模型，并且广泛应用于联

想记忆、模式识别、数据储存、保密通信等各个领

域［1］.换个方面，从动力学角度来看的话，Hopfield
神经网络模型是一个复杂的非线性系统，有着丰富

的动力学行为，而这些丰富的动力学特性对网络有

着重要的影响［2］.文献［3］介绍了神经动力学在各

个领域的发展及应用，以及利用神经动力学来揭示

神经系统中的一些独特现象和规律 .
忆阻有着类似大脑神经突触在生物电信号激励

下的非线性电学特性，因此，忆阻可被用于模拟突

触，并用之来构建忆阻型神经网络 .利用忆阻可实现

神经网络模型连接权重的可变性，能够有效地模拟

神经网络的动力学行为［4-6］.根据法拉第电磁感应定

律，细胞内外的带电离子穿越细胞膜会产生电磁感

应效应 .因此在传统的神经模型引入磁通变量并研

究磁感应对电活动模式的影响更具有实际意义 .利
用磁控忆阻器来实现神经元磁通量与膜电位之间的

耦合，进一步来模拟神经元间膜电位差引起的电磁

感应电流［7］.电磁感应在调节神经网络的动态行为

中起重要作用，而将忆阻突触引入生物神经网络为

揭示人脑神经系统的记忆行为提供有用的线索［8］.

自突触是神经元连接自身的特殊结构，这种自

突触通常称为电性自突触，其对神经元膜电位的调

制可以表示为 Iout = r ( x ( t - τ ) - x ( t ) )，r表示反馈

增益，τ表示信号传递过程中引发的时滞 .电自突

触能够影响神经元的放电行为，甚至诱发一类周期

性、混沌放电等现象，此外还可以调控神经元网络

群体的电活动规律以及神经元之间的迁移［9］.而神

经元之间的信息表达和信息传递是通过动作电位

实现的，因此在实现过程中难免会出现延迟的行

为，时滞不仅会影响神经元系统的稳定性，而且也

会在某些条件下诱发出复杂的动力学行为，故在神

经网络中引入时滞具有重要的意义［10］.文献［11］研

究了含时滞的忆阻耦合HR神经元系统，讨论了平

衡点的局部稳定性以及时滞对神经元系统动力学

行为产生的影响 .在神经形态中，多稳定性对神经

元的记忆以及信息处理都有着显著的影响，因此从

动力学角度来阐述系统平衡点的稳定性，有助于深

入解释神经动力学方面对脑功能的影响 .
本文在文献［12］的基础上加入时滞，构建了一

种由时滞诱发的四维忆阻HNN模型，在两个神经

元之间引入了非理想忆阻突触，探究零平衡点处系

统的动力学，并且随着时滞增加到一定程度时，系

统只会诱导出周期解；分析系统随忆阻耦合强度 k
产生的动力学行为变化，并且加入固定的时滞改变
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忆阻耦合强度来与无时滞时不同忆阻耦合强度下

系统的动力学行为进行比较，观察系统的动力学行

为变化规律；发现在不同的忆阻耦合强度下，系统

存在着周期极限环、混沌吸引子等动力学行为 .
1 数学模型与稳定性分析

1.1 数学模型

磁控忆阻突触的数学模型［12］：

ì

í

î

ïï
ïï

IEM = W (φ )UEM，

W (φ ) = kφ，
φ̇ = UEM - φ，

（1）

其中，φ为忆阻内部状态变量，W (φ ) = kφ为忆导函

数表达式，k为非理想忆阻耦合强度，UEM为神经元

之间的膜电位差，IEM为神经元 1和神经元 2之间膜

电位差作用于非理想忆阻突触所产生的磁感应电

流 .为了简化分析，神经元1和神经元2保留完整的

突触连接，非理想忆阻突触耦合位于神经元 1和神

经元 2之间，电自突触位于神经元 3上，基于文献

［12］的 3神经元HNN，将时滞加于神经元 3上，神

经元 3仅与其他神经元单向连接，则构建的时滞下

忆阻突触耦合的4维HNN的表达式为：
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ẋ1 = -x1 + a11 tanh ( x1 ) + a21 tanh ( x2 ) +
a31 tanh ( x3 ) + kφ ( x1 - x2 )

ẋ2 = -x2 + a12 tanh ( x1 ) + a22 tanh ( x2 ) -
kφ ( x1 - x2 )

ẋ3 = -x3 + a23 tanh ( x2 ) + r ( x3 ( t - τ ) - x3 )
φ̇ = x1 - x2 - φ

（2）

其中，xi为第 i个神经元的状态，k为非理想忆阻突

触的耦合强度，双曲正切函数 tanh ( xi )表示从第 i个

神经元电压输入的神经元激活函数，系数 aij表示

突触权重，也就是表示两个相邻神经元之间的连接

强度，r表示电自突触 .

原点（0，0，0，0）为系统的零平衡点，则在零平

衡点附近的线性化系统的特征方程为：
Δ(λ，τ ) = λ4 + c0λ3 + c1λ2 + c2λ + c3

+(d0λ3 + d1λ2 + d2λ + d3 )e-λτ （3）
其中，

c0 = -a11 - a22 + r + 4，
c1 = a11a22 - a11r - a12a21 - a22r - 3a11 -3a22 + 3r + 6，
c2 = a11a22r - a12a21r - a12a23a31 + 2a11a22 -2a11r - 2a12a21 - 2a22r - 3a11 + 3r + 4，
c3 = a11a22r - a12a21r - a12a23a31 + a11a22 -

a11r - a12a21 - a22r - a11 - a22 + r + 1，
d0 = -r，
d1 = a11r + a22r - 3r，
d2 = -a11a22r + a12a21r + 2a11r + 2a22r - 3r，
d3 = -a11a22r + a12a21r + a11r + a22r - r.

1.2 稳定性与Hopf分岔

为确定系统的稳定性，首先考虑 τ = 0的情况，

当 τ = 0时，
Δ(λ，τ ) = λ4 + e1λ3 + e2λ2 + e3λ + e4

其中，
e1 = c0 + d0，
e2 = c1 + d1，
e3 = c2 + d2，
e4 = c3 + d3.

根据 Routh-Hurwitz判据可知，当 Δ i > 0时系统稳

定，其中，
Δ1 = e1，
Δ2 = e1e2 - e3，
Δ3 = -e21e4 + e1e2e3 - e23，
Δ4 = -e21e24 + e1e2e3e4 - e23e4.

当 τ > 0 时 ，若方程（3）有一对纯虚特征根为

λ = iw，则
Δ(iw，τ ) = w4 - c0w3 i - c1w2 - c2wi + c3 + ( -d0w3 i

-d1w2 + d2wi + d3 ) (cos (wτ ) - i sin (wτ ) )
分离实部与虚部，

PR (w ) + QR (w )cos (wτ ) + QI sin (wτ ) = 0
PI (w ) + QI (w )cos (wτ ) - QR sin (wτ ) = 0 （4）

其中，
PR (w ) = w4 - c1w2 + c3，
PI (w ) = -c0w3 + c2w，
QR (w ) = -d1w2 + d3，
QI (w ) = -d0w3 + d2w，

消去式（4）的谐波项可得到：
Q2
R (w ) + Q2

I (w ) = P2R (w ) + P2I (w )
即

G (w ) = -w8 + m1w6 + m2w4 + m3w2 + m4 = 0
（5）

图1 基于非理想忆阻型突触的HNN的连接拓扑

Fig.1 Connection topology of HNN based on non-ideal memristive
synapse
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其中，

m1 = -c20 + d20 + 2c1，
m2 = 2c0c2 - c21 - 2d0d2 + d21 - 2c3，
m3 = 2c1c3 - c22 - 2d1d3 + d22，
m4 = d23 - c23，

若式（5）存在正实根，则由式（4）可确定一组临界时

滞为 τi，j = αi + 2jπwi

，其中αi ∈ [ 0，2π ]，满足

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

cos (αi ) = -PI (wi )QI (wi ) + PR (wi )QR (wi )
Q2
I (wi ) + Q2

R (wi )
sin (αi ) = PI (wi )QR (wi ) - PR (wi )QI (wi )

Q2
I (wi ) + Q2

R (wi )
（6）

则根据微分方程稳定性与分岔理论［3］可知：当Δ i >
0时有：

1.若式（5）无正实根，则系统的零平衡点是全

时滞局部渐进稳定 .
2. 若式（5）存在正实根，则存在某个常数

τ0 > 0，使得系统的零平衡点在 τ ∈ (0，τ0 )内是局部

渐进稳定的，并且系统在 τ = τ0发生Hopf分岔，产

生周期运动，其中 τ0 = min (τi，j ).
2 数值算例

取系统参数为 a11 = -0.1，a12 = 0.6，a31 = 0.1，
a21 = 0.15，a22 = 0.2，a23 = 0.05，r = -2，k = -0.5. 此

时 经 过 计 算 可 得 Δ1 = 3.9 > 0，Δ2 = 18.436 >
0，Δ3 = 53.438 > 0，Δ4 = 45.367 > 0. 根 据 Routh-
Hurwitz判据可知，系统的特征根均有负实部，那么零

平衡点是局部渐进稳定的 .当τ > 0时，式（5）可写为：

G (w ) = -w8 + 0.09w6 + 6.0957w4
+7.171499w2 + 2.165799 = 0 （7）

解得唯一正实根 w = 1.73191813，则由式（4）可得

相应的一组临界时滞 τj = 0.605，4.232，...根据定

理可知：当 τ ∈ [ 0，0.605 ]时，系统的零平衡点是渐

进稳定的，而当 τ > 0.605时，系统的零平衡点是

不稳定的 .因此，当 τ = 0.605时，系统发生了Hopf
分岔 .

给定初始条件为（1.2，0.5，-1.2，0.3），当时滞

τ = 0时，系统的响应图（系统的时间序列曲线）如

图 2所示 .由图 2可知，当时滞 τ = 0时，此时系统在

零平衡点处是渐近稳定的 .当 τ = 0.55和 τ = 0.606
时，系统的响应图如图 3所示 .由图 3（a）可知，在

τ = 0.55时系统状态收敛到零平衡点；在 τ = 0.606
时，由图 3（b）可知系统在零平衡点失去稳定性，出

现了振荡，这与定理的结论相一致 .

3 时滞和忆阻耦合强度对系统动力学的

影响

3.1 时滞对系统在平衡点稳定性的影响

当取系统参数为 a11 = -1，a12 = 4，a31 = -5，
a21 = 0.5，a22 = -2，a23 = 3，r=0.5，k=-0.3时，系统给

定初始值为（1.2，0.5，-1.2，0.3），做出不同时滞下

系统的时间序列曲线以及 x2 - x3平面的相图 .
由图 4可知，当时滞 τ = 0.2时，系统在平衡点

图2 τ = 0时的系统响应图

Fig.2 System response graph when τ = 0

（a）τ = 0.55

（b）τ = 0.606
图3 τ = 0.55及 τ = 0.606时的系统响应图

Fig.3 The system response diagram when τ = 0.55 and τ = 0.606
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（0，0，0，0）是不稳定的，此时系统发生周期振荡 .如
图 5所示，当时滞为 τ = 0.8时，系统在平衡点（0，0，
0，0）是局部渐进稳定的，此时系统响应图也表明系

统在平衡点处是局部渐进稳定的 .

当时滞增加到 τ = 3.4时，图 6的系统响应图与

相图表明此时系统在平衡点处是局部渐进稳定的 .
由图 7可知，当时滞 τ = 10时，系统在平衡点（0，0，
0，0）是不稳定的，此时系统发生周期振荡 .由图 8
可知，当时滞 τ = 13时，系统在平衡点（0，0，0，0）是

不稳定的，此时系统为概周期运动 .
故由上可知，系统存在一组临界时滞，当改变

时滞时系统在零平衡点处的状态也会有所不同，因

此，随着时滞的改变，系统的动力学行为也随之改

变 .随着时滞从零增大，系统在稳定平衡点、周期运

动之间发生有限次切换，相应存在的一系列临界时

滞可由式（6）计算可得，并且在时滞增加到某个值

之后，系统一直为周期运动 .

3.2 时滞下系统随忆阻耦合强度变化的动力学

文献［12］给出了无时滞时系统在不同忆阻耦

合强度下会产生多个不稳定平衡点，说明系统可以

产生混沌吸引子，且易产生依赖于状态初值的多稳

定现象 .若在系统中某个神经元加入固定的时滞，

通过改变忆阻耦合强度 k来观察系统的动力学行

为变化 .给定系统参数为 a11 = 1.5，a21 = 2.8，a22 =
1.2，a23 = -20，a31 = 0.5，a12 = -1.5，r = 0.5.由于系

统对初值非常敏感，给定系统不同的初值（0，10-4，
0，0）与（0，-10-4，0，0），取不同的忆阻耦合强度 k，

观察两组初值在 x1 - x3平面相图的变化 .
系统无时滞时，图 9（a）为忆阻耦合强度 k = 0

时，系统在平面的相图，此时系统存在共存的周期

极限环；当忆阻耦合强度 k = 0.7时，如图 9（b）所

示，此时系统存在共存的周期极限环和混沌吸引

子；当忆阻耦合强度 k = -0.4时，如图 9（c）所示，此

时系统存在混沌吸引子 .

图4 τ = 0.2时的系统响应图

Fig.4 The system response diagram when τ = 0.2

图5 τ = 0.8时的系统响应图

Fig.5 The system response diagram when τ = 0.8

（a）

（b）
图6 τ = 3.4时的系统响应图及在 x2 - x3平面的相图

Fig.6 The system response diagram when τ = 3.4 and the phase
diagram on the x2 - x3 plane
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当在系统中加入固定时滞 τ = 0.5，图 10（a）为

忆阻耦合强度 k = 0时，系统在 x1 - x3平面的相图，

此时系统存在多周期极限环；当忆阻耦合强度 k =
0.7时，如图 10（b）所示，此时系统存在周期极限环；

当忆阻耦合强度 k = -0.4时，如图 10（c）所示，此时

系统存在多周期极限环 .
在系统中加入固定时滞 τ = 2，图 11（a）为忆阻

耦合强度 k = 0时，系统在 x1 - x3平面的相图，此时

系统存在周期极限环；当忆阻耦合强度 k = 0.7时，

如图 11（b）所示，此时系统存在周期极限环；当忆

阻耦合强度 k = -0.4时，如图 11（c）所示，此时系统

存在周期极限环 .
但是当时滞增加到 τ = 5时，此时系统在不同

的忆阻耦合强度下的动力学又发生了变化，并且系

统由 τ = 2时存在的周期极限环变为更为复杂的多

周期极限环、共存的周期极限环和混沌吸引子 .

因此在系统无时滞时，系统的动力学行为是十

分丰富的，例如存在混沌吸引子，共存的周期极限

环和混沌吸引子等 .但是给系统加入固定时滞后，

在不同的忆阻耦合强度下系统的动力学行为也发

生了改变 .
4 总结

本文研究了含有时滞的忆阻突触耦合型

Hopfield神经网络，根据特征方程的根分布情况得

到了系统在零平衡点处的稳定性以及系统失稳时

发生Hopf分岔的时滞条件 .探究了时滞以及忆阻

耦合强度对系统动力学行为的影响，并通过数值模

拟揭示了多种有趣的动力学现象，如混沌吸引子、

周期极限环等 .

（a）

（b）
图7 τ = 10时的系统响应图及在 x2 - x3平面的相图

Fig.7 The system response diagram when τ = 10 and the phase
diagram on the x2 - x3 plane

（a）

（b）
图8 τ = 13时的系统响应图及在 x2 - x3平面的相图

Fig.8 The system response diagram when τ = 13 and the phase
diagram on the x2 - x3 plane
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（a）k = 0

（c）k = -0.4

（b）k = 0.7

图9 τ = 0时不同忆阻耦合强度下系统在 x1 - x3平面的相图

Fig.9 Phase diagram of the system in the x1 - x3 plane with τ = 0 and different memristive coupling strengths

（a）k = 0

（c）k = -0.4

（b）k = 0.7

图10 τ = 0.5时不同忆阻耦合强度下系统在 x1 - x3平面的相图

Fig.10 Phase diagram of the system in the x1 - x3 plane with τ = 0.5 and different memristive coupling strengths
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（a）k = 0

（c）k = -0.4

（b）k = 0.7

图11 τ = 2时不同忆阻耦合强度下系统在 x1 - x3平面的相图

Fig.11 Phase diagram of the system in the x1 - x3 plane with τ = 2 and different memristive coupling strengths

（a）k = 0

（c）k = -0.4

（b）k = 0.7

图12 τ = 5时不同忆阻耦合强度下系统在 x1 - x3平面的相图

Fig.12 Phase diagram of the system in the x1 - x3 plane with and τ = 5 different memristive coupling strengths
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DYNAMIC BEHAVIOR ANALYSIS OF MEMRISTIVE SYNAPTIC
COUPLING HOPFIELD NEURAL NETWORK UNDER TIME

DELAY *

Ma Jie Gao Jie Du Mengmeng Yang Lixin†
（School of Art and Science，Shaanxi University of Science and Technology，Xi'an 710021，China）

Abstract This paper proposes a four-dimension HNN under time delay via a memristor synapse to imitate the electro⁃
magnetic induction current caused by membrane potential difference between two adjacent neurons. Furthermore，we in⁃
vestigate stability of the equilibrium solution the system and the activation condition of Hopf bifurcation if turning insta⁃
ble. Moreover，we analyze the dynamic changes of the system for different time delays and different memristive coupling
strengths with fixed time delays. Numerical simulations reveal complex dynamic phenomena，such as limit cycles，chaot⁃
ic attractors，etc.
Key words Hopfield neural network， time delay， memristor， complex dynamics
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