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摘要　 建立了冲击减振器与非线性能量阱耦合系统的新型吸振模型，数值模拟的结果验证了该吸振装置的

高效性．分析了其参数对主结构振幅、能量耗散以及振动频率的影响，即使系统的初始输入能量变化范围较

大，耦合装置也能取得很好的吸振效果．进一步的研究结果表明适当的间隙和较高的碰撞恢复系数既可以增

加系统的碰撞运动次数，又能使系统在每次碰撞过程中耗散更多的能量，且该系统中的强非线性刚度有利

于吸振．
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引言

非线性能量阱 （ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｅｎｅｒｇｙ Ｓｉｎｋ，简称

ＮＥＳ）具有结构简单、附加质量小、吸振效率高的特

点，因而具有广泛的应用前景．
靶能量传递现象是指一定量的能量从主振子

与非线性耦合振子间高效、快速地传递到特定的位

置［１］，每次传递能量大小精确．在含有 ＮＥＳ 的非线

性振动系统中，该能量转换过程的一大特点是在能

量从主结构传递至非线性附属结构后会在阻尼的

作用下耗散，不会立即返回．初始条件的选取，即初

始输入能量对含 ＮＥＳ 的非线性系统的响应有很大

的影响．Ｇｅｎｄｅｌｍａｎ［２］应用复变量⁃平均法（ｃｏｍｐｌｅｘｉ⁃
ｆｉｃａｔｉｏｎ⁃ａｖｅｒａｇｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ）求出了连接 ＮＥＳ 的非线

性系统在简谐外力下的拟周期响应机制，即在不同

的初始条件下，系统会出现三种不同的响应，稳态

响应（ｓｔｅａｄｙ⁃ｓｔａｔｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ，简称 ＳＳＲ），弱拟周期响

应（ｗｅａｋｌｙ ｑｕａｓｉ⁃ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ，简称 ＷＱＲ）及强

拟周期响应（ ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｑｕａｓｉ⁃ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ，简称

ＳＱＲ）．　 陈恒等［３］ 基于靶能量转移的原理在机翼

结构耦合非线性能量阱，实现对机翼颤振的抑制．
结果表明颤振可以部分甚至全部抑制．

冲击减振器［４，５］ 也是一种能有效减小系统振

动的装置，而在 ＮＥＳ 中加入碰撞因素已经被证明

可以有效地抑制各类系统的振动，关于含间隙的非

线性 能 量 阱 系 统 （ ｖｉｂｒｏ⁃ｉｍｐａｃｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｎｅｒｇｙ
ｓｉｎｋ，简称 ＶＩ ＮＥＳ），Ｅｔｉｅｎｎｅ［６］等利用不变流形理论

对一个简谐激励作用的线性主结构与自由碰撞质

量块的力学特性进行了理论分析及实验研究，结果

表明，在 １ ∶１共振时，系统除周期响应外，还可以表

现出强调制响应，进一步的研究结果说明 ＮＥＳ 能

有效地减小主结构的振动；Ｍｏｓｔａｆａ 等［７］ 利用 ＶＩ
ＮＥＳ 减小建筑结构的振动，傅里叶变化的结果表

明，ＶＩ ＮＥＳ 可在宽带范围内快速地耗散能量，并能

有效地降低建筑在地震中的振动；Ｇｏｕｒｃ 等［８］ 利用

ＶＩ ＮＥＳ 振子抑制车削加工系统的颤振失稳现象，
求得了霍普分叉的边界条件，实验结果表明，该 ＶＩ
ＮＥＳ 振子可有效地抑制车削加工系统的颤振；
Ｗａｎｇ 等［９］设计了一种新型的单边碰撞的轨道非线

性能量阱 （ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｓｉｚｅｄ ｖｉｂｒｏ⁃ｉｍｐａｃｔ ｔｒａｃｋ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｅｎｅｒｇｙ ｓｉｎｋ，简称 ＳＳＶＩＴ ＮＥＳ），将其作为一个被动

的能量耗散装置，即使主结构的刚度与系统的输入

能量变化范围较大，该装置依然能保持很高的吸振

效率．Ｇｅｎｄｅｌｍａｎ 等［１０］ 分析了含 ＶＩ ＮＥＳ 系统的慢
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变流形的稳定及不稳定分支，进一步的研究表明，
系统出现混沌强调制响应（ｃｈａｏｔｉｃ ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｍｏｄｕｌａ⁃
ｔｉｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅ，简称 ＣＳＭＲ）时，主结构的能量可快速

地传递至 ＮＥＳ，从而达到振动抑制的目的．
本文对冲击减振器与 ＮＥＳ 的耦合系统进行研

究，通过分析系统幅值的衰减和附加装置耗散系统

初始总能量的能力，研究吸振参数对吸振效果的影

响，并分析产生影响的原因．

１　 模型及运动微分方程的建立

图 １　 非线性系统结构图

Ｆｉｇ．１　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ

考虑如图 １ 所示的非线性系统，系统由线性主

结构和 ＮＥＳ 构成．主结构为一个单自由度弹性系

统，其质量为 ｍ０，线性刚度为 Ｋ０，线性阻尼为 Ｃ０ ．

ＮＥＳ 由两部分组成，其中，ｍ１ 通过立方刚度 Ｋ１ 和

线性阻尼 Ｃ１ 与主结构连接，而 ｍ２ 为 ｍ１ 内部的一

自由滚动质量块，当两者位移差等于两侧间隙时发

生碰撞，且 ｍ１＋ｍ２≪ｍ０ ．系统在任意连续两次碰撞

之间的无量纲运动微分方程分别可表达为：
ｘ̈０＋ｃ０ ｘ̇０＋ｘ０＋ｃ１（ ｘ̇０－ｘ̇１）＋ｋ１（ｘ０－ｘ１） ３ ＝ ０

ε１ ｘ̈１＋ｃ１（ ｘ̇１－ｘ̇０）＋ｋ１（ｘ１－ｘ０） ３ ＝ ０

ε２ ｘ̈２ ＝ ０
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î

í

ï
ï

ï
ï

（１）

系统引用新时间尺度 τ＝ωｔ＝
Ｋ１

ｍ１
ｔ，且：

εｉ ＝
ｍｉ

ｍ０
， ｋ１ ＝

Ｋ１

Ｋ０
， ｃ０ ＝ Ｃ０

１
ｍ０Ｋ０

， ｃ１ ＝ Ｃ１
１

ｍ０Ｋ０
，

ｆ＝ Ｆ
ｍ０

，令 ａ＝
ε２

ε１
，假设碰撞块的初始位置位于 ｍ２ 中

部，则碰撞条件可以表示为 Ａ ｜Ａ⊆ ｘ１－ｘ２ ≥δ ／ ２{ } ，

当 ｍ２ 与 ｍ１ 碰撞时，根据碰撞定理和碰撞过程中

动量守恒定理，在碰撞发生的前后，ｍ１ 与 ｍ２ 瞬时

位移保持不变，瞬时速度发生突变．相应的碰撞过

程的前后瞬时速度满足以下方程

ｘ̇１－－ａｘ̇２－ ＝ ｘ̇１＋＋ａｘ̇２＋

ｘ̇１＋－ｘ̇２＋ ＝ －Ｒ ｘ̇１－－ｘ̇２－( ){ （２）

式中 ｘ̇ｉ－与 ｘ̇ｉ＋分别表示碰撞前后 ｍ１ 与 ｍ２ 的瞬时

速度，Ｒ 为碰撞恢复系数．碰撞后，ｍ１ 的运动满足方

程（１），而 ｍ２ 以 ｘ̇２＋匀速运动直至下一次碰撞发生．
由上式可解得

ｘ̇１＋ ＝
１－ａＲ
１＋ａ ｘ̇１－＋

ａ １＋Ｒ( )

１＋ａ ｘ̇２－

ｘ̇２＋ ＝
１＋Ｒ
１＋ａ ｘ̇１－＋

ａ－Ｒ
１＋ａ ｘ̇２－

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３）

２　 吸振装置的高效性

ε２ ＝ ０ 时，系统（１）变成 ＮＥＳ 振子连接线性主

结构的非线性系统，用微分方程可表示为

ｘ̈０＋ｃ０ ｘ̇０＋ｘ０＋ｃ１（ ｘ̇０－ｘ̇１）＋ｋ１（ｘ０－ｘ１） ３ ＝ ０

ε１ ｘ̈１＋ｃ１（ ｘ̇１－ｘ̇０）＋ｋ１（ｘ１－ｘ０） ３ ＝ ０{ （４）

对系统（４），ＮＥＳ 通过与主结构连接的阻尼耗

散，其大小可表示为：

Ｅｄｉｓｓ１ ＝ ∫τ０
０
ｃ１ ｘ̇１ － ｘ̇０( ) ２ｄτ （５）

相比较与仅有 ＮＥＳ 吸振，系统（１）增加了碰撞

部分，因此，系统还可以通过在每次碰撞中损失的

动能来耗散能量，其大小可以表示为：

Ｅｄｉｓｓ２ ＝
１
２∑

ｎ

ｉ ＝ １
ε１（ｘ２

１ｉ－ － ｘ２
１ｉ＋） ＋ ε２（ｘ２

２ｉ－ － ｘ２
２ｉ＋）( )

（６）
式中 ｉ 表示碰撞次数．

吸振装置耗散能量占系统初始总能量的比

例为 η ＝ Ｅ ｄｉｓｓ ／ Ｅ０×１００％．吸振装置耗散的总能量

为 Ｅ ｄｉｓｓ ＝ Ｅ ｄｉｓｓ１＋Ｅ ｄｉｓｓ２，Ｅ０ 为系统的初始总能量，考
虑只 有 主 结 构 受 到 瞬 态 冲 击， 初 试 总 能 量

Ｅ０ ＝ ０ ．５（ ｘ２
０＋ ｘ̇ ２

０） ＋０ ．２５（ ｘ０－ｘ１） ４ ．由式（５）可以看

出，在每次碰撞过程中，ＮＥＳ 和冲击振子的速度幅

值变化越大，系统损失的能量也就越大，结合（３）
式两振子碰撞前后的速度表达式，其速度的变化是

与其质量和碰撞恢复系数决定的，当两振子作为吸

振装置时，理想情况为每次碰撞前两者有较大的相

对速度，而碰撞后其速度均接近于 ０，这样碰撞前

后该装置可以尽可能地吸收来自主结构的能量．另
一方面，由（４）式可以看出，碰撞前后 ＮＥＳ 振子速

度的突变也会引起 Ｅｄｉｓｓ１的变化，对于 Ｅｄｉｓｓ１，当主系

统速度 ｘ̇０ 和 ＮＥＳ 的速度 ｘ̇１ 相位刚好相差半个周

７７
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期时，其相对速度才会最大．无量纲化后主系统的

固有频率为 １，对于单独的 ＮＥＳ 振子，其振动频率

与振幅之间的关系为：

ω１ ＝ ３ｋ１ ／ ４ε１ Ａ１ （７）
可以看出，ＮＥＳ 的振动幅值越大，其振动频率也会

越大，而保守系统（１）会以衰减的形式振动，因此，
在振动的过程中 ＮＥＳ 振子的频率会逐渐变低，从
而可能与主结构分别产生多个频率的共振．对于冲

击振子来说，由于其在任意两次连续碰撞之间做匀

速运动，因此，其振动频率 ω２ 与振动速度和间隙之

间的关系可以表示为：

ω２ ＝
２π ｘ̇２０－－ｘ̇１０－ ｘ̇２０＋－ｘ̇１０＋

δ ｘ̇２０－－ｘ̇１０－ ＋ ｘ̇２０＋－ｘ̇１０＋( )
（８）

为验证系统（１）更高效的吸振性能，选取系统

（４）作为对比参照，为保证对比的有效性，两系统

选取相同的附加总质量、刚度和阻尼系数，同时取

相同的初始条件，ｃ０ ＝ ０．０２，ｃ１ ＝ ０．０１，ｋ１ ＝ １，系统

（１）中取 ε１ ＝ε２ ＝ ０．０５，碰撞恢复系数 Ｒ１ ＝ ０．９，碰撞

间隙 δ＝ １，系统（２）中 ε１ ＝ ０．１，假设系统受到瞬态

位移激励作用，取初始条件 ｘ̇０ ＝ ｘ１ ＝ ｘ̇１ ＝ ｘ２ ＝ ｘ̇２ ＝ ０，
ｘ０ ＝ ０．５，主结构的响应及系统的能量耗散过程如图

２ 所示．可以看出，相比较于仅有 ＮＥＳ 吸振，增加冲

击振子后主结构的位移在 τ＞１５ 时有了明显的减

弱，且在 τ＞１８ 时振动的幅值已经很小．同时，从（ｂ）
中可以看出，增加冲击振子后吸振装置吸收系统初

始总能量的比例达到了 ７８％，其中，冲击装置吸收

了 ２６％，这比仅有 ＮＥＳ 吸振的情况提高了 １２％．

图 ２　 主结构的响应及系统的能量耗散

Ｆｉｇ．２　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｍａｉｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ａｎｄ ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅ

ｏｆ ｅｎｅｒｇｙ ｄｉｓｓｉｐａｔｅｄ ｉｎ ａｂｓｏｒｂｅｒｓ

再选取另一组初始条件，假设系统同时受到瞬

时位移和瞬时速度激励，ｘ０ ＝ ５，ｘ̇０ ＝ １，其余初始条

件及参数均不变，两系统的响应及能量耗散过程如

图 ３ 所示．可以看出，在增大了系统的初始总能量

后，冲击振子对振动的抑制仍然有明显的改善，其
中主结构振幅在 τ＞４０ 有明显的减小；由于 ＮＥＳ 振

子对系统初始输入能量有很大的选择性，所以，在
这种情况下，仅用 ＮＥＳ 吸振的效果并不明显，吸收

系统初始总能量的比例约为 ６％，在增加了冲击振

子后提高至 ９２％，其中，冲击振子吸收的比例占

６５％．图 ４ 为增大系统初始能量后主结构与 ＮＥＳ 相

对速度的变化，可以看到，系统在全部振动过程中，
加入冲击振子后振动更剧烈，在振动的初始阶段，
主结构和 ＮＥＳ 的相对速度为不含冲击振子时的 ５
倍，在时间 τ＞２０ 后系统的振动均较为平缓，但此时

冲击振子的作用仍然使主结构与 ＮＥＳ 的相对速度

保持在较大的范围内，这就导致了两个对吸振有利

的因素：一是可以将更多的动能集中在附加结构

上，在 加 入 冲 击 振 子 前， 附 加 结 构 中 的 动 能

Ｅ＝ ０．５εｘ̇２
１，加入冲击振子后附加结构的瞬态动能

可表示为 Ｅ１ ＝ ０．５ ε１ ｘ̇２
１＋ε２ ｘ̇２

２( ) ，两者进行比较，在该

组参数下 ε ＝ ２ε１，但 ＮＥＳ 的振动速度幅值达到了

无冲击振子时的 ６ 倍，仅此一项动能就可达到无冲

击振子时的 １８ 倍，加上冲击振子的动能还要更大；
二是可以将更多的能量耗散在附加阻尼中，根据

图 ３　 主结构的响应及系统的能量耗散

Ｆｉｇ．３　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｍａｉｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ａｎｄ ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅ

ｏｆ ｅｎｅｒｇｙ ｄｉｓｓｉｐａｔｅｄ ｉｎ ａｂｓｏｒｂｅｒｓ

图 ４　 相对速度曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

８７
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式（４），主结构与 ＮＥＳ 的相对速度越大，吸振器阻

尼耗散的能量越多．

３　 碰撞参数分析

对于系统（１），碰撞因素有三个，分别为碰撞

块的质量 ε２，碰撞恢复系数 Ｒ 及碰撞间隙 δ，三者

对吸振系统的性能互相影响．一般来说，作为附加

装置，吸振器的总质量不宜过大，在前面的分析中

选择 ε１ ＝ε２，且附加总质量为 ０．１，但对两振子间的

质量关系并没有做详细的研究．在本部分内容中，
以附加总质量不变作为前提，对两振子间的质量关

系，碰撞恢复系数及碰撞间隙作进一步研究．
由于已经规定附加总质量不变，因此，当给定

碰撞块质量 ε２ 时，ε１ 的值也就确定了．选取与前文

中相同的刚度阻尼值，初始条件 ｘ０ ＝ ０．６， ｘ̇０ ＝ ０．５，
ｘ１ ＝ ｘ̇１ ＝ ｘ２ ＝ ｘ̇２ ＝ ０，图 ５ 为 ε２ 分别取 ０． ０１、０． ０３、
０．０６、０．０９ 时吸振装置吸收系统初始总能量比例随

碰撞恢复系数 Ｒ 及碰撞间隙 δ 的变化图．可以看

出，在 ε２ 不断增加（ａ→ｄ）的过程中，吸振装置初始

总能量吸收比例从 ７５ 增加到 ９０，在 ε２ 较小时，吸
振效率高的区域内碰撞恢复系数较小，随着 ε２ 的

增大，吸振效果更好的区域在向碰撞恢复系数增大

的方向移动．从总体来看，过大和过小的碰撞间隙

均不利于吸振．
图 ６ 为图 ５（ｄ）参数 Ｒ＝ ０．７５，δ 分别取 ０．２、１．２

和 ２．２、３．２ 时两碰撞振子速度的时间历程图．可以

看出：（１）在每个快速碰撞运动发生的区域内，两
振子首次发生碰撞时的相对速度最大，随着碰撞次

数的增加，两振子的相对速度减小，然后进入非碰

撞区域，当两振子的相对速度再次达到一定值时，
系统又会产生快速的碰撞运动；（２）在碰撞间隙增

大的过程中，快速碰撞区域的数量在减少，同时在

每个快速碰撞区域内碰撞的次数也在减少，但从每

个快速碰撞区域的首次碰撞来看，两振子的相对速

度有一个先增大后减小的趋势．在 δ ＝ １．２ 时，两振

子产生快速碰撞时的相对速度在 ２ 左右而且能维

持较长的时间，该组参数的取值位于图 ５（ｄ）中颜

色最深的区域，即吸收系统初始总能量最高的区域

内．前文已经提到，吸振系统的性能与其振动频率

有很大的关系，基于此，还需分析在上述几种情况

下系统的频率特性．

图 ５　 初始总能量吸收比例图

Ｆｉｇ．５　 Ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅ ｏｆ ｉｎｉｔｉａｌ ｅｎｅｒｇｙ ｄｉｓｓｉｐａｔｅｄ ｉｎ ａｂｓｏｒｂｅｒｓ

图 ６　 相对速度变化图

Ｆｉｇ．６　 Ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

图 ７ 为图 ６ 对应的频谱分析图，可以看出，在
碰撞间隙为 ０．２ 时，系统的振动频率非常分散，基
波频率成分最多，占 ０．０２，频率为 ２ 的成分占不足

０．０１；碰撞间隙为 １．２ 时，频率为 １ 和 ２ 的成分分别

占 ０．０７ 和 ０．０８，同时频率为 ３ 的成分约占 ０．０５．碰
撞间隙继续增大，系统振动的频率会向基频集中，
其它频率的成分均会减少．该振动系统衰减的过程

中频率会发生变化，但主要起减振作用的频率还是
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基频、二倍频和三倍频，在 ｂ 中，这三种成分的频率

占比均较多，当系统处于不同的振动频率时，吸振

装置可以根据与主结构相同的振动频率振动，从而

达到更好的吸振减振效果．

图 ７　 频谱图

Ｆｉｇ．７　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｓｐｅｃｔｒｕｍ

ＮＥＳ 系统可以具有很强的非线性刚度，由式

（７）可以得出，当非线性刚度增强时，ＮＥＳ 的振动

频率也会随之增高，这也会使得系统在振动衰减过

程中频率为二倍频和三倍频的成分增多，从而达到

进一步吸振的目的．

４　 结论

本文研究了冲击减震器与非线性能量阱耦合

系统的吸振效果，分析了碰撞块质量、碰撞间隙及

碰撞恢复系数三个碰撞因素对系统的吸振性能的

影响，结果表明：１） 即使系统的初始输入能量变化

范围很大，该耦合系统仍然能够实现高效吸振；２）
耦合振子总质量不变的情况下，若要使耦合振子吸

收更多的初始总能量，则需在增大碰撞块质量的同

时增大碰撞恢复系数；３） 碰撞恢复系数不能过大

也不能太小，这样既可以增加一定时间内系统的碰

撞次数，又能使系统在每次碰撞过程中损失更多的

能量；４） 强非线性刚度能进一步增强系统的吸振

性能．
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