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摘要　 针对大型空间可展开结构中存在的关节非线性间隙约束问题，研究弹性预紧约束非线性对结构动态

特性的影响．首先，基于轴向拉伸力学模型，构造了轴向拉伸关节三维梁单元．其次，使用 Ｋｅｌｖｉｎ⁃Ｖｏｉｇｔ 接触及

Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦模型，建立了粘弹性预紧约束下整体结构非线性动力学方程，继而分析了不同预紧约束下关节

对结构非线性振动的影响．结果表明，在关节非线性约束下，结构振动传递特性的高频响应增加，低阶振动能

量传递到高阶振动上．

关键词　 弹性预紧，　 接触非线性，　 非线性振动，　 能量传递
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引言

空间科学和空间应用使得航天器日益趋向大

型化和轻量化［１，２］ ．大型空间可展开结构是航天器

有效载荷的重要支撑结构，在发射阶段处于折叠状

态，入轨后再通过驱动机构实现展开．驱动机构通

常含有大量的齿轮等组件，展开后通过拉索等进行

结构保持，带来弹性预紧约束下的结构动力学问

题．
弹性预紧约束对于大型结构展开动力学具有

重要影响，但其对展开后的在轨结构动力学的影响

尚不清楚，而采用等效动力学建模方法则不能计入

非线性的作用［３］ ．Ｆｌｏｒｅｓ 等对含间隙结构动力学的

建模问题进行了深入研究［４，５］ ．李贞靖等对考虑间

隙及润滑的平面机构进行了动力学分析［６］ ．胡海岩

基于含弹性预紧的单自由度振动系统，揭示了弹性

约束非线性使得主共振出现鞍结分岔等新动力学

行为［７］ ．Ｏｎｏｄａ 等建立了弹性预紧关节间隙模型，
指出当满足一定强度的振动波经过关节后，关节间

隙内摩擦的存在可以抑制结构的振动［８］ ．Ｎａｙｆｅｈ 等

在弹性预紧关节间隙模型的基础上，分析了关节波

动传递特性，构造了非线性有限单元［９］ ．然而，上述

研究只针对二维弹性预紧间隙建模及其动力学特

性分析，无法适用于大型空间结构．

本文建立了三维弹性预紧关节非线性力学模

型，研究了弹性预紧约束对结构非线性振动的影响．

１　 弹性预紧关节力学模型

１．１　 力学模型

如图 １ 所示，研究轴向拉伸下结构的拉伸问

题［８］，其中右侧柔性构件的末端通过铰柱与左侧连

接，铰柱可在左侧间隙滑槽里滑动并能够通过弹簧

预紧力进行预紧．

图 １　 轴向拉伸预紧物理模型

Ｆｉｇ．１　 Ａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｌｅ ｐｒｅｌｏａｄｉｎｇ ｍｏｄｅｌ

将铰柱视为刚性节点，使用 Ｋｅｌｖｉｎ⁃Ｖｏｉｇｔ 线弹

性模型描述右侧柔性体的接触问题［１０］，即
Ｆ＝ ｋδ （１）

式中，δ 为弹性变形量，ｋ 为材料弹性刚度．简化力

学模型如图 ２ 所示．
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图 ２　 轴向拉伸预紧力学模型

Ｆｉｇ．２　 Ａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｌｅ ｐｒｅｌｏａｄｉｎｇ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ

式中，ｋａ 表示弹性绞刚度，ｋｂ 为预紧弹簧刚度，ｐ 为

施加在预紧弹簧上的预紧力，ｆＦ 为摩擦力，ε 为关

节间隙长度，ｅ 为铰柱在间隙内的滑动距离．ｕ１ 表示

右侧柔性体上节点轴向位移，ｕ２ 表示左侧柔性体

上节点轴向位移，ｓ＝ｕ２－ｕ１ ．
将左侧滑槽结构与右侧弹性结构分离进行受

力分析．当 ｅ＝ ０ 时，左侧结构受到弹性力和滑槽右

侧接触力；当 ε＞ｅ＞０ 时，左侧结构仅受到弹性力；
当 ｅ＝ε 时，左侧结构受到弹性力和滑槽左侧接触

力．对于关节右侧而言，其所受关节内传递力为右

侧与铰柱固连的柔性端传递的弹性力．因此，关节

间传递弹性力可用右侧柔性端传递的弹性力描述．
根据不同状态下右侧柔性端传递的弹性力，获

得结构关节间传递弹性力为［９］
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（２）
由于 ｅ 作为关节内铰柱的滑动位移是一个独

立自由度，上述求取关节传递弹性力的过程并没有

给出 ｅ 的具体表达式．为求出 ｅ 和 ｕ１、ｕ２ 的关系，下
面对铰柱进行单独受力分析．为简化起见，设摩擦

力为库伦摩擦，即最大静摩擦与动摩擦大小相等．
当 ｅ＝ ０ 时，若 ｋａｓ－ｐ≤ｆＦ，则铰柱在滑槽内不发

生滑动；当 ｅ＝ε 时，若 ｐ＋（ｋａ＋ｋｂ）ε－ｋａｓ≤ｆＦ，则铰柱

不发生滑动；当 ０＜ｅ＜ε 时，因 ｐ＋（ｋａ＋ｋｂ）ｅ－ｋａｓ ＝
ｆＦ，故铰柱滑动时，有

ｅ＝ －
ｐ－ｋａｓ＋ｆＦ
ｋａ＋ｋｂ

ｉｆ ｅ̇＞０

ｅ＝ －
ｐ－ｋａｓ－ｆＦ
ｋａ＋ｋｂ

ｉｆ ｅ̇＜０
（３）

１．２　 轴向拉伸关节三维梁单元

根据图 １ 所示的轴向拉伸预紧关节，可以抽象

出轴向拉伸关节三维梁单元模型，如图 ３ 所示．

图 ３　 轴向拉伸关节三维梁单元

Ｆｉｇ．３　 Ａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｏｎ ｊｏｉｎｔ ３Ｄ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔ

单元包含 ｊ、ｌ 和 ｋ 共 ３ 个节点，其中，ｊ 节点表

示梁单元左侧节点，ｌ 为虚拟节点，并与 ｋ 共同代表

关节．对于 ｌ 和 ｋ，除关节间轴向拉伸自由度不同

外，其余方向自由度均相同，并均可用 ｋ 节点自由

度表示．ｋ 节点包含完整的空间六个自由度．轴向拉

伸关节三维梁单元自由度列阵为

ｕ＝［ｕ１ｊ，ｕ２ｊ，ｕ３ｊ，θ１ｊ，θ２ｊ，θ３ｊ，ｕ１ｌ，ｕ２ｌ，ｕ３ｌ，θ１ｋ，θ２ｋ，θ３ｋ］ Ｔ

（４）
上式含 ｊ 节点空间 ６ 个自由度，ｌ 节点轴向拉伸自

由度，以及 ｋ 节点空间 ６ 个自由度，共 １３ 个自由度．
按照轴向拉伸预紧关节的力学模型分析节点 ｌ

和 ｋ 之间的轴向力关系．令 ｓ ＝ ｕ１ｋ－ｕ１ｌ，关节内铰滑

动位移为 ｅ，由此得关节间传递力为 ｆ ｊｋ ＝ ｋａ（ ｓ＋ｅ），
写成矩阵形式，有

ｆ１ｌ
ｆ１ｋ{ } ＝ ｋａ

１ －１
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ù
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ú
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ｕ１ｌ

ｕ１ｋ
{ } ＋ｋａ

－１
１{ } ｅ （５）

根据轴向拉伸梁单元自由度列阵 ｕ，假设每个

自由度发生单位位移，通过单位位移刚度法可求得

节点自由度位移与力关系式为

ｆ＝Ｋｕ＋ｂｋａｅ （６）
根据上述公式及有限元理论，１３ 个自由度的

轴向拉伸关节梁单元相关矩阵为

０７
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通过上述单元矩阵，可组装获得整体结构的动力学方程．

１７
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１．３　 整体结构动力学

在单元矩阵的基础上，可以根据具体结构建立

动力学方程．在不考虑阻尼的情况下，组装后得到

的动力学方程为

Ｍｕ̈＋Ｋｕ＋Ｂｅ＝Ｆ （１０）
式中，Ｍ 和 Ｋ 为结构整体质量矩阵和刚度矩阵，
ｅ＝［ｅ１，ｅ２，…］Ｔ 描述所有关节，Ｂ＝［ｋａ１ｂ１，ｋａ２ｂ２，…］
为每个关节对应的关节内弹性力分配矩阵．

若去除式（１０）中 Ｂｅ 项，则 Ｍｕ̈＋Ｋｕ ＝ ０ 为线性

动力学方程，记其特征值矩阵为 ｗ，特征向量矩阵为

Ψ，取坐标变换 ｕ＝Ψｑ，并对方程（１０）左乘 ΨＴ，得
Ｍｅ ｑ̈＋Ｋｅｑ＋ΨＴＢｅ＝ΨＴＦ （１１）
根据有限元理论可知，Ｍｅ、Ｋｅ 为对角矩阵，则
Ｍｅ ＝ｄｉｇ ｍ１，ｍ２，…ｍｎ，…( ) （１２）
Ｋｅ ＝ｄｉｇ ｍ１ω２

１，ｍ２ω２
２，…ｍｎω２

ｎ，…( ) （１３）
式中，ｍｉ 为第 ｉ 阶模态质量，为 ωｉ 第 ｉ 阶固有频

率，因此，写成模态坐标方程组的形式为

ｑ̈ｉ＋ω２
ｉ ｑｉ＋

１
ｍｉ

ΨＴＢｅ（ ｉ，：）＝ ΨＴＦ（ ｉ，：） （１４）

根据上式可以分析结构各阶振动．

２　 算例分析

２．１　 弹性预紧约束下的振动传递特性

研究图 ４ 所示双柔性悬臂梁结构，上、下两悬

臂梁相互独立，仅由带轴向拉伸弹性预紧关节的支

撑梁连接，下方悬臂梁末端施加激励，研究上方悬

臂梁末端响应传递特性．

图 ４　 有关节双悬臂梁

Ｆｉｇ．４　 Ｄｏｕｂｌｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ａ ｊｏｉｎｔ

表 １　 双悬臂梁结构参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍｓ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ Ｖａｌｕｅｓ
Ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎａｌ ａｒｅａ， ｍ２ ０．０１×０．０２

Ｄｅｎｓｉｔｙ， ｋｇ ／ ｍ３ ２．６５×１０３

Ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｍｏｄｕｌｕｓ， Ｐａ ６．９６×１０１０

Ｓｈｅａｒ ｍｏｄｕｌｕｓ， Ｐａ ２．６×１０１０

Ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｂｅａｍｓ， ｍ ０．２

表 ２　 轴向拉伸预紧关节参数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｌｅ ｐｒｅｌｏａｄｉｎｇ ｊｏｉｎｔ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｖａｌｕｅ
Ｅｌａｓｔｉｃ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ， ｋａ １０００ＥＡ

Ｓｐｒｉｎｇ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ， ｋｂ ０．００１ＥＡ
Ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ Ｊｏｉｎｔ ｃｌｅａｒａｎｃｅ， ε ／ ｍ ０．００５

双悬臂梁结构参数及轴向拉伸预紧关节参数

如 表 １ 和 ２ 所 示． 给 定 激 励 为 扫 频 激 励

ｆ（ ｔ）＝ ２０ｓｉｎ（１７０πｔ２ ／ ６＋３０πｔ），预紧力 Ｐ ＝ １０００Ｎ，
计算得到的动态传递特性如图 ５ 所示．

图 ５　 Ｐ＝ １０００Ｎ 时传递曲线

Ｆｉｇ．５　 Ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ， Ｐ＝ １０００Ｎ

在图 ５ 中，横坐标表示频率，纵坐标为传递特

性幅值．可以看出，当预紧力比较大时，弹性预紧约

束对结构的传递特性几乎没有影响，这是因为预紧

力过大，间隙相当于被锁紧，故运动过程中不会产

生非线性振动现象．
降低预紧力，Ｐ ＝ ４００Ｎ，计算得到的动态传递

如图 ６ 所示．

图 ６　 Ｐ＝ ４００Ｎ 时传递曲线

Ｆｉｇ．６　 Ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ， Ｐ＝ ４００Ｎ

从图 ６ 可以发现，当 Ｐ ＝ ４００Ｎ 时，低频区弹性
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预紧间隙对动态传递特性无明显影响，但在高频区

域增大了动态传递幅值，也就是说在关节影响下，
高频响应增加．

继续降低预紧力，Ｐ ＝ １４０Ｎ，计算得到的动态

传递曲线如图 ７ 所示．

图 ７　 Ｐ＝ １４０Ｎ 时传递曲线

Ｆｉｇ．７　 Ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ， Ｐ＝ １４０Ｎ

从图 ７ 可见，相对于 Ｐ ＝ ４００Ｎ 的情形，Ｐ ＝ １４０Ｎ
时高频响应的增加更加明显，且在部分低阶频率范

围，动态传递幅值有所降低．
通过上述算例可以发现，弹性预计关节间隙的

非线性特性可以在部分低阶频率范围降低动态传

递幅值，在部分高阶频率范围提高动态传递幅值，
这种特性可以在结构的被动振动抑制中提供作用．
２．２　 非线性关节内共振及振动转移效应

建立如图 ８ 所示的刚架结构，结构参数不变．

图 ８　 关节刚架结构

Ｆｉｇ．８　 Ｔｒｕｓｓ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｉｔｈ ｊｏｉｎｔｓ

在图 ８ 所示刚架结构中部分斜杆处安装有关

节，根据上文整体动力学建模可知，由式（１４）可以

分析结构中线性部分的各阶振动．因此，给定初始

条件为结构面内一阶模态速度 ｑ̇１ ＝ ５０．在不考虑摩

擦力的情况下，给定预紧力 Ｐ ＝ １０００Ｎ，计算上端梁

末端响应，结果如图 ９ 和 １０ 所示．
由图 ９ 和 １０ 可知，在预紧力比较大时，关节非

线性不起任何作用，关节结构与线性结构一致．由

于初始条件为一阶模态速度，此时结构响应中只有

一阶模态响应．

图 ９　 关节结构时域响应

Ｆｉｇ．９　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

图 １０　 关节结构一阶模态响应

Ｆｉｇ．１０　 Ｆｉｒｓｔ ｏｒｄｅｒ ｍｏｄａｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

为说明关节非线性，可以将结构低阶模态转移

到高阶振动，降低关节预紧力至 Ｐ ＝ ２００Ｎ，结果如

图 １１ 所示．

图 １１　 关节结构时域响应

Ｆｉｇ．１１　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

从图 １１ 可见，虽然结构振动并未衰减，但响应

包含了多个频率成份．
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关节结构的一阶模态响应及振动能量分别如

图 １２ 和 １３ 所示．

图 １２　 关节结构一阶模态响应

Ｆｉｇ．１２　 Ｆｉｒｓｔ ｏｒｄｅｒ ｍｏｄａｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

图 １３　 关节结构一阶模态振动能量

Ｆｉｇ．１３　 Ｆｉｒｓｔ ｏｒｄｅｒ ｍｏｄａｌ ｅｎｅｒｇｙ

从图 １２ 和 １３ 可以发现，在关节间隙非线性的

影响下，结构的一阶模态响应随着时间而逐渐减

小，转移到了高阶模态上．频域响应如图 １４ 所示．

图 １４　 关节结构频域响应

Ｆｉｇ．１４　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｄｏｍａｉｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

从上述分析中可以发现，同样给定初始条件为

结构一阶振动，当预紧力较大时，结构呈现线性特

性，此时结构保持一阶振动；当预紧力较小时，关节

非线性特性对结构振动产生了不可忽略的影响．从
图 １１ 可以发现，结构响应出现了多个频率成分；图
１２ 和 １３ 说明结构原始一阶振动的衰减；从图 １４ 可

以发现，由于关节非线性内共振的影响，结构初始

一阶响应激发了高阶频率，振动能量从一阶振动传

递到了各阶振动．

３　 结论

相对于无关节的线性结构，弹性预紧约束下的

关节非线性对结构动态传递特性的作用为：一方面

会增加高阶传递特性，另一方面将结构低阶振动传

递到高阶振动．
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