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摘要　 本文研究了一类双极板静电驱动两端固支微梁谐振器．考虑中性面拉伸和厚度形态误差，建立了微谐

振器连续体模型．厚度形态误差通过设置参数方程实现，方程中包含误差参数 λ，用于调整误差影响程度．利

用伽辽金法和 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｃｏｔｅｓ 法将系统化简为单自由度模型．首先，通过 ＣＯＭＳＯＬ Ｍｕｌｔｉｐｈｙｓｉｃｓ 有限元软件对

理论求得的静电力进行了仿真验证．然后，推导了不考虑厚度形态误差时系统的吸合情况，发现系统在特定

情况下可以出现二次吸合现象．通过改变误差参数，分析了厚度形态误差对吸合情况的影响．最后，利用多尺

度法求出系统小幅振动下的响应，研究了厚度形态误差对等效固有频率和系统软硬特性的影响．

关键词　 微梁谐振器，　 厚度形态误差，　 静态吸合，　 多尺度法，　 软硬特性

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１９⁃０４９

引言

微谐振器作为 ＭＥＭＳ 器件中的一种典型动态

结构而成为广大学者的研究对象［１，２］ ．对于微谐振

器的研究，主要基于静态和动态两个方向进行分

析［３，４］ ．由于微谐振器尺寸比较小，使得 ＭＥＭＳ 器件

在加工制作方面产生了非常大的难度，在加工过程

中常常会由于过度蚀刻或蚀刻不足导致器件形状

发生变化，引起器件的力学性能改变［５］ ．它们不仅

会引起微梁中性面弯曲，还可以改变微谐振器的宽

度、厚度和极板与微梁间隙距离．因此，在研究谐振

器时考虑表面加工误差对微梁力学性能影响，对于

理解其全局动力学行为，开展动力学控制和优化振

动设计是非常重要的．
产生误差的可能有几种，例如，残余应力［６］、初

始位移偏差［７］、表面加工技术不完善［８］ 等都会引

起误差出现．残余应力会导致微梁发生弯曲形成微

拱［９］ ．Ｋｒｙｌｏｖ 等［１０］着重研究了静电驱动微梁的几何

参数对系统动力学行为的影响，发现影响系统振动

的主要因素为微梁厚度以及梁与极板之间的间隙

距离．Ｗａｎｇ 等［１１］研究了表面弹性和残余应力对微

梁固有频率的影响，指出当梁的厚度达到微米或纳

米级别时，表面弹性和残余表面张力不可被忽略．Ｈｕ
等［１２］考虑残余表面应力对含有裂纹的纳米梁进行

了动力学分析．初始偏移缺陷可以破坏动态 ＭＥＭＳ
器件沿横向振动方向的对称性．在这种情况下，梁的

形状仍为矩形梁．韩建鑫等［１３］ 考虑了初始偏移缺陷

对微梁力学行为的影响．采用多尺度法和有限差分

法对微谐振器进行全局静动态分析，并发现在中等

和大幅度势阱内存在频响曲线从软化行为到硬化行

为的转换现象．由于表面加工精度不足造成的误差

会引起微梁宽度或厚度的变化．这种尺寸变化会影

响结构刚度和静电力，所以，有必要研究此类误差．
然而，这种误差对微梁形状的影响是随机的．因此，
学者一般通过设置参数方程进行光滑处理，并通过

改变方程参数调节微梁形状．Ｈｅｒｒｅｒａ 等［１４］研究了单

层可变微梁的共振行为．Ｊｏｇｌｅｋａｒ 和 Ｔｒｉｖｅｄｉ［１５，１６］提出

了一个参数方程，此方程可以平滑的改变微梁不同

位置的宽度．最后，方程的参数被优化，并例举几种

情况验证了该方法的正确性．微梁厚度变化对系统



动　 力　 学　 与　 控　 制　 学　 报 ２０２０ 年第 １８ 卷

力学性能的影响还很少有学者研究．Ｎａｊａｒ 等［１７，１８］

模拟和分析ＭＥＭＳ 器件中变截面梁的偏转和运动，
观察了几何参数的改变对静态分叉和频响曲线的

影响．然而，在他的文献中，只有单边截面变化被研

究．考虑到实际加工结果，微梁的各个部分都会发

生改变．单截面变化仅适用于特殊情况．因此，需考

虑两个微梁截面的同时变化，以确保所获得的研究

模型更接近实际．
本文以静电驱动两端固支微梁谐振器为研究

对象，在微梁上下截面同时设置参数方程，分别从

静态和动态两个方面分析了厚度形态误差对微谐

振器力学性能的影响．

１　 数学模型

１．１　 微梁谐振器模型

图 １ 为双极板静电驱动微梁谐振器模型，微梁

两端固定．长度为 Ｌ，宽度为 ｂ，弹性模量为 Ｅ，密度

为 ρ，固定端厚度、横截面积和极惯性矩分别为 ｈ，
Ａ０ ＝ ｂｈ 和 Ｉ０ ＝ ｂｈ３ ／ １２．固定端处梁与电极板的间距

为 ｄ．设置两个参数方程 ｙ１（ｘ）和 ｙ２（ｘ）用于反映加

工误差导致的梁的厚度变化，方程中设有参数 λ 去

调节厚度变化趋势，λ 主要分为三种情况：λ ＜ ０，
λ＝ ０，λ＞０．其中，λ＜０ 时，微梁沿固定端向中间逐渐

变薄，如红色曲线；λ ＝ ０ 时，为矩形梁，如黑色直

线；λ＞０ 时，微梁沿固定端向中间变厚，如绿色曲

线．微梁上下各放置一个电极板，上极板同时施加

直流电压 ＶＤＣ和交流电压 ＶＡＣ ｓｉｎ（Ωｔ），下极板仅施

加直流电压 ＶＤＣ ．微梁与极板之间形成电容器，产生

静电力，梁在静电力的作用下发生位移和振动．

图 １　 静电驱动微梁谐振器模型

Ｆｉｇ．１　 Ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃ ａｃｔｕａｔｉｏｎ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ ｒｅｓｏｎａｔｏｒ

１．２　 控制方程

控制微梁谐振器厚度变化的方程表达式为：

ｙ１（ｘ）＝ （ｈ ／ ２＋λｈｓｉｎ（πｘ ／ Ｌ）） （１）
ｙ２（ｘ）＝ －（ｈ ／ ２＋λｈｓｉｎ（πｘ ／ Ｌ）） （２）
横截面积为 Ａ（ｘ）＝ Ａ０（１＋２λｓｉｎ（πｘ ／ Ｌ））、转动

惯量 Ｉ（ｘ）＝ Ｉ０（１＋２λｓｉｎ（πｘ ／ Ｌ）） ３ ．
考虑中性面拉伸和静电力非线性，微梁谐振器

的运动方程为［１９］：
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其中，ｃ 为阻尼系数．ε０ 为自由空间中的介电常数；
εｒ 是间隙空间介质相对于自由空间的相对介电常

数．
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在下文中为了书写方便去掉“　( ” ．

２　 方程的降阶与化简

由于方程（４）为偏微分方程，只能对其进行数

值求解，无法进行理论分析，因此，应用伽辽金离散

将模型转换为由常微分方程组成的有限自由度系

统．
定义微梁的挠度为：

ｙ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
∞

ｉ ＝ １
ｕｉ（ ｔ）φ ｉ（ｘ） （５）

ｕｉ（ ｔ）是第 ｉ 阶模态坐标幅值，φｉ（ｘ）是第 ｉ 阶无阻

尼线性正交模态函数．对于静电驱动微梁，单自由

度模态足以捕捉 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散中所有关键的非线

性性质［２０］ ．然而，单模近似不能得到模态耦合效应

和内共振现象．这些现象只有通过增加模态数来预

测得到合理的结果．但是，相对的理论分析会变得

更加复杂．由于本文的主要目的是探索非线性动力

学问题中的主共振问题，一阶模态就足以获得良好

的结果．假设 ｙ（ｘ，ｔ）＝ ｕ（ ｔ）φ（ ｘ） ．将方程（５）代入

（４）中，在方程两端同时乘 φ（ｘ），并在 ０ 到 １ 上积

分，获得如下方程式：
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其中，ｕ̇ 代表 ｕ 对 ｔ 的导数，μ， ｋ１， ｋ３ 的表达式如下：

ｇ ＝ ∫１
０
Ａ（ｘ）φ２（ｘ）ｄｘ
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（ Ｉ（ｘ）φ″（ｘ）） ″φ（ｘ）ｄｘ ／ ｇ

ｋ３ ＝ ∫１
０
Ａ（ｘ）（φ′（ｘ）） ２ｄｘ∫１

０
φ″（ｘ）φ（ｘ）ｄｘ ／ ｇ

利用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｃｏｔｅｓ 法对方程（６）中的积分项进行曲

线拟合［１７］，得到最后的数学模型：
ｕ̈＋μｕ̇＋ｋ１ｕ－α２ｋ３ｕ３
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其中 δ＝ｈ ／ ｄ．
不考虑阻尼及交流电的扰动，可以得到无量纲

动力学方程所对应的的哈密顿系统如下：
ｕ̇＝ ｖ

ｖ̇＝ －ｋ１ｕ＋α２ｋ３ｕ３＋α１（
０．６１

（１－δλ－１．４８ｕ） ２－
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（８）
此处应注意的是，微梁最大横向位移在中点处，无
量纲化后 ｙｍａｘ ＝φ（０．５）ｕ∈［－１＋λδ，１－λδ］，由模态

函数可知 φ（０．５）＝ １．５９，所以，ｕ∈［（－１＋λδ） ／ １．５９，
（１－λδ） ／ １．５９］ ．

３　 静态分析

首先，先对系统进行静态分析．通过静态分析

可以得到微谐振器的安全区域，只有保证所取的参

数能够使器件安全工作，才有研究的意义．
３．１　 极板间电容仿真

先验证理论求出的静电力是否准确，选取了变

厚梁，矩形梁和变薄梁 ３ 种情况，利用 ＣＯＭＳＯＬ
Ｍｕｌｔｉｐｈｙｓｉｃｓ 对极板间的电容进行仿真．设置微梁接

地，在微梁固定端上下距离为 ｄ 的位置施加电压．
将整个模型置于空气中．为了可以直观地看到电势

在模型中的分布情况，加入电场云图，如图 ２．假设

物理参数：Ｌ ＝ ４００μｍ，ｂ ＝ ４５μｍ，ｄ ＝ ３μｍ，ρ ＝ ２．３３×
１０３ｋｇ ／ ｍ３，Ｅ＝１６５ＧＰａ，介电常数 ε０ ＝８．８５×１０－１２Ｆ ／ ｍ，
固定端厚度 ｈ ＝ ２μｍ．整个模拟过程在稳态求解器

中进行．
理论结果的对比见图 ３，通过对比可以发现两

者比较吻合，尽管在电压较大的位置上有少许偏

差，但影响不大．而且此时电压可能已经超过吸合

电压，在实际工作中，取不到图中的高电压位置．对

７３
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于吸合电压的具体数值，我们将在下面进行计算．
总体来说，仿真结果验证了理论的正确性．

图 ２　 电场分布云图

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｏｕｒ ｏｆ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｉｅｌｄ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

图 ３　 直流电压与电势能的关系

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ＤＣ ｖｏｌｔａｇｅ ａｎｄ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｅｎｅｒｇｙ

３．２　 分叉与稳定性研究

微梁在静电力作用下产生位移，当移动到吸合

位置时，微梁会讯速与极板发生碰撞，这种不稳定

运动称为吸合不稳定，此时的临界电压为吸合电

压．本节先算出等截面梁的吸合条件，再进一步分

析方程参数对系统的影响．
令方程（８）中的 ｖ̇＝ ｕ̇＝ ０，可以求得系统的平衡

点为（ｕＤ，０）（以下简称 ｕＤ），其中平衡位置 ｕＤ 可由

静态方程确定，求得四个平衡点分别为 ０，ｕＤｉ，ｉ ＝ １，

２，３（ｕＤｉ 由一元三次方程求根公式求出） ．不难看

出，除（０，０）点外，其余的平衡点均和方程参数 λ
有关，因此，研究方程变化对系统平衡点及静态吸

合的影响是必要的．
首先，假设 λ＝ ０，观察矩形梁时的吸合情况．通

过对静态方程求根公式 Δ 的判断可知，系统的吸

合情况如下（仅研究存在物理意义的点）：

０＜δ＜０．６４３

①：α１＜１３８．６

②：１３８．６＜α１＜α１ｓｔ

③：α１＞α１ｓｔ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

０．６４３＜δ＜１
④：α１＜１３８．６

⑤：α１＞１３８．６{

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（９）

其中，α１ｓｔ由对应的 δ 带入到 Δ ＝ ０ 中求出．图 ４（ａ）
为每种情况对应的势能曲线，可以看到情况①和④
在原点处有 １ 个稳定点，位于原点两侧对称的地方

各有 １ 个鞍点．其对应的相空间流形见图 ４（ ｂ），
４（ｅ） ．情况②在原点处为鞍点，位于原点两侧各有

１ 个稳定点和 １ 个鞍点，此时微谐振器发生了二次

吸合现象．对应的相空间流形为图 ４（ｃ），可以看到

图中同时包含同宿轨道和异宿轨道，位于同宿轨道

内的位置为小幅振动区域，位于同宿轨道和异宿轨

道之间的位置为大幅振动区域，异宿轨道之外为不

稳定区域．情况③和情况⑤仅有 １ 个鞍点，相空间

流形为图 ４（ｄ）和 ４（ｆ），图中没有安全区域，即系统

发生吸合现象．

图 ４　 势能曲线和相位图，分别对应方程（９）中的 ５ 种情况

Ｆｉｇ．４　 Ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｅｎｅｒｇｙ ｃｕｒｖｅｓ ａｎｄ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ

ｔｏ ｔｈｅ ｆｉｖｅ ｃａｓｅｓ ｉｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ （９）

３．３　 厚度形态误差对静态吸合电压的影响

接下来详细研究不同截面形状下静态平衡点

随 α１ 的变化情况．首先取 δ ＝ ２ ／ ３ 进行分析．从图 ５
中可以看出，λ 越小，发生吸合现象时 α１ 越大，即
所需的能量越大．当 λ＝ ０ 时，系统增加了一个平衡

点，此时出现了新的稳定区域，二次吸合现象发生．
且随着 λ 减小，此平衡点的位移和稳定区域均逐渐

变大．因此，可得到结论：λ 越小，发生吸合所需的

８３
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能量越大．另外，λ 变小，会促进微梁发生二次吸合

现象．

图 ５　 不同方程参数下无量纲参数 α１ 与静态平衡点的关系

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ α１ ａｎｄ ｓｔａｔｉｃ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｉｎｔ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

４　 动态分析

由于在微谐振器中 ＶＡＣ≪ＶＤＣ，因此，这里考虑

ＶＤＣ ＝Ｏ（１），ＶＡＣ ＝Ｏ（ε３），其中，ε 为小的无量纲参

数，方程（７）可以改为：
ｕ̈＋ε２μｕ̇＋ω２

ｎｕ＋ａｑｕ２＋ａｃｕ３ ＝ε３ ｆｓｉｎ（ωｔ） （１０）
ωｎ，ａｑ，ａｃ，ｆ 的表达式如下：

ωｎ ＝ ｋ１－３α２ｋ３ｘ２－α１
１．８０５６

１－１．４８ｘ－δλ( ) ３＋
１．８０５６

１＋１．４８ｘ－δλ( ) ３
æ

è
ç

ö

ø
÷

ａｑ ＝ －３α２ｋ３ｘ－α１
４．００８４３

１－１．４８ｘ－δλ( ) ４－
４．００８４３

１＋１．４８ｘ－δλ( ) ４
æ

è
ç

ö

ø
÷

ａｃ ＝ －α２ｋ３－α１
７．９０９９７

１－１．４８ｘ－δλ( ) ５＋
７．９０９９７

１＋１．４８ｘ－δλ( ) ５
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｆ＝
２×０．６１α１ρ

１－δλ－１．４８ｘ( ) ２

利用多尺度法对方程（１０）进行摄动分析，可
得到微梁的频响方程：

ａ２ μ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋（σ＋ａ２κ） ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｆ

２ωｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

（１１）

其中，κ＝
５ａ２

ｑ

１２ω３
ｎ

－
３ａｃ

８ωｎ
．

４．１　 厚度形态误差对等效固有频率的影响

图 ６ 为 α１ 与等效固有频率的关系．取 δ ＝ ２ ／ ３

进行分析．α１ ＝ ０ 时，为不考虑施加外力时系统的固

有频率，可以发现 λ 越大，微梁的固有频率越大．另
外，随着 α１ 的增大，等效固有频率降低直至为零，
体现了静电力明显的“弹簧软化”效应．若系统存在

二次吸合现象，则等效固有频率第一次降到 ０ 后，
会继续增大，然后再次迅速减小到 ０，且 λ 越小，等
效固有频率增加的范围越大．

图 ６　 不同方程参数下无量纲参数 α１ 与等效固有频率的关系

Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒ α１ ａｎｄ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ

ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｅｃｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

４．２　 厚度形态误差对软硬特性的影响

系统的软、硬特性由参数 κ 决定．当 κ＜０ 时，系
统响应为硬特性；当 κ＞０ 时，系统响应为软特性；
当 κ＝ ０ 时，系统会经历单稳态振动，即线性振动，
这是微谐振器工作的理想状态．通过图 ７ 可以发

现，若系统不满足二次吸合产生，则随着参数 α１ 的

增大，响应由硬特性转化为软特性．λ 增大，促进软

特性的产生．若系统满足二次吸合产生，在 α１ 较小

时，系统响应为硬特性，当发生二次吸合时，响应直

接跳跃到软特性区域．

图 ７　 不同方程参数下无量纲参数 α１ 与 κ 的关系

Ｆｉｇ．７　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒ α１ ａｎｄ κ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｅｃｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

５　 结论

本文研究了双极板静电驱动微梁谐振器，通过

９３
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设置参数方程反映微梁厚度形态误差．伽辽金法与

Ｎｅｗｔｏｎ⁃ｃｏｔｅｓ 法被应用去化简原数学模型．在静态

分析中通过求根公式求出等截面时微谐振器会发

生二次吸合需满足的条件．截面变薄会增大微谐振

器的吸合电压，使谐振器安全区域增大，相同环境

下工作更加稳定．同时，截面变薄会促进二次吸合

现象的发生．然后，利用多尺度法求出系统在小幅

振动下的频率响应．方程参数越大，微梁固有频率

越大．二次吸合产生时，系统等效固有频率第一次

降到 ０ 后，会出现反弹现象，且 λ 越小，等效固有频

率增加的范围越大．随激励电压的增大，微谐振器

由软特性向硬特性过渡，同时，λ 增大促进软特性

的产生．
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