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摘要　 本文主要研究边界条件下 ＦＮ(Ｆｉｚｈｕｇｈ￣Ｎａｇｕｍｏ)模型的神经定位动力学行为ꎬ首先针对带有扩散的

ＦＮ 模型进行了理论研究ꎻ然后通过离散拉普拉斯算子的方法ꎬ得到了 ＦＮ 模型带有边界的常微分方程ꎻ接着

分析了边界条件对系统斑图形态的具体影响ꎬ对混合边界不同参数取值进行了研究ꎬ得到了混合边界值和

矩阵谱倒数的关系ꎻ最后通过数值模拟的方法验证了已有实验结果ꎬ解释了上述系统的斑图机制ꎬ给出了斑

图形态的调控方法.
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引言

ＦＮ 模型是一个经典的反应扩散方程ꎬ常被应

用于生物神经电传导及神经元动力学行为研究等

方面ꎬ是 ＨＨ(Ｈｏｄｇｋｉｎ￣Ｈｕｘｌｅｙ)模型的简化[１－３] .研
究者也从不同方面和层次进行了应用和理论研究.
在基本模型应用上ꎬ研究者通过对 ＦＮ 模型的动力

学行为分析ꎬ试图解释了心颤致死的过程与螺旋波

失稳之间存在的作用关系[４]ꎬ且在 ＦＮ 模型的基础

上借助噪声随机共振能量实现图像复原ꎬ提高图像

输出质量[５] .另外在改进 ＦＮ 模型的原理上提出了

超宽带冲激无线电信号检测方法[６]ꎬ研究了磁场对

神经系统动力学行为的影响[７] .在理论上ꎬ学者们

研究了 ＦＮ 模型的稳定性ꎬ关于解存在性和唯一性

的初边值问题系统[８ꎬ９]ꎬ在 Ｌｅｖｙ 噪声和高斯白噪声

驱动下的概率密度函数及首次穿越时间[１０]ꎬ考虑

了具有延时效应的 ＦＮ 神经元组成的神经元网

络[１１]ꎬ以及时滞引起的振动[１２] .总之ꎬＦＮ 系统不管

在应用还是理论研究上都被做了大量研究.
斑图是一种由系统内部决定的、自发的对称性

破缺引起系统重新自组织的空间结构ꎬ能够准确描

述不同系统间共同存在的、具有普遍指导意义的空

间动力学行为ꎬ从而被广泛地应用在生物医学、物
理学以及材料控制工程等研究领域ꎬ是非线性动力

学的一个前沿方向[１３] .同时斑图动力学也用于 ＦＮ
模型的研究[１４－１６]ꎬ但是对其边界条件对斑图形态

影响的理论却研究甚少.
边界问题作为一种系统的可控条件ꎬ在一定程

度上也可以是外界的一种干扰手段.而外界干扰对

神经系统的信息处理及各项功能都有一定的影响.
对于生命而言ꎬ位置的感知和在空间的巡航能力ꎬ
无疑是至关重要的ꎬ而大脑内嗅皮层的网格细胞对

空间的认知有着决定作用[１７ꎬ１８]ꎬ其在一定程度上

受到目标物边界的影响.但边界对于网格细胞定位

的影响鲜有研究.鉴于以上分析ꎬ本文以 ＦＮ 模型的

边界条件为出发点ꎬ就神经系统的定位能力进行了

理论和数值研究.

１　 ＦＮ 模型

一般情况下ꎬ带有扩散项的 ＦＮ 模型可以表示

为:
∂ｕ
∂ｔ

＝ ｃ ｕ－ｕ
３

３
－Ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｄ１∇２ｕ

∂ｖ
∂ｔ

＝ ｃ(ａｕ－ｂｖ)＋ｄ２∇２ｖ
(１)
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式中ꎬｕ 为电势ꎬｖ 为恢复量ꎬａꎬｂꎬｃ 为非负参数ꎬｄ１ꎬ
ｄ２ 为非负的扩散系数ꎬ∇２ 为拉普拉斯算子.

本节首先考虑系统(１)在 ｄ１ ＝ ｄ２ ＝ ０ 情况下的

稳定性ꎬ在系统不动点(０ꎬ０)有雅克比矩阵

Ａ＝
ｃ －ｃ
ａｃ －ｂｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

进而可得特征方程

λ２＋(ｂｃ－ｃ)λ＋ａｃ２－ｂｃ２ ＝ ０ (２)
计算可证ꎬ当 ａ>ｂ>１ 时ꎬ系统是稳定的.以下研究内

容均在微分方程稳定的基础上进行研究的.
然后ꎬ同理可得带有扩散项的特征方程

λ２＋(ｄ１ｋ２＋ｄ２ｋ２＋ｂｃ－ｃ)λ＋ａｃ２－ｂｃ２＋ｄ１ｄ２ｋ４＋

ｂｃｄ１ｋ２－ｃｄ２ｋ２ ＝ ０ (３)

由于 ａ>ｂ>１ꎬ可知 ｄ１ｋ２ ＋ｄ２ｋ２ ＋ｂｃ－ｃ>０ꎬ那么系

统(３)失稳的充分条件为

Ｒ＝ａｃ２－ｂｃ２＋ｄ１ｄ２ｋ４＋ｂｃｄ１ｋ２－ｃｄ２ｋ２<０
进而分析研究系统(１)带有混合边界条件的

情况(如微分方程
∂ｙ
∂ｔ

＝ ｆ( ｔꎬｘ)ꎬ某一部分边界条件

满足 ｙ＝ ｆꎬ另一部分满足条件 ｃ０ｙ＋ｃ１
∂ｙ
∂ｘ

＝ｇ) .

下面对线性系统进行离散和矩阵分块.即线性

系统

∂ｐ
∂ｔ

＝Ａｐ＋Ｄ∇２ｐ (４)

式中ꎬｐ＝
ｕ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬＤ＝

ｄ１ ０

０ ｄ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ .

为了计算方便ꎬ本文采用 ｎ×ｎ 的网格进行离散

研究ꎬ左右边界设为 ０(即在左右边界处 ｙ ＝ ０)ꎬ即
有变量矩阵

ｕｎ×ｎ ＝

ｕ１１ ｕ１２ 􀆺 ｕ１ｎ－１ ｕ１ｎ

ｕ２１ ｕ２２ 􀆺 ｕ２ｎ－１ ｕ２ｎ

⋮ ⋮ ⋰ ⋮ ⋮
ｕｎ－１１ ｕｎ－１２ 􀆺 ｕｎ－１ｎ－１ ｕｎ－１ｎ

ｕｎ１ ｕｎ２ 􀆺 ｕｎｎ－１ ｕｎｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ｖｎ×ｎ ＝

ｖ１１ ｖ１２ 􀆺 ｖ１ｎ－１ ｖ１ｎ
ｖ２１ ｖ２２ 􀆺 ｖ２ｎ－１ ｖ２ｎ
⋮ ⋮ ⋰ ⋮ ⋮
ｖｎ－１１ ｖｎ－１２ 􀆺 ｖｎ－１ｎ－１ ｖｎ－１ｎ
ｖｎ１ ｖｎ２ 􀆺 ｖｎｎ－１ ｖｎｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

进而转化为变量数

ｕ１×ｎ２ ＝(ｕ１１ꎬｕ２１ꎬ􀆺ꎬｕｎ１ꎬｕ１２ꎬ􀆺ꎬｕｎ２ꎬ􀆺ꎬｕｎｎ) Ｔꎬ
ｖ１×ｎ２ ＝(ｖ１１ꎬｖ２１ꎬ􀆺ꎬｖｎ１ꎬｖ１２ꎬ􀆺ꎬｖｎ２ꎬ􀆺ꎬｖｎｎ) Ｔ

一般情况下ꎬ二维空间的拉普拉斯算子可以离

散为

Ｄｎ ＝

－２ １ ０ 􀆺 ０ ０
１ －２ １ ０ 􀆺 ０
０ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
０ ⋱ １ －２ １ ０
０ ⋱ ０ １ －２ １
０ ０ ０ ０ １ －２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
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ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

Ｃｎ ＝

１ ０ ０ 􀆺 ０ ０
０ １ ０ ０ 􀆺 ０
０ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
０ ⋱ ０ １ ０ ０
０ ⋱ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １
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ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
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÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

经过计算构造ꎬ拉普拉斯算子可以表示为

∇２
ｎ２×ｎ２ｕ１×ｎ２ ＝

Ｂｎ＋２

ｈ２

ｕ０

ｕ１×ｎ２

ｕｎ＋１

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

其中ꎬｕ０ ＝(ｕ１０ꎬ􀆺ꎬｕｎ０)ꎬｕｎ＋１ ＝(ｕ１ｎ＋１ꎬ􀆺ꎬｕｎｎ＋１)的取

值由边界条件决定.另外

Ｂｎ＋２ ＝

０ｎ×ｎ ０ｎ×ｎ ０ 􀆺 ０ ０

Ｃｎ×ｎ Ｄｎ×ｎ Ｃｎ×ｎ ０ 􀆺 ０

０ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
０ ⋱ Ｃｎ×ｎ Ｄｎ×ｎ Ｃｎ×ｎ ０

０ ⋱ ０ Ｃｎ×ｎ Ｄｎ×ｎ Ｃｎ×ｎ

０ ０ ０ ０ ０ｎ×ｎ ０ｎ×ｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

此时系统(４)可以改写为

∂
∂ｔ

ｕ１×(ｎ＋２) ２

ｖ１×(ｎ＋２) ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

ｄ１∇２
１×(ｎ＋２) ２ ０

０ ｄ２∇２
１×(ｎ＋２) ２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

ｕ１×(ｎ＋２) ２

ｖ１×(ｎ＋２) ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

ｃＩ(ｎ＋２) ２×(ｎ＋２) ２ －ｃＩ(ｎ＋２) ２×(ｎ＋２) ２

ａｃＩ(ｎ＋２) ２×(ｎ＋２) ２ －ｂｃＩ(ｎ＋２) ２×(ｎ＋２) ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｕ１×(ｎ＋２) ２

ｖ１×(ｎ＋２) ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

(５)
即有

∂
∂ｔ

ｕ１×(ｎ＋２) ２

ｖ１×(ｎ＋２) ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

Ｂ１１ Ｂ１２

Ｂ２１ Ｂ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｕ１×(ｎ＋２) ２

ｖ１×(ｎ＋２) ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (６)

其中ꎬ

３８
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Ｂ１１ ＝ ｃＩ(ｎ＋２) ２×(ｎ＋２) ２＋ｄ１∇２
(ｎ＋２) ２×(ｎ＋２) ２

Ｂ１２ ＝ －ｃＩ(ｎ＋２) ２×(ｎ＋２) ２

Ｂ２１ ＝ａｃＩ(ｎ＋２) ２×(ｎ＋２) ２

Ｂ２２ ＝ －ｂｃＩ(ｎ＋２) ２×(ｎ＋２) ２＋ｄ２∇２
(ｎ＋２) ２×(ｎ＋２) ２

以上过程把反应扩散系统(１)转化为具有耦合项

的常微分方程(６)ꎬ并且根据边界条件的不同ꎬ矩
阵 Ｂ 也会发生变化.而在实际模拟过程中 Ｂｎ＋２变为

Ｂｎ(剔除矩阵边界 ｎ 行 ｎ 列)ꎬ然后考虑边界条件

并加入矩阵 Ｂｎ 中.

２　 边界条件

混合边界的一般表达式为 ｙ ＝ ｆ(其中一部分边

界)ꎬｃ０ｙ＋ｃ１
∂ｙ
∂ｘ

＝ｇ１(另外一部分边界)ꎬ黎曼边界条

件为
∂ｙ
∂ｔ

＝ｇ２ .在本章中ꎬ系统变量 ｕ１ 受到边界条件

的影响
∂ｕ１

∂ｔ
＝ Ｃｕ０ ＋Ｄｕ１ ＋Ｃｕ２ꎬ根据边界条件可使 ｕ０

表示为关于 ｕ２ 的函数ꎬ此时方程(６)可简化为

∂
∂ｔ

ｕ
１×ｎ２

ｖ
１×ｎ２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ＝Ａ１

ｕ１×ｎ２

ｖ１×ｎ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

其中

Ａ１ ＝

Ｄ Ｃ＋ｂｄｙ１ 􀆺 ０ ０

Ｃ Ｄ 􀆺 ０ ０
⋮ ⋮ ⋰ ⋮ ⋮
０ ０ 􀆺 Ｄ Ｃ
０ ０ 􀆺 Ｃ＋ｂｄｙ１ Ｄ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

为含有边界条件的矩阵ꎬｂｄｙ１ꎬｂｄｙ２ 的取值分别由

ｕ０ꎬｕ２ 及 ｕｎꎬｕｎ－２的关系确定ꎬ且 Ｄ＝ＤｎꎬＣ ＝Ｃｎ .离散

的混合边界条件可表示为

ｃ０ｈ１ｙ(０ꎬｉ)＋ｃ２ｙ(０ꎬｉ)＝ ｙ(２ꎬｉ)＋ｇ１ｈ１

即有 ｙ(０ꎬｉ)＝
ｙ(２ꎬｉ)＋ｇ１ｈ１

ｃ０ｈ１＋ｃ１
进一步结合黎曼边界条件

ｙ(０ꎬｉ)＝ ｙ(２ꎬｉ)＋ｇ２ｈ
可得线性关系为

ｙ(０ꎬｉ)＝ ｇｙ(２ꎬｉ)＋ｃｏｎｓ (７)
同理可得 ｙ(ｎꎬｉ)＝ ｇｙ(ｎ－２ꎬｉ)＋ｃｏｎｓ

３　 数值模拟

本文中的数值均在 ＭＡＴＬＡＢ 中模拟ꎬ时间步

长和空间步长分别为 ０.０１ꎬ０.５ꎬ初始值为 ｕ( ｉꎬｊ)＝
１ꎬｖ( ｉꎬｊ)＝ ２ꎬ并且定义矩阵谱半径的倒数为空间信

息率.其中谱半径为

λ(Ａ)＝ ｍａｘ{ ｜λ１ ｜ ꎬｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ}
生物系统模型参数的取值为

ａ＝ ２ꎬｂ＝ １.５ꎬｃ＝ １ꎬｄ１ ＝ ０.１ꎬｄ２ ＝ １
边界条件采用如方程(７)线性关系并且 ｃｏｎｓ ＝

０.从方程(２)(３)可知系统(１)在没有扩散项的情况

下是稳定的(图 １)ꎬ带有扩散项时发生失稳(图 ２) .
下面针对矩阵 Ａ１ 中不同边界取值进行进究ꎬ

图 ３ 展示了边界条件的取值与矩阵 Ａ１ 谱倒数之间

的关系符合正态分布ꎬ与文献[１８]中空间信息率

保持一致.并且其斑图形态也会随之发生变化ꎬ如
图 ４ 的斑图呈现出严重两极分化形态ꎬ使神经系统

无法做出正确定位.随着 ｇ(信号强度先增后减)的
增大发生变化斑图形态发生变化ꎬ并且形成规则的

斑图 (图 ５)ꎬ但是并没有形成鲜明的对比. 当
ｇ＝ －１１５时ꎬ系统形成了明显的斑图形态(图 ６)ꎬ但
由于中间斑点斑图的拉长ꎬ不能形成神经定位唯一

的目标物.而当信号强度 λ－１达到最大时ꎬ会形成单

一的斑点图(图 ７)ꎬ此时在一定程度上意味着神经

系统定位成功.在相关文献[１８] 中也有此种现象ꎬ但
是斑点斑图也会随着 ｇ 值的继续增大而破裂(图 ８
－９)ꎬ并最终失去目标物(图 １０) .

图 １　 系统稳态演化

Ｆｉｇ.１　 Ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｓｔａｂｌｅ

图 ２　 Ｒ 的取值情况

Ｆｉｇ.２　 Ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ Ｒ

４８
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图 ３　 矩阵的谱和 ｇ 的关系

Ｆｉｇ.３　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｏｆ ｍａｔｒｉｘ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ａｎｄ ｇ

图 ４　 当 ｇ＝－１１６ 时的斑图形态

Ｆｉｇ.４　 Ｔｈｅ ｐａｔｔｅｒｎ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｗｈｅｎ ｇ＝－１１６

图 ５　 当 ｇ＝－１１５.５ 时的斑图形态

Ｆｉｇ.５　 Ｔｈｅ ｐａｔｔｅｒｎ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｗｈｅｎ ｇ＝－１１５.５

图 ６　 当 ｇ＝－１１５ 时的斑图形态

Ｆｉｇ.６　 Ｔｈｅ ｐａｔｔｅｒｎ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｗｈｅｎ ｇ＝－１１５

图 ７　 当 ｇ＝ ０ 时的斑图形态

Ｆｉｇ.７　 Ｔｈｅ ｐａｔｔｅｒｎ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｗｈｅｎ ｇ＝ ０

图 ８　 当 ｇ＝ ４ 时的斑图形态

Ｆｉｇ.８　 Ｔｈｅ ｐａｔｔｅｒｎ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｗｈｅｎ ｇ＝ ４

图 ９　 当 ｇ＝ ４.５ 时的斑图形态

Ｆｉｇ.９　 Ｔｈｅ ｐａｔｔｅｒｎ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｗｈｅｎ ｇ＝ ４.５

图 １０　 当 ｇ＝ ５ 时的斑图形态

Ｆｉｇ.１０　 Ｔｈｅ ｐａｔｔｅｒｎ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｗｈｅｎ ｇ＝ ５
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４　 结论

本文首先给出了系统的稳定性分析ꎬ然后通过

ＦＮ 模型边值问题的研究ꎬ提出了一种特殊边值问

题矩阵谱研究方法ꎬ确定了空间信息率和边界值的

关系ꎬ阐述了神经定位过程中目标物周围环境(边
界条件)变化对系统定位的影响ꎬ如空间信息率与

ｇ 之间的关系图(图 ３)说明了信息在 ｇ ＝ ０ 时最为

集中ꎬ对应的斑图也形成了单一的环形态(图 ７)ꎬ
与现实中集中定位保持一致性.在 ｇ≠０ 时ꎬ空间信

息迅速降低ꎬ而对应的斑图不再存在唯一的环状斑

图ꎬ即定位发生了变化ꎬ要么定位目标不唯一ꎬ要么

定位目标消失.这也是新的 ＦＮ 模型斑图机制ꎬ为神

经网格细胞(定位)的研究提供了理论指导.
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