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摘要　 胰腺 β 细胞在分泌胰岛素时会伴随生物放电活动.描述胰腺 β 细胞放电行为的数学模型有很多ꎬ为了

理论分析的方便ꎬ本文采用具有代表性的三维多项式模型ꎬ对两个电耦合胰腺 β 细胞的同步行为进行了研

究.通过构造恰当的李雅普诺夫函数ꎬ利用线性矩阵不等式、求解微分不等式获得了模型相应的全局渐近同

步和全局指数同步的理论判据ꎬ并借助 ＭＡＴＬＡＢ 进行数值模拟ꎬ进一步验证了理论结果的正确.
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引言

随着科学技术的不断进步ꎬ人们的生活水平显

著提高ꎬ但各种疾病也不断增多ꎬ比如人们俗称的

糖尿病.它是一种慢性的高血糖症ꎬ对人体来说ꎬ一
旦患上糖尿病ꎬ可能引起其它机体并发症ꎬ比如高

血压、高血脂等ꎬ对人体的危害程度显而易见.实验

表明ꎬ糖尿病是一种无法根治的代谢性疾病ꎬ基本

特征是机体内血糖浓度较高ꎬ根本病因是分泌的胰

岛素不足ꎬ而胰腺 β 细胞作为体内唯一的一类分泌

胰岛素的细胞ꎬ当其功能受到影响时ꎬ机体内糖代

谢过程会随之发生变化[１] .所以ꎬ对胰腺 β 细胞功

能性的研究成为学术领域和医疗领域一直关注的

焦点.
在社会、自然以及生物范畴ꎬ同步现象随处可

见.直到 １９９０ 年ꎬＰｅｃｏｒａ 和 Ｃａｒｒｏｌｌ 提出主稳定函数

法探讨了同步机理[２] .在他们提出混沌同步的基础

上ꎬ全球范围迅速掀起有关同步行为的研究热潮ꎬ
极大推动这一方面的研究进程[３－７] .大量实验表明ꎬ
生物系统中细胞的同步节律与信息传递和某些疾

病有密切关系ꎬ定性地探讨生物中的节律行为对我

们理解信息的传递和疾病的治疗具有重要作

用[８－１１] .对于胰腺 β 细胞来说ꎬ它们的节律放电ꎬ特
别是同步行为ꎬ对胰岛素的分泌有着密不可分的影

响[１２－１５] .由此可猜测ꎬ胰腺 β 细胞的同步与糖尿病

的病因有着一定联系.所以ꎬ研究耦合胰腺 β 细胞

的同步行为ꎬ对于探究糖尿病的病理有理论意义ꎬ
能够为糖尿病的治疗和预防提供进一步指导ꎬ具有

潜在的应用前景.
近些年ꎬ一些相关研究者利用非线性动力学的

理论和方法研究了胰腺 β 细胞的同步行发现了耦

合胰腺 β 细胞同步与相关参数值的关系及其模型

的多样性[７ꎬ１２－１５] .但由于其放电行为的复杂性和模

型的高维性ꎬ相关的理论研究成果比较少ꎬ而数学

方法的引入对于探讨神经系统工作机制中的普适

性的原理和结论可能起到重要作用ꎬ因此我们在此

利用矩阵不等式等数学理论来研究胰腺 β 细胞的

同步行为ꎬ这方面的研究是很少见的.
本文利用三维多项式模型研究两个胰腺 β 细

胞的同步现象.首先ꎬ通过一些数学相关知识得到

线性化的偏差系统ꎻ然后ꎬ通过构建恰当的李雅普

诺夫函数ꎬ利用线性矩阵不等式、求解微分不等式

和矩阵理论ꎬ获得偏差系统的零解的全局渐近稳定

和全局指数稳定的理论判据ꎻ最后ꎬ通过 ＭＡＴＬＡＢ
的模拟仿真证明理论的有效性.

１　 耦合胰腺 β 细胞同步性研究

１.１　 胰腺 β 细胞的放电模型

胰腺 β 细胞的放电活动丰富且复杂ꎬ许多实验

现象无法解释其中原理ꎬ需要建立数学模型通过数
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学方法来进一步研究.为了理论分析的方便ꎬ本文

选择较为简化的三维多项式模型来构建胰腺 β 细

胞:
ｕ＝ ｆ(ｕ)－ｗ－ｚ
ｗ ＝ｇ(ｕ)－３－ｗ
ｚ＝ε(β(ｕ－α)－ｚ)

(１)

其中:

ｆ(ｕ)＝ － ａ
３
ｕ３＋ａｒｕ２＋(１－ａ( ｒ２－η２))ｕ

ｇ(ｕ)＝ (１－ ａ
３
)ｕ３＋ａｒｕ２－(２＋ａ( ｒ２－η２))ｕ

ｕ 为胰腺 β 细胞的膜电位ꎬｗ 为调节相关离子(Ｋ＋

或 Ｃａ２＋)浓度的变量ꎬｚ 为慢电流ꎬε 为控制变量的

速度ꎬ其它量均为常数.
令 ａ＝ ３ꎬｒ＝ １ꎬη＝ ０.５ꎬε＝ ０.００３ꎬβ ＝ ４ꎬα＝ －１.６ꎬ

则利用 ＭＡＴＬＡＢ 画出的膜电位 ｕ 的时间历程图

为:

图 １　 胰腺 β 细胞膜电位的时间历程图

Ｆｉｇ.１　 Ｔｈｅ ｔｅｍｐｏｒａｌ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｍｅｍｂｒａｎｅ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｉｎ ｓｙｓｔｅｍ(１)

　 　 从图 １ 可以看出ꎬ胰腺 β 细胞的膜电位呈现出

一定的周期性.
下面ꎬ我们分两种耦合情况来分析耦合胰腺 β

细胞的同步行为.
１.２　 双向电耦合胰腺 β 细胞的同步性研究

选用三维多项式模型ꎬ对两个双向电耦合的胰

腺 β 细胞进行同步性研究ꎬ示意图如下:

图 ２　 两个双向线性耦合胰腺 β 细胞

Ｆｉｇ.２　 Ｔｗｏ￣ｗａｙ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌｌｙ ｃｏｕｐｌｅｄ ｐａｎｃｒｅａｔｉｃ β ｃｅｌｌｓ

　 　 由式(１)设胰腺 β 细胞 １ 的系统为:
ｕ１ ＝ ｆ(ｕ１)－ｗ１－ｚ１＋ｋ(ｕ２－ｕ１)

ｗ１ ＝ｇ(ｕ１)－３－ｗ１

ｚ１ ＝ε(β(ｕ１－α)－ｚ１)

(２)

胰腺 β 细胞 ２ 的系统为:
ｕ２ ＝ ｆ(ｕ２)－ｗ２－ｚ２＋ｋ(ｕ１－ｕ２)

ｗ２ ＝ｇ(ｕ２)－３－ｗ２

ｚ２ ＝ε(β(ｕ２－α)－ｚ２)

(３)

式中ꎬα 为常数ꎬｋ 为耦合强度.
令ｅ１ ＝ｕ１－ｕ２ꎬｅ２ ＝ｗ１－ｗ２ꎬｅ３ ＝ ｚ１－ｚ２ꎬ则式(２)减

去式(３)得到的偏差系统为:
ｅ１ ＝ ｆ ′(ζ)ｅ１－ｅ２－ｅ３－２ｋｅ１
ｅ２ ＝ｇ′(ζ)ｅ１－ｅ２
ｅ３ ＝εβｅ１－εｅ３

(４)

根据拉格朗日中值定理得:
ｆ ′(ζ)ｅ１ ＝ ｆ(ｕ１)－ｆ(ｕ２)
ｇ′(ξ)ｅ１ ＝ｇ(ｕ１)－ｇ(ｕ２)

其中ꎬ
ｆ ′(ζ)＝ －ａ ζ２＋２ａｒζ＋(１－ａ( ｒ２－η２))
ｇ′(ξ)＝ (３－ａ)ζ２＋２ａｒζ－(２＋ａ( ｒ２－η２))
由于 ζ 和 ξ 介于 ｕ１ 和 ｕ２ 之间ꎬ则 ζ 和 ξ 是有

界的ꎻ对于 ｗ 与 ｚꎬ只要估计器合适就可以被估计

出来ꎬ所以系统同步与耦合强度的关系是可求的.
引理 １[１６] (Ｓｃｈｕｒ 补)对给定的对称矩阵

Ｓｎ×ｎ ＝
Ｓ１１ Ｓ１２

ＳＴ
１２ Ｓ２２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

其中 Ｓ１１是 ｒ×ｒ 维的ꎬ以下三个条件是等价的:
(ｉ)Ｓ<０ꎻ
(ｉｉ)Ｓ１１<０ꎬＳ２２－ＳＴ

１２Ｓ
－１
１１ Ｓ１２<０ꎻ

(ｉｉｉ)Ｓ２２<０ꎬＳ１１－Ｓ１２Ｓ
－１
２２ ＳＴ

１２<０.

引理 ２[１６－１８] 如果对方程组(４)可以找到一个

定正函数 Ｖ(ｘ)ꎬ其通过(４)的全导数
ｄＶ
ｄｔ

为定负的ꎬ

则方程组(４)渐近稳定.
定义 １[１９] 任意给定系统(２)初始值(ｕ１( ｔ０)ꎬ

ｗ１( ｔ０)ꎬｚ１( ｔ０))ꎬ系统(３)的初始值(ｕ２( ｔ０)ꎬｖ２( ｔ０)ꎬ
ｚ２( ｔ０))ꎬ如果式(４)的零解满足如下不等式:

ｅ２１１( ｔ)＋ｅ２１２( ｔ)＋ｅ２１３( ｔ)≤ｋ(‖ｅ( ｔ０)‖)ｅ－α( ｔ－ｔ０)

(５)
式中ꎬα>０ꎬｋ(‖ｅ( ｔ０)‖)为一个依赖于‖ｅ( ｔ０)‖

８１
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的常数ꎬ那么式(４)的零解是全局指数稳定的ꎬ这
里称系统(２)和系统(３)全局指数同步.

定理 １　 任意给定系统(２)、(３)的初始值ꎬ分
别为 ( ｕ１ ( ｔ０ )ꎬｗ１ ( ｔ０ )ꎬ ｚ１ ( ｔ０ )、 ｕ２ ( ｔ０ )ꎬｗ２ ( ｔ０ )ꎬ ｚ２
( ｔ０))ꎬ如果式(４)中的 ｋ 满足如下不等式:ｋ>Ｍ / ２＋

(Ｎ－１) ２ / ８.
其中:

Ｍ＝ｍａｘ ｜ －ａζ２＋２ａｒζ＋(１－ａ( ｒ２－η２)) ｜
Ｎ＝ｍａｘ ｜ (３－ａ)ξ２＋２ａｒξ－(２＋ａ( ｒ２－η２)) ｜
ｍｉｎ(ｕ１ꎬｕ２)<ζ
ξ<ｍａｘ(ｕ１ꎬｕ２)

则系统(４)的零解全局渐近稳定ꎬ称系统(２)和系

统(３)全局渐近同步.
证明:
针对系统(４)ꎬ先构造一个恰当的 Ｌａｙｐｕｎｏｖ 函

数:

Ｖ＝ １
２

ｅ２１＋ｅ２２＋
１
εβ

ｅ２３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝(ｅ１ꎬｅ２ꎬｅ３)Ｐ(ｅ１ꎬｅ２ꎬｅ３) Ｔ

(６)

式中ꎬＶ( ｔ)是正定的ꎬＰ＝ ｄｉａｇ １
２
ꎬ １
２
ꎬ １
２εβ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ则 Ｖ 对

时间 ｔ 的导数:
ｄＶ
ｄｔ

＝ ｅ１ｅ１＋ｅ２ｅ２＋
１
εβ

ｅ３ｅ３ ＝( ｆ ′(ζ)ｅ１－ｅ２－ｅ３－

２ｋｅ１)ｅ１＋(ｇ′(ξ)ｅ１－ｅ２)ｅ２＋
１
εβ

(εβｅ１－εｅ３)ｅ３ ＝

－(２ｋ－ｆ ′(ζ))ｅ２１－ｅ２２－
１
β
ｅ２３＋(ｇ′(ξ)－１)ｅ１ｅ２≤

－(２ｋ－Ｍ)ｅ２１－ｅ２２－
１
β
ｅ２３＋(Ｎ－１)ｅ１ｅ２≤－(２ｋ－Ｍ)

｜ ｅ１ ｜ ２－ ｜ ｅ２ ｜ ２－
１
β
ｅ２３＋(Ｎ－１) ｜ ｅ１ ｜ ｜ ｅ２ ｜≤

( ｜ ｅ１ ｜ ꎬ ｜ ｅ２ ｜ ꎬ ｜ ｅ３ ｜ )Ａ( ｜ ｅ１ ｜ ꎬ ｜ ｅ２ ｜ ꎬ ｜ ｅ３ ｜ ) Ｔ (７)

式中:Ａ＝

－２ｋ＋Ｍ Ｎ－１
２

０

Ｎ－１
２

－１ ０

０ ０ － １
β

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

由已知条件 ｋ>Ｍ / ２＋(Ｎ－１) ２ / ８ 和引理 １ 知 Ａ<０ꎬ

从而得到:ｄＶ
ｄｔ

<０.再根据引理 ２ 得:系统(４)的零解

是全局渐近稳定的ꎬ则系统(２)和系统(３)全局渐

近同步.
如果 Ａ<０ꎬ则 Ａ 的最大特征值小于 ０ꎬ进一步ꎬ

我们还可以得出如下定理.
定理 ２　 任意给定系统(２)、(３)的初始值ꎬ分

别为(ｕ１( ｔ０)ꎬｗ１( ｔ０)ꎬｚ１( ｔ０)) 、(ｕ２( ｔ０)ꎬｗ２( ｔ０)ꎬｚ２
( ｔ０))ꎬ如果式(４)中的 ｋ 满足如下不等式:

ｋ>Ｍ / ２＋(Ｎ－１) ２ / ８.其中:
Ｍ＝ｍａｘ ｜ －ａζ２＋２ａｒζ＋(１－ａ( ｒ２－η２)) ｜
Ｎ＝ｍａｘ ｜ (３－ａ)ξ２＋２ａｒξ－(２＋ａ( ｒ２－η２)) ｜
ｍｉｎ(ｕ１ꎬｕ２)<ζ
ξ<ｍａｘ(ｕ１ꎬｕ２)

则系统(４)的零解全局指数稳定ꎬ称系统(２)和系

统(３)全局指数同步.
证明:在定理 １ 的基础上ꎬ该定理的证明比较

容易ꎬ过程如下:
同样地ꎬ针对系统 ( ４)ꎬ先构造一个恰当的

Ｌａｙｐｕｎｏｖ 函数:

Ｖ＝ １
２

ｅ２１＋ｅ２２＋
１
εβ

ｅ２３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝(ｅ１ꎬｅ２ꎬｅ３)Ｐ(ｅ１ꎬｅ２ꎬｅ３) Ｔ

(８)

式中:Ｖ( ｔ)是正定的ꎬＰ ＝ ｄｉａｇ( １
２
ꎬ １
２
ꎬ １
２εβ

) .假定

λｍｉｎ(Ｐ)为矩阵 Ｐ 的最小特征值ꎬλｍａｘ(Ｐ)为矩阵 Ｐ
的最大特征值ꎬ则 Ｖ 对时间 ｔ 的导数:
ｄＶ
ｄｔ

＝ ｅ１ｅ１＋ｅ２ｅ２＋
１
εβ

ｅ３ｅ３ ＝( ｆ ′(ζ)ｅ１－ｅ２－ｅ３－

２ｋｅ１)ｅ１＋(ｇ′(ξ)ｅ１－ｅ２)ｅ２＋
１
εβ

(εβｅ１－εｅ３)ｅ３ ＝

－(２ｋ－ｆ ′(ζ))ｅ２１－ｅ２２－
１
β
ｅ２３＋(ｇ′(ξ)－１)ｅ１ｅ２≤

－(２ｋ－Ｍ)ｅ２１－ｅ２２－
１
β
ｅ２３＋(Ｎ－１)ｅ１ｅ２≤－(２ｋ－Ｍ)

｜ ｅ１ ｜ ２－ ｜ ｅ２ ｜ ２－
１
β
ｅ２３＋(Ｎ－１) ｜ ｅ１ ｜ ｜ ｅ２ ｜≤

( ｜ ｅ１ ｜ ꎬ ｜ ｅ２ ｜ ꎬ ｜ ｅ３ ｜ )Ａ( ｜ ｅ１ ｜ ꎬ ｜ ｅ２ ｜ ꎬ ｜ ｅ３ ｜ ) Ｔ≤

λｍａｘ(Ａ)(ｅ２１＋ｅ２２＋ｅ２３) (９)

式中:Ａ ＝

－２ｋ＋Ｍ Ｎ－１
２

０

Ｎ－１
２

－１ ０

０ ０ － １
β

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ且 λｍａｘ(Ａ)为矩

阵 Ａ 的最大特征值.

９１
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由已知条件 ｋ>Ｍ / ２＋(Ｎ－１) ２ / ８ 和引理 １ 知 Ａ<
０ꎬ故λｍａｘ(Ａ)<０ꎬ从而

ｄＶ
ｄｔ

≤λｍａｘ(Ａ)(ｅ２１＋ｅ２２＋ｅ２３)

≤λｍａｘ(Ａ)
λｍａｘ(Ｐ)
λｍａｘ(Ｐ)

(ｅ２１＋ｅ２２＋ｅ２３)

≤
λｍａｘ(Ａ)
λｍａｘ(Ｐ)

[λｍａｘ(Ｐ)(ｅ２１＋ｅ２２＋ｅ２３)]

≤
λｍａｘ(Ａ)
λｍａｘ(Ｐ)

Ｖ

通过解其微分不等式得:

Ｖ(Ｘ( ｔ))≤Ｖ(Ｘ( ｔ０))ｅ
λｍａｘ(Ａ)

λｍａｘ(Ｐ)
( ｔ－ｔ０)

因为

λｍｉｎ(Ｐ)(ｅ２１＋ｅ２２＋ｅ２３)≤Ｖ(Ｘ( ｔ))
所以

ｅ２１＋ｅ２２＋ｅ２３≤
Ｖ(Ｘ( ｔ))
λｍｉｎ(Ｐ)

≤
Ｖ(Ｘ( ｔ０))
λｍｉｎ(Ｐ)

ｅ
λｍａｘ(Ａ)

λｍａｘ(Ｐ)
( ｔ－ｔ０)

(１０)
其中:Ｘ( ｔ)＝ (ｅ１( ｔ)ꎬｅ２( ｔ)ꎬｅ３( ｔ))ꎬＸ( ｔ０)＝ (ｅ１( ｔ０)ꎬ
ｅ２( ｔ０)ꎬｅ３( ｔ０))ꎬ由不等式(１０)和定义 １ 知:偏差系

统(４)的零解是全局指数稳定的ꎬ从而系统(２)和
系统(３)全局指数同步.
１.３　 单向耦合胰腺 β 细胞的同步性研究

同样地ꎬ选用三维多项式模型ꎬ对两个单向耦

合的胰腺 β 细胞进行同步性研究.无论是考虑胰腺

β 细胞 ２ 对胰腺 β 细胞 １ 的影响还是考虑胰腺 β 细

胞 １ 对胰腺 β 细胞 ２ 的影响ꎬ它们得到的偏差系统

是相同的ꎬ相应地ꎬ其同步行为也是一致的ꎬ所以本

文仅考虑其中一种情形下的同步行为.其示意图如

下所示:

图 ３　 单向电耦合胰腺 β 细胞

Ｆｉｇ.３　 Ｕｎｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌｌｙ ｃｏｕｐｌｅｄ ｐａｎｃｒｅａｔｉｃ β ｃｅｌｌｓ

　 　 由式(１)设胰腺 β 细胞 １ 的系统为:
ｕ１ ＝ ｆ (ｕ１)－ｗ１－ｚ１＋ｋ(ｕ２－ｕ１)

ｗ１ ＝ｇ(ｕ１)－３－ｗ１

ｚ１ ＝ε(β(ｕ１－α)－ｚ１)

(１１)

胰腺 β 细胞 ２ 的系统为:

ｕ２ ＝ ｆ (ｕ２)－ｗ２－ｚ２
ｗ２ ＝ｇ(ｕ２)－３－ｗ２

ｚ２ ＝ε(β(ｕ２－α)－ｚ２)

(１２)

式中:α 为常数ꎻｋ 为耦合强度.
令 ｅ１ ＝ｕ１－ｕ２ꎬｅ２ ＝ ｗ１ －ｗ２ꎬｅ３ ＝ ｚ１ －ｚ２ꎬ则式(１１)

减去式(１２)得到的偏差系统为:
ｕ２ ＝ ｆ ′(ζ)ｅ１－ｅ２－ｅ３－ｋｅ１
ｅ２ ＝ｇ′(ζ)ｅ１－ｅ２
ｅ３ ＝εβｅ１－εｅ３

(１３)

相应地ꎬ也得到了系统(１３)的全局渐近同步和全

局指数同步的理论判据.
定理 ３　 任意给定系统(１１)、(１２)的初始值ꎬ

分别为(ｕ１( ｔ０)ꎬｗ１( ｔ０)ꎬｚ１( ｔ０))、(ｕ２( ｔ０)ꎬｗ２( ｔ０)ꎬｚ２
( ｔ０)).如果式(１３)中的 ｋ 满足如下不等式:

ｋ>Ｍ＋(Ｎ－１) ２ / ４.
其中:

Ｍ＝ｍａｘ ｜ －ａζ２＋２ａｒζ＋(１－ａ( ｒ２－η２)) ｜
Ｎ＝ｍａｘ ｜ (３－ａ)ξ２＋２ａｒξ－(２＋ａ( ｒ２－η２)) ｜
ｍｉｎ(ｕ１ꎬｕ２)<ζ、ξ<ｍａｘ(ｕ１ꎬｕ２)

则系统(１３)的零解全局渐近稳定ꎬ称系统(１１)和

系统(１２)全局渐近同步.
定理 ４　 任意给定系统(１１)(１２)的初始值ꎬ分

别为(ｕ１( ｔ０)ꎬｗ１( ｔ０)ꎬｚ１( ｔ０))、(ｕ２( ｔ０)ꎬｗ２( ｔ０)ꎬｚ２
( ｔ０))ꎬ如果式(１３)中的 ｋ 满足如下不等式:

ｋ>Ｍ＋(Ｎ－１) ２ / ４.
其中:

Ｍ＝ｍａｘ ｜ －ａζ２＋２ａｒζ＋(１－ａ( ｒ２－η２)) ｜ ꎬ
Ｎ＝ｍａｘ ｜ (３－ａ)ξ２＋２ａｒξ－(２＋ａ( ｒ２－η２)) ｜ ꎬ
ｍｉｎ(ｕ１ꎬｕ２)<ζ、ξ<ｍａｘ(ｕ１ꎬｕ２)ꎬ

则系统(１３)的零解全局指数稳定ꎬ称系统(１１)和

系统(１２)全局指数同步.
其证明过程与双向耦合情况相似ꎬ在此不再赘述.

２　 数值模拟

双向耦合胰腺 β 细胞同步性分析的仿真结果:
令胰腺 β 细胞 １ 系统的初始条件为(０.４ꎬ０.７ꎬ

１.０)ꎬ胰腺 β 细胞 ２ 系统的初始条件为(０.４５ꎬ０.７ꎬ
１.０)ꎬ用 ＭＡＴＬＡＢ 对其仿真ꎬ得到如下结果.

若两个系统没有发生耦合时ꎬ即 ｋ ＝ ０ꎬ则偏差

系统(４)关于时间 ｔ 的变化图如下所示:
若按照定理 １ 和定理 ２ 的方法ꎬ加上耦合强度

０２
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ｋ 后ꎬ其仿真结果如图 ５ 所示.此时ꎬＭ ＝ ０.８４２５ꎬＮ ＝
１.８５ꎬ根据Ｍ 和 Ｎ 的值算出 ｋ 的范围ꎬ从中选取 ｋ＝
２.４ 使其达到同步.

从图 ５ 可以看出ꎬ系统(２)和系统(３)达到全

局渐近同步ꎬ进一步验证定理 １ 的正确性.

图 ４　 无耦合的偏差系统(４)的时间历程图

Ｆｉｇ.４　 Ｔｈｅ ｔｅｍｐｏｒａｌ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ(４)

ｗｉｔｈｏｕｔ ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ ｃｏｕｐｌｉｎｇ

图 ５　 有耦合的偏差系统(５)的时间历程图

Ｆｉｇ.５　 Ｔｈｅ ｔｅｍｐｏｒａｌ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ(４)

ｗｉｔｈ ｂｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ ｃｏｕｐｌｉｎｇ

最后ꎬ对耦合后的偏差系统时间历程图(即图

５)进行拟合ꎬ令
ｅ２１＋ｅ２２＋ｅ２３ ＝ ｆ( ｔ)
仿真结果如图 ６ 所示.

图 ６　 偏差系统(４)时间历程的拟合图

Ｆｉｇ.６　 Ｃｕｒｖｅ ｆｉｔｔｉｎｇ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｅｍｐｏｒａｌ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ(４)

ｗｉｔｈ ｂｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ ｃｏｕｐｌｉｎｇ

　 　 曲线的拟合结果为:ｆ(ｘ)＝ ｅ－５.８８８４－０.１００７ｔ .由此可

见ꎬｅ２１＋ｅ２２ ＋ｅ２３ 呈现很好的指数形式ꎬ由定义 １ 知系

统(４)的零解全局指数稳定ꎬ故系统(２)和系统(３)
全局指数同步ꎬ进一步证明定理 ２ 的正确性.

单向耦合胰腺 β 细胞同步性分析的仿真结果:
为了研究的方便ꎬ把单向耦合的初始条件与双

向耦合的初始条件设为一样.其仿真结果如图 ７ 所

示.此时ꎬＭ＝ ０.８４２５ꎬＮ ＝ １.８５ꎬ根据 Ｍ 和 Ｎ 的值算

出 ｋ 的范围ꎬ从中选取 ｋ＝ ５.０ 使其同步.

图 ７　 单向电耦合后的偏差系统(１３)的时间历程图

Ｆｉｇ.７　 Ｔｈｅ ｔｅｍｐｏｒａｌ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ(１３)

ｗｉｔｈ ｕｎｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ ｃｏｕｐｌｉｎｇ

　 　 从图 ７ 可以看出ꎬ系统(１１)和系统(１２)达到

全局渐近同步ꎬ进一步验证定理 ３ 的正确性.
最后ꎬ对耦合后的偏差系统时间历程图进行拟

合ꎬ令 ｅ２１＋ｅ２２＋ｅ２３ꎬ仿真结果如图 ８ 所示.

图 ８　 偏差系统(１３)时间历程的拟合图

Ｆｉｇ.８　 Ｃｕｒｖｅ ｆｉｔｔｉｎｇ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｅｍｐｏｒａｌ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ(１３)

ｗｉｔｈ ｕｎｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ ｃｏｕｐｌｉｎｇ

其中ꎬ曲线的拟合结果为:ｆ(ｘ)＝ ｅ－５.８４５１－０.１１４３ｔ .由此可

见ꎬｅ２１＋ｅ２２ ＋ｅ２３ 呈现很好的指数形式ꎬ由定义 １ 知系

统(１３)的零解全局指数稳定ꎬ故系统(１１)和系统

１２
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(１２)全局指数同步ꎬ进一步验证定理 ４ 的正确性.

３　 结论

本文讨论两个电耦合胰腺 β 细胞的同步动力

学行为.从上述讨论看出ꎬ对两个胰腺 β 细胞来说ꎬ
无论是双向耦合还是单向耦合ꎬ在一定的耦合强度

ｋ 下都呈现出了同步行为.通过比较ꎬ双向电耦合比

单向电耦合方式更容易令耦合胰腺 β 细胞同步.因
此从理论上来说ꎬ胰腺 β 细胞的连接方式对耦合系

统的同步行为有一定影响ꎬ也势必影响到耦合网络

的全局行为.本文的研究丰富了同步动力学理论ꎬ
也为研究更为复杂的胰腺 β 细胞网络的同步机理

打下基础.
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