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摘要 本文主要研究隔振对象重量变化对一类准零刚度隔振器隔振性能的影响，并给出了新的研究结果 .文
中使用欧拉屈曲梁构建负刚度调节结构并设计了隔振系统的平衡位置可调机构 .假设系统有轻微的过载和

超载，推导了系统的动力学方程并进行求解，定义了非线性隔振系统的力传递率及位移传递率来评价系统的

隔振性能 .对线性隔振系统，超载会让隔振频率略微降低，共振放大峰略微增大 .对于准零刚度隔振系统，力

传递率和线性系统类似，但是对于位移传递率，过载会导致系统固有频率和共振放大峰均升高，反而不利于

隔振 .研究结果可以对此类隔振系统的使用场合以及对过载和轻载的选择有工程指导意义 .
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引言

刚度和阻尼对被动隔振器来说是最基本的两个

参数，对于由刚度和阻尼组成的单自由度隔振系统，

刚度决定着固有频率，阻尼则控制着共振放大倍数 .
在工程应用时，刚度和阻尼都要选择的合适，刚度

太大固有频率过大导致隔振效果降低，而刚度过小

则承载能力缺失；阻尼太大会造成高频振动抑制效

果变差，而阻尼太小则会引起较大的共振放大倍数 .
理想的被动隔振器应在共振区提供大阻尼，高

频区提供小阻尼；在静承载时刚度大，在振动时又

能保持在小刚度 .近十年来，很多学者在着手解决

被动隔振中的矛盾，这其中，“准零刚度”隔振系统

尤为热门 .该隔振系统采取正负刚度并联的方式，

使系统在平衡位置最低可以获得零刚度的特性，之

所以称之为“准零刚度”，是因为其零刚度区间在理

论上只存在一点，偏离平衡位置后刚度便会大于

零 .Liu［1］对不同的负刚度机构及此类隔振系统进行

了详细的综述，陆泽琦［2］则对非线性被动隔振的最

新进展进行了综述 .Carrella［3，4］和Kovacic［5-7］对三根

弹簧组成的准零刚度系统进行了大量研究，其中也

包括双层隔振系统 .Platus［8］使用压杆的失稳来提

供负刚度，对一类准零刚度隔振器进行了研究 .刘
兴天［9］使用欧拉屈曲梁构造负刚度调节器，探讨了

其动力学特性；黄修长［10］则针对这个系统的刚度不

完美项进行分析，讨论了缺陷对隔振效果的影响 .
Arrieta等［11］、Shaw等［12］以及国内的陆泽琦等［13］通

过使用双稳态复合板构造负刚度机构也讨论了准

零刚度隔振系统的复杂动力学特性，并进行了试验

研究 .彭志科等［14］则对一类含有非线性刚度和非线

性阻尼的的隔振系统进行了传递率分析，在对非线

性频响函数进行求解时，提出了基于Volterra级数

的新方法 .Sun等人［15］提出了剪刀型的桁架结构来

达到准零刚度 .Zhou和 Liu［16］、Wu等［17］、Xu等［18］以

及Robertson等［19］通过采用永磁体或电磁体来获取

负刚度使系统的动态刚度在平衡点处降至零 .
Wang等［20］、Zhou等［21］以及 Wang等［22］针对凸轮-滚
珠-弹簧机构构造负刚度机构，并研究了双层隔振

及六自由度隔振系统在隔振性能上带来的优势 .
然而，大多数文献的焦点都集中在如何构建负

刚度机构以获取超低频隔振性能，而忽略了系统参

数的影响 .如上文提到的，准零刚度隔振系统的零

刚度点理论上只存在于一点，考虑到系统中存在的

摩擦等因素，要使得隔振对象平衡在零刚度点异常
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困难，而且隔振对象的重量往往无法调节 .在进行

工程应用时，必须考虑此类问题 .Shaw［23］通过采用

不对称的刚度结构来缓解重量带来的不利影响，而

Abolfathi［24］则评价了系统参数的变化对力激励下

准零刚度隔振系统的影响，同样，Wang［25］也讨论了

参数不完美对系统隔振性能的影响 .这些参数变化

对于精密隔振尤为重要 .
本文的落脚点定在隔振对象重量对准零刚度

隔振系统的影响上，考虑隔振对象的重量相对于理

想重量变化±10%对系统隔振性能的影响 .通过采

用力传递率和位移传递率的指标，来评估隔振性能

的变化，发现了完全不同于线性系统的现象 .为此

类隔振系统的工程应用提供了有益的指导 .
1 系统的动力学建模

在工程应用中，隔振器的许用负载是一个非常

重要的设计参数，隔振器承载的重量必须在许用负

载范围内 .否则可能会导致隔振器受损或隔振性能

恶化 .定义隔振器性能最优时的载荷为额定载荷；

当实际载荷大于或小于额定载荷时，隔振系统为过

载和轻载 .以超载情况为例，线性隔振器模型如图1
所示，刚度为常数，隔振器因超载静变形变大 .

本文采用欧拉屈曲梁的方式获取负刚度进而

构建准零刚度系统，隔振系统模型如图 2所示 .当
欧拉屈曲梁的两个端点在一条水平线时，对应准零

刚度系统，此时如果减小或增加隔振对象重量，则

平衡点会上移或者下移 .通常，无论是轻载或过载，

我们仍希望隔振对象平衡在零刚度点 .因此，本文

引入了一个垂向弹簧调节装置，轻载时，弹簧支撑

块向下移动，过载时弹簧支撑块向上移动，以此来

保证隔振对象平衡在零刚度点 .
考虑轻载和过载情况，系统的动力学方程由公

式（1）和公式（2）表示，分别对应于力激励和基础激

励工况 .
(m1 + m2 ü ) (t) + cu̇ (t) + kL (k3 u͂3 ) = f (t) （1）
(m1 + m2 ) δ̈ (t) + cδ̇ (t) + kL (k3 δ͂3 ) =

-(m1 + m2) z̈ (t)
（2）

其中 k3 为立方刚度系数，其表达形式为：
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公式（3）中的定义见参考文献［9］.令 u͂ = u

L
，δ͂ = δ

L
，

F͂e = Fe

kL
， Z͂0 = Z0L ， ωn = k/m1， ζ = c

2m1ωn

，

ωnt = τ，Ω = ω/ωn，μ = m2 /m1，可以将公式（1）和公

式（2）写成如下统一格式：

(1 + μ)Δ″ + 2ζΔ′ + k3Δ3 = ρa0 cos (Ωτ + θ)（4）
使用谐波平衡法求解方程（4），其稳态主响应

的解可设为：

Δ = A cos (Ωτ + ψ) （5）
将公式（5）代入到公式（4）中，经过一系列推导，

可得：
9
16 k23A61 -

3
2 k3 (1 + μ)Ω2A41

+((1 + μ) 2Ω4 + 4ζ2Ω2) A21 - ρ2a20 = 0
（6）

不同激励条件下的准零刚度隔振系统的响应曲线

由公式（7）决定 .分力激励和基础激励的条件可以

分别求解其响应，分别为：

Ω f1，2 =
( )3
4 ( )1+ μ k3A2 - 2ζ2 ± 1A ( )4ζ4A2 - 3k3 ( )1+ μ ζ2A4 + ( )1+ μ 2

F 2
e

( )1+ μ （7）
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图1 线性隔振系统的过载示意图

Fig.1 Model of a linear isolator and that with overload
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图2 准零刚度隔振系统的过载示意图

Fig.2 Model of a quasi-zero stiffness isolator and that with overload
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Ωd1，2 = 1
( )1 + μ

( )3
4 k3 ( )1 + μ A4 - 2ζ2A2 ± A2 9

16 ( )1 + μ 2
Z 20 k23A2 + 4ζ4 - 3( )1 + μ k3 ζ2A2

( )A2 - Z 20
（8）

力激励下的响应由公式（8）表示，当两条曲线

相等时，这时候对应着响应的最大值：

Af0peak = 2ζ3 + 4ζ6 + 3( )1 + μ 3
F 2
e k3

3k3 ( )1 + μ ζ
（9）

取得最大响应值时对应的频率为

Ω f
peak =

4ζ6 + 3( )1 + μ 3
F 2
e k3 - 6ζ3

4ζ
( )1 + μ （10）

同样可以求得基础激励下系统的最大响应以及对

应的频率

Adpeak = 2ζ2

( )3( )1 + μ k3 ζ2 - 9
16 ( )1 + μ 2

Z 20 k23

（11）

Ωd
peak = 1

( )1 + μ
( )3
4 k3 ( )1 + μ A4 - 2ζ2A2

( )A2 - Z 20
（12）

为比较方便，定义等效线性系统为去除负刚度

调节机构之后的隔振系统，对等效线性隔振系统的

要求是在相同载重下，其静变形和准零刚度隔振系

统保持一致 .对应的响应为：

Δ0 = ρa0

( )1 - ( )1 + μ Ω2 2 + 4ζ2Ω2
（13）

2 重量变化对传递率的影响

对隔振器性能进行评价的最重要指标之一就

是传递率，线性系统传递率再次毋庸赘述，对于准

零刚度隔振系统，各传递率定义为：

准零刚度隔振系统的力传递率可以写成：

Tnf = ( )k3A3
2 + 4ζ2Ω2A2

Fe

（14）
其中A为准零刚度隔振系统的稳态响应幅值 .

准零刚度隔振系统的相对位移传递率为：

Tnrd = A/Z0 （15）
准零刚度隔振系统的绝对位移传递率为：

Tnad = U0 /Z0 （16）
隔振系统重量对准零刚度隔振系统的影响见

图3到图5所示 .为对比方便，图中分别画出了对应

等效线性系统的传递率曲线 .考虑工程实际应用，

讨论了过载和轻载的情况 .力激励幅值定为 Fe =
5 × 10-4，位移激励幅值定为U0 = 2 × 10-3，系统阻

尼比定为 ζ = 0.01.考虑到隔振器的选用都有一定

的承载范围，因此本文仅考虑±10%以内的重量偏

离 .对于线性系统，重量增加后，其固有频率降低但

是共振放大峰加大，对于准零刚度隔振系统，从图

3中可以看出，其趋势和线性系统类似，峰值点频

率降低，最大响应增大 .通过图中也可以观察到，实

际上±10%的重量变化对力传递率的影响是有

限的 .
对于位移传递率，如图 4和图 5所示，情况和力

传递率相比发生很大变化，线性系统的表现不变，

但是对准零刚度隔振系统，过载会导致共振峰增大

而且共振频率也增大，这不利于对基础位移振动的

隔离 .因此，在采用准零刚度隔振器进行振动隔离

时，为获得更好的隔振性能，可以规定额定载荷的

区间在轻载和额定负载之间，尽量避免过载，可以

实现更好的隔振性能 .此外，轻载也可以让非线性

系统中的跳变现象消失，这对隔振也是有益的 .

3 结论

本文主要对隔振对象重量的变化对准零刚度

隔振器隔振性能的影响进行了研究 .假设系统有轻

微的过载和超载，推导了系统的动力学方程并进行
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Fig.3 Effects of load imperfection on the force transmissibility
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了求解，定义了力传递率以及位移传递率来评价隔

振系统的隔振性能 .研究结果表明：

1）对于力传递率，隔振对象重量变化对准零刚

度隔振系统的影响和线性系统类似，隔振对象重量

增大导致共振峰变大但固有频率降低；

2）对于位移传递率，隔振对象重量增大反而会

导致准零刚度隔振系统的共振峰和固有频率均增

大，这和线性系统显著不同；

3）准零刚度隔振系统用于隔离基础振动，轻载

还可以让跳变线性消失，这也对隔振有利 .

参 考 文 献

1 Liu C C，Jing X J，Daley S，et al. Recent advances in mi⁃
cro-vibration isolation，Mechanical Systems and Signal

Processing，2015，（56-57）：55~80
2 陆泽琦，陈立群 .非线性被动隔振的若干进展 .力学学

报，2017，49（3）：550~564（Lu Z Q，Chen L Q. Some re⁃
cent progresses in nonlinear passive isolations of vibra⁃
tions. Chinese Journal of Theoretical and Applied Mechan⁃
ics，2017，49（3）：550~564（in Chinese）

3 Carrella A. Passive vibration isolation isolators with high-
static-low-dynamic-stiffness［Ph. D Thesis］. Southamp⁃
ton：University of Southampton，2008

4 Carrella A，Brennan M J，Kovacic I，et al. On the force
transmissibility of a vibration isolator with quasi-zero-stiff⁃
ness. Journal of Sound and Vibration， 2009， 322：
707~717

5 Kovacic I，Brennan M J，Waters T P. A study of a nonlin⁃
ear vibration isolator with a quasi-zero stiffness character⁃
istic. Journal of Sound and Vibration， 2008， 315：
700~711

6 Kovacic I，Brennan M J，Lineton B. Effect of a static
force on the dynamic behavior of a harmonically excited
quasi-zero stiffness system. Journal of Sound and Vibra⁃
tion，2009，325：870~883

7 Kovacic I，Brennan M J，Lineton B. On the resonance re⁃
sponse of an asymmetric Duffing oscillator. International
Journal of Non-Linear Mechanics，2008，43：858~867

8 Platus D. Negative-stiffness-mechanism vibration isolation
systems. In：Proceedings of the SPIE’s International Sym⁃
posium on Vibration Control in Microelectronics，Optics
and Metrology，1991

9 Liu X T，Huang X C，Hua H X. On the characteristics of
a quasi-zero stiffness isolator using Euler buckled beam
as negative stiffness corrector. Journal of Sound and Vibra⁃
tion，2013，332：3359~3376

10 Huang X C，Liu X T，Sun J Y，et al. Vibration isolation
characteristics of a nonlinear isolator using Euler buckled
beam as negative stiffness corrector：A theoretical and ex⁃
perimental study. Journal of Sound and Vibration，2014，
333：1132~1148

11 Arrieta A F，Mattioni F，Neild S A，et al. Nonlinear dy⁃
namics of a bi-stable composite laminate plate with appli⁃
cations to adaptive structures. In：The 2nd European Con⁃
ference for Aero-Space Sciences，2007

12 Shaw A D，Neild S A，Wagg D J，et al. A nonlinear
spring mechanism incorporating a bistable composite
plate for vibration isolation. Journal of Sound and Vibra⁃
tion. 2013，332（24）：6265~6275

13 Lu Z Q，Yang T J，Brennan M J，et al. Experimental in⁃
vestigation of a two-stage nonlinear vibration isolation sys⁃
tem with high-static-low-dynamic stiffness. Journal of Ap⁃
plied Mechanics，2017，84：021001-1

14 彭志科，郎自强，孟光，等 .一类非线性隔振器振动传递

特性分析 .动力学与控制学报，2011，9（4）：314~320

 

 

10
-1

10
0

-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

40

Frequency Ratio/

R
e
la

ti
v

e
 D

is
p

la
c
e
m

e
n

t 
T

ra
n

sm
is

si
b

il
it

y
/d

B

10% overload

increase load

10% underload

perfect load

图4 重量变化对隔振系统相对位移传递率影响

（‘o’准零刚度共振峰，‘*’线性刚度共振峰）
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EFFECT OF LOAD IMPERFECTION ON VIBRATION ISOLAITON
PERFORMANCE OF A QUASI-ZERO-STIFFNESS ISOLATOR *

Liu Xingtian Kong Xiangsen Sun Jie Xu Yinsheng†
（Laboratory of Space Mechanical and Thermal Integrative Technology，Shanghai Institute of Satellite Engineering，

Shanghai 201109，China）
Abstract A quasi-zero-stiffness（QZS）isolator was configured by combining an Euler buckled beam negative stiffness
corrector and a linear isolator. Making the load balanced at the zero-stiffness point，the QZS isolator can offer ultra-low
frequency vibration isolation performance. However，overload or underload usually happens in practices. This paper in⁃
restigated the effects of load imperfection on the performance of the QZS isolator by using force and displacement trans⁃
missibility，which was also compared with the linear isolator. Assuming slight overload or underload and adjusting the ac⁃
tual load to the zero-stiffness position for the QZS isolator，the dynamic response of the vibration isolation system was ob⁃
tained by using the harmonic balance method. For the linear system，the resonant frequency decreases and the peak
transmissibility increases under overload. In the case of force transmissibility，the QZS system is similar to the linear sys⁃
tem. However，the displacement transmissibility is opposite. Increasing load makes both the peak and resonance frequen⁃
cy of the absolute and relative displacement transmissibility shift to higher values. The results presented here can be a
useful guideline when design such a kind of vibration isolator.
Key words negative stiffness， quasi-zero stiffness， nonlinear isolator， force transmissibility， displacement

transmissibility
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