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宽带噪声激励下带有分数阶控制器的强非线性
系统的随机平均技术 *
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摘要 运用随机平均法研究了宽带噪声激励下带有分数阶PIλDμ控制器的强非线性系统 .首先，应用广义谐

波平衡技术，将分数阶PIλDμ控制力分解为幅值依赖的等效拟线性阻尼力和拟线性回复力，得到了受控整数

阶等效非线性系统 .然后，运用基于广义谐和函数的随机平均法得到关于幅值的平均伊藤微分方程 .最后，建

立并求解相应的简化 Fokker-Planck-Kolmogorov（FPK）方程，得到稳态概率密度函数 .作为算例，考察了Duff⁃
ing-van de Pol振子 .数值结果表明随机平均法能够达到较高的精度，分数阶PIλDμ控制器能够对系统响应进

行有效的控制 .此外，宽带噪声参数 ξi、ωi及Di改变时，本文提出的方法仍具有较好的适用性，分数阶控制器仍

同样具有非常好的控制效果 .
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引言

分数阶微积分理论及其应用的研究在过去的

几十年中得到了广泛的开展［1-6］.随着分数阶微积

分理论的研究取得长足发展，其应用也逐渐受到重

视，特别是与现代控制理论相结合开辟了一个全新

的领域——分数阶控制 .传统的控制器如：朱位秋

等［7，8］基于拟哈密顿系统的随机平均法［9，10］和随机

动态规划原理［11］，设计了 Bang-Bang控制器，对谐

和与随机激励下Duffing系统的随机跳跃分岔进行

控制；冯长水等［12，13］通过改变时滞参数，研究了基

于时滞反馈控制器的窄带噪声激励下Duffing振子

的分岔控制；许勇等［14］采用正交多项式逼近法，并

利用随机反馈控制方法，对一类随机非线性系统的

Hopf分岔进行了控制等 .虽然，这些控制方法以及

控制器已取得了一定的成果，但仍存在一定的问

题，例如：Bang-Bang控制的不连续性，可能会导致

所得结果存在误差；反馈控制器由于时滞的存在，

会影响系统的稳定性，给系统带来更复杂的动力学

现象 .而分数阶控制器可以在避免这些误差的同时

能够获得更好的动力学行为和鲁棒性 .

目前，已有的分数阶控制器如：CRONE控制

器［15］、分数阶 PIλDμ控制器［16］、TID控制器［17］、超前

滞后校正补偿器［18］.Chen和Moore［19］把分数阶控制

的理论应用到实际的系统控制（如分数阶电容）中 .
应用表明，分数阶控制器比整数阶控制器的控制效

果更好 .陈林聪等［20］利用分数阶PID控制器对有界

噪声激励下 Duffing系统的随机 P分岔进行控制 .
Badreddine Boudjehem和Djalil Boudjehem［21］设计了

基于最小性能指标的分数阶 PID控制器 .Shah和
Agashe［22］对分数阶 PIλDμ控制器作了全面的评述 .
此外，在航空航天、通信等其他领域分数阶控制器

也都得到了很广泛的应用［23-30］.
目前，对分数阶控制器的研究大都集中在白噪

声激励情形 .如：李伟等［28］研究了基于分数阶 PID
控制器的高斯白噪声激励下随机动力系统的可靠

性；最近陈林聪等［29］运用随机平均法研究了高斯白

噪声激励下带有时滞反馈的分数阶PD控制器的单

自由度非线性系统，研究表明时滞会破坏分数阶控

制器的控制效果，且时滞参数和分数阶次的改变会

引起随机P分岔 .然而，白噪声是一个理想的过程，

忽略了实际噪声在小时间间隔内相关的事实，并不
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能代表真实噪声 .
随机平均法是用扩散的马尔柯夫过程来近似

响应 .近年来，随机平均法被扩展到研究具有分数

阶控制的非线性随机动力学系统［30-32］.本文运用随

机平均技术研究了宽带噪声激励下带有分数阶

PIλDμ控制器的强非线性系统 .首先，应用广义谐波

平衡技术将分数阶PIλDμ控制力解耦为幅值相关的

拟线性阻尼力和拟线性恢复力，得到受控整数阶系

统的等效非线性系统 .然后，应用基于广义谐和函

数的随机平均法得到平均漂移系数和扩散系数，进

而得到关于系统幅值的平均伊藤方程 .最后，求解

相应的FPK方程得到系统的稳态响应概率密度 .作
为算例，研究了Duffing-van de Pol 振子，研究表明

参数 ξi、ωi及Di发生变化时，本文所提出的方法同

样具有较好的适应性，近似解析解与蒙特卡罗模拟

结果十分吻合，分数阶控制仍同样具有非常好的控

制效果 .
1 问题阐述

考察宽带噪声作用下的强非线性振子，其运动

方程为：

Ẍ ( t ) + εf (X，Ẋ ) Ẋ ( t ) + g (X )
= ε1 2hi (X，Ẋ )Wi ( t ) + εu （1）

其中，X ( t )，Ẋ ( t )分别表示广义位移和广义速度，ε

是正小参数；εf (X，Ẋ )是弱非线性阻尼系数；g（X）

是线性或非线性回复力；ε1 2h (X，Ẋ )是随机力的振

幅；εu = εk0X ( t ) + εk1 I λX ( t ) + εk2DμX ( t ) 是分数

阶 PIλDμ控制力，其中，k0，k1，k2为常数 .IλX（t）和

DμX（t）分别是 Riemann-Liouville定义下的分数阶

积分和分数阶微分

DμX ( t ) = 1
Γ(1 - μ )

d
dt ∫0t X ( t - τ )τμ

dτ
IλX ( t ) = 1

Γ(λ) ∫0t X ( t - τ )τ1 - λ
dτ，0 < λ，μ < 1（2）

Wi（t）为宽带噪声激励，其有理谱密度

Si (ω ) = Di

π
1

(ω2 - ωi
2 )2 + 4ξ 2i ω2ω2

i

i = 1，2，3 （3）
ξi，ωi，Di为常数 .

当ε=0时，系统（1）退化为非线性保守振子

ẍ + g ( x ) = 0 （4）
系统的总能量H为

H = ẋ2 2 + U ( x ) （5）

式中

U ( x ) = ∫0x g (u )du （6）
表示为系统的势能 .假设U ( x ) ≥ 0相对于 x对称，

且在 x=0处取得最小值，则系统（4）存在一族周

期解

x ( t ) = a cosθ
ẋ ( t ) = -aν (a，θ )sinθ （7）

式中

θ = ϕ + γ0 （8）
ν (a，θ ) = 2 [U (a ) - U (a cosθ ) ]

a2 sin2θ （9）
这里，cosθ和 sinθ称为广义谐和函数；a为位移的幅

值；ν (a，θ )为振子的瞬时频率；γ0 为振子的初相

位角 .
将 ν (a，θ )展开为Fourier级数，得

ν (a，θ ) = b0 (a ) +∑
r = 1

∞
br (a )cos rθ （10）

可近似为

ν (a，θ ) =∑
r = 0

3
b2r (a )cos (2rθ ) （11）

式中

b0 = [ ω20 + 3α0A2 /4 ]1/2 (1 - η2 /16)
b2 = [ ω20 + 3α0A2 /4 ]1/2 (η/2 + 3η3 /64)
b4 = [ ω20 + 3α0A2 /4 ]1/2 ( -η2 /16)
b6 = [ ω20 + 3α0A2 /4 ]1/2 (η3 /64)
η = α0A2 (4ω20 + 3α0A2 ) ≤ 1 3 （12）

α0，ω0为常数 .利用式（12）前两个式子，通过数值迭

代可求得 b0和 b2，进而可求得 b4和 b6.
2 平均伊藤方程

由于 ε为小量，系统（1）的解在平衡点附近有

周期解，表示为

X ( t ) = A( t )cosΘ ( t )
Y ( t ) = Ẋ ( t ) = -A( t )ν ( A( t )，Θ ( t ) )sinΘ ( t ) （13）

式中

Θ ( t ) = Φ ( t ) + Γ ( t )
ν ( A，Θ ) = dΦdt =

2 [U ( A) - U ( A cosΘ ) ]
A2 sin2Θ （14）

这里的A（t），Θ（t），Φ（t），Γ（t）都是随机过程 .
将方程（13）代入系统方程（1），可解得关于 A，

Θ和Γ的随机微分方程

dA
dt = εF11 ( A，Θ ) +
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能代表真实噪声 .
随机平均法是用扩散的马尔柯夫过程来近似

响应 .近年来，随机平均法被扩展到研究具有分数

阶控制的非线性随机动力学系统［30-32］.本文运用随

机平均技术研究了宽带噪声激励下带有分数阶

PIλDμ控制器的强非线性系统 .首先，应用广义谐波

平衡技术将分数阶PIλDμ控制力解耦为幅值相关的

拟线性阻尼力和拟线性恢复力，得到受控整数阶系

统的等效非线性系统 .然后，应用基于广义谐和函

数的随机平均法得到平均漂移系数和扩散系数，进

而得到关于系统幅值的平均伊藤方程 .最后，求解

相应的FPK方程得到系统的稳态响应概率密度 .作
为算例，研究了Duffing-van de Pol 振子，研究表明

参数 ξi、ωi及Di发生变化时，本文所提出的方法同

样具有较好的适应性，近似解析解与蒙特卡罗模拟

结果十分吻合，分数阶控制仍同样具有非常好的控

制效果 .
1 问题阐述

考察宽带噪声作用下的强非线性振子，其运动

方程为：

Ẍ ( t ) + εf (X，Ẋ ) Ẋ ( t ) + g (X )
= ε1 2hi (X，Ẋ )Wi ( t ) + εu （1）

其中，X ( t )，Ẋ ( t )分别表示广义位移和广义速度，ε

是正小参数；εf (X，Ẋ )是弱非线性阻尼系数；g（X）

是线性或非线性回复力；ε1 2h (X，Ẋ )是随机力的振

幅；εu = εk0X ( t ) + εk1 I λX ( t ) + εk2DμX ( t ) 是分数

阶 PIλDμ控制力，其中，k0，k1，k2为常数 .IλX（t）和

DμX（t）分别是 Riemann-Liouville定义下的分数阶

积分和分数阶微分

DμX ( t ) = 1
Γ(1 - μ )

d
dt ∫0t X ( t - τ )τμ

dτ
IλX ( t ) = 1

Γ(λ) ∫0t X ( t - τ )τ1 - λ
dτ，0 < λ，μ < 1（2）

Wi（t）为宽带噪声激励，其有理谱密度

Si (ω ) = Di

π
1

(ω2 - ωi
2 )2 + 4ξ 2i ω2ω2

i

i = 1，2，3 （3）
ξi，ωi，Di为常数 .

当ε=0时，系统（1）退化为非线性保守振子

ẍ + g ( x ) = 0 （4）
系统的总能量H为

H = ẋ2 2 + U ( x ) （5）

式中

U ( x ) = ∫0x g (u )du （6）
表示为系统的势能 .假设U ( x ) ≥ 0相对于 x对称，

且在 x=0处取得最小值，则系统（4）存在一族周

期解

x ( t ) = a cosθ
ẋ ( t ) = -aν (a，θ )sinθ （7）

式中

θ = ϕ + γ0 （8）
ν (a，θ ) = 2 [U (a ) - U (a cosθ ) ]

a2 sin2θ （9）
这里，cosθ和 sinθ称为广义谐和函数；a为位移的幅

值；ν (a，θ )为振子的瞬时频率；γ0 为振子的初相

位角 .
将 ν (a，θ )展开为Fourier级数，得

ν (a，θ ) = b0 (a ) +∑
r = 1

∞
br (a )cos rθ （10）

可近似为

ν (a，θ ) =∑
r = 0

3
b2r (a )cos (2rθ ) （11）

式中

b0 = [ ω20 + 3α0A2 /4 ]1/2 (1 - η2 /16)
b2 = [ ω20 + 3α0A2 /4 ]1/2 (η/2 + 3η3 /64)
b4 = [ ω20 + 3α0A2 /4 ]1/2 ( -η2 /16)
b6 = [ ω20 + 3α0A2 /4 ]1/2 (η3 /64)
η = α0A2 (4ω20 + 3α0A2 ) ≤ 1 3 （12）

α0，ω0为常数 .利用式（12）前两个式子，通过数值迭

代可求得 b0和 b2，进而可求得 b4和 b6.
2 平均伊藤方程

由于 ε为小量，系统（1）的解在平衡点附近有

周期解，表示为

X ( t ) = A( t )cosΘ ( t )
Y ( t ) = Ẋ ( t ) = -A( t )ν ( A( t )，Θ ( t ) )sinΘ ( t ) （13）

式中

Θ ( t ) = Φ ( t ) + Γ ( t )
ν ( A，Θ ) = dΦdt =

2 [U ( A) - U ( A cosΘ ) ]
A2 sin2Θ （14）

这里的A（t），Θ（t），Φ（t），Γ（t）都是随机过程 .
将方程（13）代入系统方程（1），可解得关于 A，

Θ和Γ的随机微分方程

dA
dt = εF11 ( A，Θ ) +

71
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εF12 ( A，Θ，u ) +ε1 2∑
k = 1

3
G′1k ( A，Θ )Wi ( t )

dΓ
dt = εF21 ( A，Θ ) + εF22 ( A，Θ，u )

+ε1 2∑
k = 1

3
G′2k ( A，Θ )Wi ( t )

dΘ
dt = ω ( A) + εF21 ( A，Θ ) + εF22 ( A，Θ，u )

+ε1 2∑
k = 1

3
G′2k ( A，Θ)Wi ( t ) （15）

其中

F11 = - A
2ν2 sin2Θ
g ( A) f ( A cosΘ，- Av sinΘ )

F12 = - -Aν sinΘg ( A) u ( t )
F21 = - Aν

2 cosΘ sinΘ
g ( A) f ( A cosΘ，- Av sinΘ )

F22 = - ν cosΘg ( A) u ( t )
G′1k = -Aν sinΘg ( A) h ( A cosΘ，- Av sinΘ )
G′2k = -ν cosΘg ( A) h ( A cosΘ，- Av sinΘ ) （16）
由方程（15）可知，A（t）和Γ（t）为慢变量，Θ（t）

为快变量 .当 τ较小时，存在如下近似关系：

A( t - τ ) ≈ A( t ) = A，Γ( t - τ ) ≈ Γ( t ) = Γ，
Θ ( t - τ ) ≈ Θ ( t ) - ω ( A)τ，dΘ ( t - τ )dt ≈ ω ( A)

（17）
应用方程（13）和（17），可得如下近似关系：

X ( t - τ ) = A cosΘ cosω ( A)τ + A sinΘ sinω ( A)τ
Ẋ ( t - τ ) = -Aω ( A)sinΘ cosω ( A)τ

+Aω ( A)cosΘ sinω ( A)τ （18）
根据广义谐波平衡技术，u（t）可解耦为幅值依

赖的等效拟线性阻尼力和拟线性回复力

εu ( t ) = εC ( A) Ẋ ( t ) + εK ( A)X ( t ) （19）
其中

εC ( A) = -εk1b0 -λ - 1 sin ( λπ2 )
+εk2b0 μ - 1 sin ( μπ2 ) （20）

εK ( A) = εk0 + εk1b-λ0 cos ( λπ2 )
+εk2bμ0 cos ( μπ2 ) （21）

εC（A）和εK（A）的详细计算过程见附录A.
将方程（19）代入系统方程（1），得到与系统方

程（1）等价的系统

Ẍ ( t ) + ε [ f (X，Ẋ ) - C ( A) ] Ẋ ( t ) + g (X )
-εK ( A)= ε1 2h (X，Ẋ )Wi ( t ) （22）
与系统（22）相应的能量为

H = Ẋ 2 2 - εK ( A)X 2 2 + ∫0X g ( x )dx （23）
相应地，方程（15）可表述为

dA
dt = εF1 ( A，Θ ) + ε1 2∑k = 1

l

G1k ( A，Θ )Wk ( t )
dΘ
dt =ω ( A) + εF2 ( A，Θ ) + ε1 2∑k= 1

l

G2k ( A，Θ )Wk ( t )
（24）

其中

F1 = - A2ν2 sin2Θ
εK ( A) A + g ( A)
×ε[ f ( A cosΘ，- Av sinΘ ) + C ( A) ]

F2 = - Aν2 cosΘ sinΘ
εK ( A) A + g ( A)
×ε[ f ( A cosΘ，- Av sinΘ ) + C ( A) ]

G1k = -Aν sinΘ
εK ( A) A + g ( A) fk ( A cosΘ，- Av sinΘ )

G2k = -ν cosΘ
εK ( A) A + g ( A) × fk ( A cosΘ，- Av sinΘ )

（25）
基于Khasminskii极限定理［33］，当 ε → 0时，在

ε-1量级时间区间上，A弱收敛于一维扩散过程 .对
Θ作0到2π的平均，得

dA = -m 1 ( A)dt + -σ 1 ( A)dB ( t ) （26）
其中平均漂移和扩散系数分别为

-m 1 ( A) = ε F11 ( A，Θ ) + F12 ( A，Θ )
Θ

+ ∫-∞0 ( )|

|
||

∂G1k
∂A

t

G1l| t + τRkl (τ ) + |

|
||

∂G1k
∂Θ

t

G2l| t + τRkl (τ ) dτ
Θ

-σ 1 ( A) = ε ∫-∞0 G1k| tG1l| t + τRkl (τ ) dτ
Θ

（27）
式中< • > Θ表示对Θ作平均

< • > Θ = 1
2π ∫02π • dΘ （28）

Skl (ω ) = 1π ∫-∞0 Rkl (τ )cosωτdτ
Ikl (ω ) = 1π ∫-∞0 Rkl (τ )sinωτdτ （29）

Rkl (τ )表示系统激励的相关函数，即

E [Wk (t)Wl (t + ι) ] = Rkl (τ ) （30）
现将Gik展开成Fourier级数
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Gik = Gik0 ( A) +∑
r = 1

∞ [G (c)
irk ( A)cos rΘ + G ( s)

irk ( A)sin rΘ ]
（31）

式（31）代入式（27），完成对 τ的积分和对 θ的
平均后，得

-m 1 ( A) =F10 ( A) +π dG1k0dA G1l0Skl (0 )
+π2∑r = 1

∞ { [ dG (c)1kr
dA G (c)1lr + dG

( s)1kr
dA G ( s)1lr + r (G ( s)1krG (c)2lr

-G (c)1krG ( s)2lr ) ]× Skl ( rω ( A) ) +[ dG
(c)1kr

dA G ( s)1lr - dG
( s)1kr

dA G (c)1lr

+r (G ( s)1krG ( s)2lr +G (c)1krG (c)2lr ) ]× Ikl ( rω ( A) ) }
-σ 1 ( A) = 2πG1k0G1l0Skl (0 )

+π∑
r = 1

∞ [ (G (c)1kr G (c)1lr + G ( s)1krG ( s)1lr ) × Skl ( rω ( A) )
+(G (c)1krG ( s)1lr - G ( s)1krG (c)1lr )Ikl ( rω ( A) ) ] （32）

3 稳态概率密度函数

与伊藤随机微分方程相应的FPK方程

∂p
∂t = -

∂(-m 1 ( A) p )
∂A + 12

∂2 (-σ 2
1 ( A) p )
∂A2 （33）

这里 p = p ( A，t|A0 )是关于幅值的转移概率密度，平

均FPK方程的初始条件为

p ( A，0) = δ ( A - A0 ) （34）
相应的边界条件为

p = finite，当A = 0 （35）
p，∂p ∂A → 0，当A→ ∞ （36）

在上述边界条件下，方程（32）具有如下形式的平

稳解

p ( A) = C0
-σ

2
1 ( A)

exp é
ë
ê
ê∫0a 2-m 1 (u )

-σ
2
1 (u )

duù
û
ú
ú （37）

其中C0为归一化常数 .
相应地，由 p ( A)可以得到关于广义位移和速

度的联合概率密度

p ( x，y ) = p ( x，ẋ ) = |

|
||

p ( A)
g ( A)

ω ( A)
2π

A = V -1 (H )
（38）

这里A = V -1 (H )是H = H ( A)的反函数 .
4 算例

考虑宽带噪声激励下带有分数阶PIλDμ控制的

Duffing-van del Pol振子 .其运动方程为

Ẍ ( t ) + ( -β1 + β2X 2 )Ẋ ( t ) + ω20X + α0X 3

= W1 ( t ) + XW2 ( t ) + ẊW3 ( t ) + εu （39）

其中β1，β2，ω0，α0为常数 .
于是，与系统（39）等效的非线性随机系统为

Ẍ ( t ) + ( -β1 + β2X 2 - εC ( A) ) Ẋ + (ω20 -
εK ( A) )X + α0X 3 = W1 ( t ) + XW2 ( t ) + ẊW3 ( t )
+α0X 3 = W1 ( t ) + XW2 ( t ) + ẊW3 ( t ) （40）
系统（39）的能量H为

H = Ẋ 2 2 + (ω20 - εK ( A) )X 2 2 + α0X 4 4
（41）

系统（40）对应的平均伊藤方程形如式（26），其

中平均漂移系数-m 1 ( A)和平均扩散系数-σ
2
1 ( A)见

附录B.
方程（40）的FPK方程可由（33）式求得，稳态概

率密度函数 p ( x，ẋ )可由式（38）得到 .图 1-2分别为

未控与受控时关于广义位移与速度的联合概率密

度函数，其中 x轴表示广义位移，y轴表示广义速

度 .左图（a）为近似解析结果，右图（b）为模拟结果 .
由图可知，近似解析解与蒙特卡罗模拟结果都吻合

较好，这表明本文所提方法的有效性 .另外，系统未

控情形时（见图1），响应表现为一个扩散的极限环 .
当加上控制时，由图 2知，响应都得到显著减小，极

限环消失，变为一个单峰，说明了分数阶控制器可

以达到较好的控制效果 .

图1 未控系统关于广义位移与速度的联合概率密度 .其他参数为

β1=0.01，β2=0.02，ω0=1.0，α0=1.0，ω1=ω2=ω3=5.0，ξ1 =ξ2 =ξ3 =0.5，
εk0=εk1 =εk2 =0.0，D1=D2=0.2，D3=0.1

Fig.1 Joint probability density of generalized displacement and
velocity of uncontrolled system. The other parameters are β1=0.01，

β2=0.02，ω0=1.0，α0=1.0，ω1=ω2=ω3=5.0，ξ1 =ξ2 =ξ3 =0.5，
εk0=εk1=0.0，εk2=0.0，D1=D2= 0.2，D3=0.1

图2 λ=μ=0.35，εk0=εk2=-0.1，εk1=0.1时受控系统关于广义位移

与速度的联合概率密度 .其他参数同图1
Fig.2 Joint probability density of generalized displacement and veloc⁃
ity of controlled system with λ=μ=0.35 and εk0=εk2=-0.1，εk1=0.1.

The other parameters are the same as those in Fig.1
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另外，本文还分别考察了宽带激励参数 ξi和ω，

i以及激励强度Di变化时本文所提方法的适用性，

以及分数阶 PIλDμ控制器对系统响应的控制效果

（分别见图 3-8）.类似图 1和图 2，图 3（a），5（a）与 7
（a）表示近似解析结果，图 3（b），5（b）与 7（b）表示

蒙特卡罗模拟结果 .由这些图可知，近似解析解与

蒙特卡罗模拟结果仍然吻合较好 .同时，分数阶

PIλDμ控制器仍具有较好的适应性，消除了极限环，

成功实现了对系统响应的控制 .

5 结论

本文运用随机平均法研究了基于分数阶PIλDμ

控制器的宽带噪声激励下的强非线性系统 .基于广

义谐波平衡技术，将分数阶控制力表示为幅值依赖

的等效拟线性阻尼力和拟线性回复力，再用广义谐

和函数将等效非线性系统转化为关于幅值的平均

伊藤随机微分方程，建立并求解相应的 FPK方程 .
在求解伊藤随机微分方程时，运用随机平均法得到

了系统平均漂移系数、扩散系数以及平稳概率密度

的闭合表达式，简化了求解过程，尤其是将分数阶

控制力等效为整数阶控制力，克服了分数阶微积分

模拟耗时长的问题 .数值结果表明近似解析解与原

方程的蒙特卡罗模拟结果吻合较好，说明随机平均

法的适用性和高精度 .分数阶 PIλDμ控制器对系统

响应进行了有效控制 .另外，宽带随机激励参数发

生变化时，文中所提出的方法同样具有较好的适应

性，近似解析解与蒙特卡罗模拟结果十分吻合，分

数阶控制仍同样具有非常好的控制效果 .
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STOCHASTIC AVERAGING TECHNIQUE OF STRONGLY
NONLINEAR SYSTEMS WITH FRACTIONAL-ORDER

CONTROLLER UNDER THE WIDE-BAND NOISE EXCITATION *

Liang Xiao Chen Lincong† Zhao Yaobing
（College of Civil Engineering，Huaqiao University，Xiamen 361021，China）

Abstract The stochastic averaging technique is used to study the strongly nonlinear systems with fractional-order
PIλDμ controller under wide-band noise excitation. Firstly，the generalized harmonic balance technique is applied to de⁃
couple the fractional order PIλDμ control force into the amplitude-dependent equivalent quasi-linear damping force and re⁃
store force，and the original system is replaced by a controlled equivalent nonlinear system. Then，the averaged Itô dif⁃
ferential equation for the amplitude is derived by using the stochastic averaging method based on the generalized harmon⁃
ic function. Finally，the stationary probability density function is obtained from the reduced Fokker-Planck-Kolmogorov
（FPK）equation. As an illustrative example，Duffing-van de Pol oscillator is investigated. Numerical results display that
stochastic averaging method can yield the high precision，and the fractional order PIλDμ controller can control the system
response effectively. Furthermore，the study finds that the proposed method can work well and the fractional order
PIλDμ controller still has very good control effect for the change of wide-band noise parameters ξi，ωi ，and Di.
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附录A

εu = εk0X + εk1 I λX ( t ) + εk2DμX ( t ) = εk0X + εk1
Γ(λ) ∫0

t X ( t - τ )
τ1 - λ

dτ + εk2
Γ(1 - μ )

é

ë
êê

ù

û
úú

X (0 )
tμ

+ ∫
0

t Ẋ ( t - τ )
τμ

dτ

= εk0A( t )cosΘ ( t ) + εk1
Γ(λ) A( t ) ×

é

ë
êê

ù

û
úúcos Θ( t ) ∫

0

t cosωτ
τ1 - λ

dτ + sin Θ( t ) ∫
0

t sinωτ
τ1 - λ

dτ + εk2
Γ(1 - μ ) {

X (0 )
tμ

-A( t )ω [ sinΘ ( t ) ∫
0

t cosωτ
τμ

dτ - cosΘ ( t ) ∫
0

t sinωτ
τμ

dτ ] }
（A-1）

为进一步简化，引入如下渐进积分

∫0t cos (ωτ )τα
dτ = ωα - 1 ∫0s cos (u )uα

du = ωα - 1 [ Γ(1 - α )sin ( απ2 ) + sin ( s)
sα

+ Ο( s-α - 1 ) ]
∫0t sin (ωτ )τα

dτ = ωα - 1 ∫0s sin (u )uα
du = ωα - 1 [ Γ(1 - α )cos ( απ2 ) - cos ( s)

sα
+ Ο( s-α - 1 ) ] （A-2）

其中，u = ωτ，s = ωt
可得

εu = ( -εk1b0 -λ - 1 sin ( λπ2 ) + εk2b0 μ - 1 sin ( μπ2 ) ) Ẋ ( t ) + (εk0 + εk1b-λ0 cos ( λπ2 ) + εk2bμ0 cos ( )μπ
2 )X ( t )

（A-3）
其中

εC ( A) == -εk1b0 -λ - 1 sin ( λπ2 ) + εk2b0 μ - 1 sin ( μπ2 )
εK ( A) = εk0 + εk1b-λ0 cos ( λπ2 ) + εk2bμ0 cos ( μπ2 ) （A-4）

附录B
算例一得到的平均漂移系数和平均扩散系数

-m 1 ( A) = β1 ( Aω
20 + K ( A) A + 0.625α0A3 )

2[ ]ω20 + K ( A) + α0A2
- β2 ( A

3ω20 + K ( A) A3 + 0.75α0A5 )
8[ ]ω20 + K ( A) + α0A2

+ ( Aω
20 + K ( A) A + 0.625α0A3 )
2[ ]ω20 + K ( A) + α0A2

× ( - εk1b0 -λ - 1 sin ( λπ2 ) + εk2b0 μ - 1 sin ( μπ2 ))
}+b6S2 ( )8ω d

dA
é

ë
êê

ù

û
úú

Ab6
ω20 + K ( A) + α0A2 + πA

16[ ]ω20 + K ( A) + α0A2 2

×[ ( )2b0 - b4 ( )2b0 + 2b2 + b4 × S2 (2ω) + 2 ( )b2 - b6 ( )b2 + 2b4 + b6 S2 ( )4ω
+3b4 (b4 + 2b6) S2 (6ω) + 4b26S2 (8ω) ] + πA

8[ ]ω20 + K ( A) + α0A2 2 { (2b0 - b2) S1 (ω)

× ddA
é

ë
êê

2b0 - b2
ω20 + K ( A) + α0A2

ù

û
úú + (b2 - b4) S1 (3ω) ddA

é

ë
êê

b2 - b4
ω20 + K ( A) + α0A2

ù

û
úú

+( )b4 - b6 S1 ( )5ω d
dA

é

ë
êê

ù

û
úú

b4 - b6
ω20 + K ( A) + α0A2 + b6S1 ( )7ω d

dA
é

ë
êê

ù

û
úú

b6
ω20 + K ( A) + α0A2

+ π

8A[ ]ω20 + K ( A) + α0A2 2 × [ ( )4b20 - b22 S1 ( )ω + 3( )b22 - b24 S1 ( )3ω + 5( )4b24 - b26 S1 ( )5ω

+7b26S1 ( )7ω ] + πA

256[ ]ω20 + K ( A) + α0A2 3 (5A2α0 + 8ω20 ) × (5A4α0 2 + 7A2α0ω20 + 8ω40 )S3 ( )0
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+πA
3 ( )A2α0 + 2ω20 ( )7A2α0 + 8ω20

32[ ]ω20 + K ( A) + α0A2 2 × S3 ( )2ω + πA7α0 2S3 ( )4ω
64[ ]ω20 + K ( A) + α0A2 2

（B-1）

-σ
2
1 ( A) = πA2

16[ ]ω20 + K ( A) + α0A2 2 [ (2b0 - b4) 2S2 (2ω) + (b2 - b6) 2S2 (4ω) + b24S2 (6ω) + b26S2 (8ω) ]

+ π

4[ ]ω20 + K ( A) + α0A2 2 [ (2b0 - b2) 2S1 (ω) + ( )b2 - b4 2
S1 ( )3ω + ( )b4 - b6 2

S1 ( )5ω
（B-2）
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