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两自由度齿轮传动系统全局动力学研究∗
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摘要　 齿侧间隙的存在ꎬ使齿轮传动系统存在着丰富的非线性动力学行为.考虑两自由度齿轮传动系统的动

力学模型ꎬ利用数值方法分析系统的分岔和混沌动力学行为.通过简单胞映射方法对非线性齿轮系统进行全

局分析ꎬ得到系统的吸引子ꎬ吸引域等全局特性.结果显示:随着激振频率的变化ꎬ系统存在多个周期解共存

以及周期解与混沌运动共存现象.最后利用系统的相轨线图与庞加莱截面图进行对比分析ꎬ在不同的初值条

件下ꎬ系统呈现出不同的周期运动或混沌运动.利用简单胞映射方法的数值计算结果可以实现在不良参数条

件下ꎬ通过合理控制系统的初值条件而获得理想的系统响应.
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引言

齿轮系统动力学作为一门工程科学ꎬ主要研究

齿轮系统在传递动力和运动过程中的动力学行为.
齿轮系统是一类典型的非线性振动系统ꎬ国内外学

者[１－４]将齿轮的啮合阻尼、齿侧间隙以及时变啮合

刚度等非线性因素对系统动力学行为的影响作为

研究重点ꎬ研究手段包括解析方法和数值模拟.ＭＡ
等[５]运用谐波平衡法分析了含周期时变、分段非线

性的刚度的齿轮系统模型ꎬ发现了齿轮系统的单周

期响应和次谐响应.唐进元等[６]利用图胞映射对单

自由度非线性齿轮模型进行了全局特性分析.王娟

等[７]在经典的间隙单齿轮副非线性动力学模型的

基础上ꎬ采用了伪不动点追踪法研究了齿轮系统共

存的周期解ꎬ采用胞映射方法研究了各共存周期解

的全局稳定性.Ａ.Ｆａｒｓｈｉｄｉａｎｆａｒ[８]利用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法

对非线性齿轮系统中混沌状态进行了解析预测和

控制.张晨旭等[９]建立了两自由度齿轮传动系统的

动力学模型ꎬ通过数值仿真ꎬ说明齿轮传动系统中

存在着倍周期分岔、Ｈｏｐｆ 分岔和混沌等复杂的非

线性现象.程欧等[１０] 考虑了三自由度多间隙齿轮

系统耦合振动模型ꎬ通过数值模拟分析齿轮系统的

非线性动力学特性.但有关于两自由度齿轮系统的

全局特性分析的文章比较少ꎬ胞映射方法是求解非

线性复杂系统全局特性的一种数值计算技术ꎬ将胞

映射方法运用到齿轮传动系统中ꎬ能够实现对系统

分岔过程、奇异吸引域和混沌性态进行有效、动态

和准确解析ꎬ从而深刻揭示系统的动力学特性.本
文建立了两自由度齿轮系统动力学模型ꎬ通过数值

模拟对齿轮系统的分岔和混沌等非线性动力学行

为进行了分析研究ꎬ并在简单胞映射[１１ꎬ１２] 的理论

基础上讨论了激振频率对齿轮系统的全局动力学

的影响ꎬ通过合理控制系统的初值条件而获得良好

的系统响应ꎬ为齿轮的优化设计奠定了基础.

１　 力学模型及运动微分方程

图 １ 为一类参数激励且具有时变啮合刚度的

含间隙的两自由度齿轮传动系统的动力学模型.为
了简化力学模型ꎬ文中仅考虑齿轮传动时的横向运

动ꎬ轴和轴承被认为是刚性的ꎬ啮合曲线描述为直

线 ２Ｂꎬ接触时啮合刚度不随时间变化 Ｋ ｉ ≠Ｋ ｉ( ｔ)
( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４)ꎬ粘性阻尼为 Ｃ ｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３) .质量 Ｍ１、
Ｍ２ 的齿轮分别由刚度 Ｋ１、Ｋ３ 的线性弹簧和阻尼系

数 Ｃ１、Ｃ３ 的线性阻尼连接于轴承.两齿轮分别受简

谐激振力 Ｐ ｊ( ｔ)＝ Ｐ ｊｓｉｎ(Ω ｔ＋τ)ꎬｊ＝ １ꎬ２ 而保持接触ꎬ
取间隙的中点作为坐标的原点ꎬ水平向右为正方向ꎬ
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建立坐标系ꎬ当齿轮Ｍ１ 的坐标差等于 Ｂ 或－Ｂ 时ꎬ将
会与刚度 Ｋ４ 的弹簧接触(即齿轮开始啮合)ꎬ经过一

定时间改变速度方向后ꎬ以新的初值运动ꎬ啮合分

开ꎬ然后再与刚度 Ｋ４ 的弹簧接触ꎬ如此反复.

图 １　 两自由度齿轮传动系统的力学模型

Ｆｉｇ.１　 Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａ ｔｗｏ￣ｄｅｇｒｅｅ￣ｏｆ￣ｆｒｅｅｄｏｍ

ｇｅａｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

齿轮传动系统的运动微分方程为:
Ｍ１Ｘ̈１＋(Ｃ１＋Ｃ２) Ｘ̇１－Ｃ２Ｘ̇２＋(Ｋ１＋Ｋ２)Ｘ１－
Ｋ２Ｘ２＋Ｆ(Ｘ１)＝ Ｐ１ｓｉｎ(Ωｔ＋τ) (１)

Ｍ２Ｘ̈２＋(Ｃ２＋Ｃ３) Ｘ̇２－Ｃ２Ｘ̇１＋(Ｋ２＋Ｋ３)Ｘ２－
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取无量纲:
μｍ ＝Ｍ１ / Ｍ２ꎬｆ０ ＝Ｐ２ / (Ｐ１＋Ｐ２)ꎬγｉ ＝Ｃｉ / Ｃ２(ｉ ＝１ꎬ３)ꎬ

ｋｊ ＝Ｋｊ / Ｋ２(ｊ＝１ꎬ３ꎬ４)ꎬω＝Ω Ｍ２ / Ｋ２ ꎬｔ＝Ｔ Ｋ２ / Ｍ２ ꎬζ ＝

Ｃ２ / ２ Ｋ２Ｍ２ ꎬδ ＝ＢＫ２ / (Ｐ１＋Ｐ２)ꎬｘｉ ＝ＸｉＫ２ / (Ｐ１＋Ｐ２)ꎬ则
式(１)、式(２)可化为无量纲方程ꎬ

μｍ ｘ̈１＋２ζ(γ１＋１) ｘ̇１－２ζｘ̇２＋(ｋ１＋１)ｘ１－ｘ２＋ｆ(ｘ１)
＝ (１－ｆ０)ｓｉｎ(ωｔ＋τ) (４)
ｘ̈＋２ζ(γ３＋１) ｘ̇２－２ζｘ̇１＋(ｋ３＋１)ｘ２－ｘ１

＝ ｆ０ｓｉｎ(ωｔ＋τ) (５)

ｆ(ｘ１)＝

ｋ４(ｘ１－δ) ｘ１>δ

０ －δ<ｘ１<δ

ｋ４(ｘ１＋δ) ｘ１<－δ
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２　 简单胞映射基本原理

简单胞映射法把连续的状态空间离散成为有

限个大小的单元(称为胞)ꎬ然后用表征胞的特征矢

量来描述连续的状态变量ꎬ用胞的运动轨迹描述状

态空间中点的运动ꎬ这样ꎬ通过离散的胞空间的运动

规律就可以研究密实的状态空间点的运动规律.
在给定的欧式状态空间中ꎬ有许多的方法可以

构造胞单元ꎬ最简单的方法是画割一个一定尺寸的

长方体表示一个胞.对于 Ｎ 维的状态空间 ＲＮꎬ沿坐

标轴 Ｘ ｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬＮ)将其分为无数个用整数 ｚｉ 表
示的小间隔ꎬ间距定为 ｈｉꎬ这样边长为 ｈｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ
ꎬＮ)的 Ｎ 维长方体就表征一个胞单元. ｚ１ꎬｚ２ꎬｚ３ꎬ
ꎬｚＮ 的笛卡尔空间即为胞 ｚ 的状态空间ꎬｚｉ( ｉ ＝ １ꎬ
２ꎬꎬＮ)为整型数值ꎬ称为状态胞或矢量胞.整型矢

量函数是在整个胞状态空间上定义的ꎬ用胞函数 Ｆ
( ｚ)表示.胞矢量 ｚ 和状态变量 ｘ 的关系为:
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如果状态向量 ｘ 在 ｘｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬꎬＮ)轴上的投

影满足(７)式ꎬ就意味着它属于胞 ｚｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬꎬＮ) .
这样ꎬ系统状态矢量所在的位置可用 Ｎ 维胞矢量 ｚ
来表征ꎬ不过确定范围的状态空间ꎬ则是由大量有限

个胞的集合构成.简单胞映射就是任意一个胞元素

只能映射到唯一一个像胞ꎬ我们有胞变换关系式:
ｚ(ｎ＋１)＝ Ｃ( ｚ(ｎ)ꎬａ) (８)

ａ 表示与系统有关的参数ꎬＣ 表示一个映射函数ꎬ
称为胞映射ꎬ式(８)这种映射关系我们称为简单胞

映射动力系统.一个动力系统的特性完全取决于胞

映射 Ｃꎬ通过它可以讨论动力系统的周期解、吸引

域以及随参数变化的动力学性质.

３　 齿轮系统的分岔及混沌分析

选取系统参数:ζ ＝ ０.０２ꎬγ１ ＝ ２ꎬγ３ ＝ ２ꎬμｍ ＝ １ꎬ

δ＝ ０.０２ꎬｆ０ ＝ ０.５ꎬｋ１ ＝ ５ꎬｋ３ ＝ ５ꎬｋ４ ＝ ３０ꎬ系统的初始值

取为(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０) .以激励力 ω 为分岔参数ꎬ由数值仿

真得出如图 ２ 所示的分岔图(图中:横坐标为激振

频率ꎻ纵坐标为质块 Ｍ１ 的运动速度)ꎬ揭示了齿轮

传动系统丰富的动力学特性:激振频率在一定范围

内变化时ꎬ非线性系统的动态特性呈现出周期运动

与混沌运动交替出现的运动规律.随着参数 ω 减

小ꎬ系统发生倍周期分岔ꎬ由稳定的单周期运动变

为多周期运动ꎻ随着分岔参数 ω 进一步减小ꎬ系统

并没有继续发生倍化分岔ꎬ而是突变为单周期运

动ꎬ又经倍化分岔进入混沌ꎬ期间出现周期窗口ꎬ最
后又由混沌运动变为单周期运动.

５１５
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图 ２　 系统的全局分岔图

Ｆｉｇ.２　 Ｓｙｓｔｅｍ′ｓ ｇｌｏｂａｌ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ

４　 齿轮系统全局动力学分析

在相平面中ꎬ取感兴趣的位移和速度范围为:
Ａ１ ＝ (ｘ１ꎬｘ̇１)∈Ｒ２ ｜ －０.１≤ｘ１≤０.１ꎬ－０.２≤ｘ̇１≤０.２{ }

(９)
Ａ２ ＝ (ｘ２ꎬｘ̇２)∈Ｒ２ ｜ －０.１≤ｘ２≤０.１ꎬ－０.２≤ｘ̇２≤０.２{ }

(１０)
对相平面 Ａ１ 进行胞映射ꎬ区域内和区域外的

胞分别为正规胞和陷胞.将区域划分成 ５００×５００ 个

初值胞ꎬ探讨含间隙的两自由度齿轮系统的激振频

率 ω 变化时的全局特性.系统随激振频率 ω 变化的

全局吸引域如图 ３ 所示ꎬ白色的点表示吸引子ꎬ不
同颜色表示不同的吸引域.图 ３(ａ)为 ω ＝ １ 时系统

的吸引域ꎬ系统有两个共存的周期 １ 吸引子ꎬ蓝色

区域表示周期 １ 吸引子的吸引域ꎬ黄色区域表示另

一个周期 １ 吸引子的吸引域ꎬ从图中可以看出蓝色

区域吸引域的面积要比黄色区域吸引域的大ꎬ这说

明蓝色区域中周期 １ 吸引子的局部稳定性要大于

黄色区域中周期１吸引子 .图３( ｂ)为ω ＝ １ .１时系

统的吸引域ꎬ系统只有一种吸引域(绿色区域)ꎬ对
应吸引子为混沌吸引子.图 ３(ｃ)为 ω ＝ １.１６ 时系统

的吸引域ꎬ此时系统为周期 ３ 解与混沌运动共存ꎬ
红色区域代表周期 ３ 吸引子的吸引域ꎬ蓝色区域代

表混沌吸引子的吸引域.从图中可以看出ꎬ两种吸

引域相互嵌套在一起ꎬ周期 ３ 运动对初值比较敏

感ꎬ非常容易失稳而进入混沌运动.图 ３(ｄ)为 ω ＝
１.２５ 时系统的吸引域ꎬ系统存在六个周期运动ꎬ绿
色区域表示周期 １ 运动吸引域ꎬ蓝色区域则表示另

外一个周期 １ 运动吸引域ꎻ深蓝色区域代表周期 ２
运动吸引域ꎬ黄色区域表示另外一个周期 ２ 运动吸

引域ꎻ浅黄色区域表示周期 ３ 运动吸引域ꎬ浅蓝色

区域则表示另外一个周期 ３ 运动吸引域ꎻ图中可以

看出ꎬ各周期运动的吸引域散乱地交织在一起ꎬ说
明系统对初值条件的敏感度较大.周期 １ 解的吸引

域面积大且连续ꎬ具备较高的局部稳定性ꎻ周期 ２
解的吸引域面积相对较小ꎬ稳定性较低ꎻ周期 ３ 解的

吸引域只是一些离散的点ꎬ这就意味着该吸引域和

其他吸引子的吸引域相互嵌套到一起ꎬ运动非常容

易失稳而掉入其他吸引子上.图 ３(ｅ)为 ω ＝ １.３２ 时

系统的吸引域ꎬ系统有两个周期解共存ꎬ蓝色区域和

红色区域分别代表两个不同周期 １ 运动吸引域.图 ３
(ｆ)为 ω＝１.４８ 时系统的吸引域ꎬ系统存在两个不同

的周期 １ 解ꎬ其中黄色区域的的吸引域为几个离散

的点组成ꎬ说明该区域的周期 １ 吸引子极其不稳定ꎬ
此时系统基本稳定在蓝色区域中的周期 １ 解.

以 ω＝１.１６ 时齿轮系统的吸引域为例ꎬ画出不

同初值条件下ꎬ系统的相图和庞加莱截面图ꎬ如图 ４、
５ 所示.从图可知ꎬ在不同的初值条件下ꎬ系统呈现出

不同的周期运动.当初值条件为(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)系统将出现

６１５
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图 ３　 系统随激振频率 ω 变化的全局吸引域

Ｆｉｇ.３　 Ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ａｔｔｒａｃｔｉｏｎ ｄｏｍａｉｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω

图 ４　 初值为(０.０５ꎬ０.１５ꎬ０.０５ꎬ０.１５)时系统周期 ３ 运动

Ｆｉｇ.４　 Ｐｅｒｉｏｄ￣３ ｍｏｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ(０.０５ꎬ０.１５ꎬ０.０５ꎬ０.１５)

７１５
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图 ５　 初值为(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)时系统为混沌运动

Ｆｉｇ.５　 Ｃｈａｏｔｉｃ ｍｏｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ (０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)

混沌运动ꎬ这种现象容易对齿轮系统产生不利的影

响ꎬ而通过改变系统的初值条件ꎬ在图 ３(ｃ)中的红色

区域中选择合适的初始值如(０.０５ꎬ０.１５ꎬ０.０５ꎬ０.１５)ꎬ系
统将从混沌运动变为周期 ３ 运动ꎬ这对齿轮系统的

寿命和可靠性都是十分有利的ꎬ基于此ꎬ便可现实

在不良参数条件下ꎬ通过合理控制系统的初值条件

而获得理想的系统响应.

５　 结论

(１)两自由度齿轮传动系统将会出现周期运

动、混沌运动等现象. 随着激振频率的变化ꎬ系统依

次出现单周期运动ꎬ混沌运动ꎬ多周期运动ꎬ最后系

统再次进入单周期运动.
(２)利用简单胞映射方法ꎬ得到在不同激振频

率 ω 的条件下ꎬ系统的全局特性图.可以看出ꎬ系统

存在着混沌运动、多周期解共存、周期解与混沌运

动共存等现象.
(３)通过简单胞映射方法ꎬ确定齿轮系统在所

关心相平面内的吸引子的个数和位置ꎬ及其吸引域

的范围.这对了解系统的全局特性ꎬ实现在不良参

数条件下ꎬ通过合理控制系统的初值条件而获得理

想的系统响应具有重要意义.
(４)胞映射是一种以计算机为基础的求解非

线性动力学系统的有效方法ꎬ对于齿轮非线性系统

而言ꎬ胞映射方法能够实现对系统分岔过程、奇异

吸引域和混沌性态进行解析.
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