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摘要　 如何将 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程应用于弹性动力学，一直是国内外学术界关注的理论和应用研究课题．在这类问

题获得基本解决之后，Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程应用于耦合动力学的理论难题又摆在我们的面前．本文采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系，成功地将 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程应用于非保守非线性刚⁃热⁃弹耦合动力学．进而应用非保守非线性刚⁃

热⁃弹耦合动力学的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程推导出非保守非线性刚⁃热⁃弹耦合动力学的控制方程．讨论了应用耦合动

力学的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程解决实际工程技术问题的途径．
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引言

１７８８ 年 Ｌａｇｒａｎｇｅ 出版的不朽名著《Ｍｅｃａｎｉｑｕｅ
Ａｎａｌｙｔｉｑｕｅ》 是世界上最早的一本分析力学的著

作［１］，完成了分析力学的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系． １８３４ 年

Ｗ．Ｒ． Ｈａｍｉｌｔｏｎ 建立了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理和正则方程，
把分析力学推进一步［２］，完成了分析力学的 Ｈａｍｉｌ⁃
ｔｏｎ 体系．１８９４ 年 Ｈｅｒｔｚ 首次将约束和系统分成完整

的和非完整的两大类［３］，到 １８９９ 年 Ａｐｐｅｌｌ 在《理
性力学》中提出 Ａｐｐｅｌｌ 方程为止［４］，基本上已完成

了线性非完整约束的理论．
作为对以上开创性工作的继续，２０ 世纪分析

力学对非线性、非完整、非定常、变质量等力学系统

作了进一步研究，对于运动的稳定性问题作了广泛

的研究．相应的也出现了多部分析力学专著［５－１８］ ．文
献［１９，２０］ 总结了我国学者对分析力学研究的贡

献，文献［２１］是我国第一部分析力学专著，文献

［２２］是我国第一部非完整系统分析力学专著．
我们高兴地看到，进入 ２１ 世纪的不长的历史

时期内，理论分析力学和应用分析力学并驾齐驱，
出现一派欣欣向荣的景象［２３－２９］，我国学者也出版

了多部分析力学专著［３０－３２］ ．
航空、航天、航海、机器人、核设施、交通运输和

机械制造的高速发展，促使力学向着学科杂交和非

线性方向迈进［３２－３５］，即向着耦合动力学方向迈进．
这类耦合动力学，尚无现成的基本方程供我们利

用，而且仅仅通过力的分析和位移分析来建立其基

本方程相当困难．分析力学的特点是对能量与功的

分析代替对力（及其相应的位移）与力矩（及其相

应的角位移）的分析，根据问题的物理背景，应用功

能转换原理和能量守恒定律，正确建立耦合运动的

动能和势能，应用能量法来研究问题是一条可行的

途径．应用能量法来研究问题可以从两个方面着

手：（１）应用耦合动力学的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 型变分原理，
通过对耦合动力学的变分原理求驻值，得到耦合动

力学的基本微分方程，通过求解微分方程求得各类

耦合运动动力学问题的合理解；也可以，从各类耦

合运动动力学的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 型变分原理出发，应用变

分直接方法—Ｒｉｔｚ 方法或者有限元素法，直接求得

各类耦合运动动力学问题的近似解．这种方法能够

方便地应用电子计算机进行计算．（２）应用耦合动

力学的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，推导耦合动力学的基本微分

方程，通过求解微分方程求得各类耦合运动动力学

问题的合理解．可以采用两种方法建立耦合动力学

的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程：一是借助 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体

系，对耦合动力学的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 型变分原理求驻值，
得到耦合动力学的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程；二是将前面建立

耦合运动的动能和势能代入一般的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程



动　 力　 学　 与　 控　 制　 学　 报 ２０１９ 年第 １７ 卷

中，从而获得耦合动力学的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程；不赘述．
研究表明，也可以从各类耦合运动动力学的 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 方程出发，应用变分直接方法—Ｒｉｔｚ 方法或

者有限元素法，直接求得各类耦合运动动力学问题

的近似解．这种方法也能够方便地应用电子计算机

进行计算．文献［３６］的工作表明，分析动力学的这

个研究方向有着广阔的发展前景．
如何将 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程应用于弹性动力学的问

题，一直是各国学者关注的理论和应用研究课题．
由于这类问题的难度较大，进展比较缓慢．我国学

者的研究是卓有成效的，注意到将分析力学从质点

刚体力学扩展到弹性力学、从离散系统扩展到连续

系统的问题，锲而不舍地研究将 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程应用

于弹性动力学［２１，３０－３２，３６－４１］ ．国外学者的研究也层出

不穷，近期研究内容涉及 Ｅｕｌｅｒ – Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁理

论［４２］，不同截面形式柱状结构的稳定性问题［４３］，
各向异性的壳结构［４４］，广义位移和柯西应力问

题［４５］，声振系统［４６］，流致振动分析［４７］ ．国际知名学

者 Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 的著作《Ｃｌａｓｓｉｃａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ》 ［１１］，从第

一版到第三版都将此作为一个专题，研究将 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 方程应用于弹性动力学的问题，为解决这个

理论难题做出重要贡献，可以代表部分国际学者对

这一领域的研究的历史和现状．本文作者应用变导

的概念和运算法则，研究了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程中的求导

的性质，进而将 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程应用于线性弹性动力

学［４８］和非线性弹性动力学［４１］ ．应用这种方法也可

以将 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程应用于流体力学和电动力学等

学科［３６］ ．
在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程应用于弹性力学问题获得基

本解决之后，Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程应用于耦合动力学的理

论难题又摆在我们的面前．适应航天、航空和航海

工程技术的需要，本文作者研究了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程应

用于线性刚⁃弹耦合动力学［４８］，进而研究了 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 方程应用于非线性刚⁃弹耦合动力学［４９］ ．

本文研究 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程应用于非保守非线性

刚⁃热⁃弹耦合动力学的问题．采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃Ｈａｍｉｌ⁃
ｔｏｎ 体系：对于保守系统，Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
变分原理的驻值条件，对于非保守系统，Ｌａｇｒａｎｇｅ
方程是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 型拟变分原理的拟驻值条件［３２，３６］ ．
成功地将 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程应用于非保守非线性刚⁃
热⁃弹耦合动力学．进而应用非保守非线性刚⁃热⁃弹
耦合动力学的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程推导出非保守非线性

刚⁃热⁃弹耦合动力学的控制方程．讨论了应用耦合

动力学的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程解决实际工程技术问题的

途径，并且给出一个算例．

１　 刚⁃热⁃弹耦合系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程

假设作用在物体质心的主矢和主矩，以及作用

在物体上的体积力和面积力，均为既有保守力又有

非保守力，采用实体张量符号，可以将非保守非线

性刚⁃热⁃弹耦合系统的一类变量的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 拟变

分原理表示为：
δπＨ－δＱ＝ ０ （１）

式中：
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（ ∭
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ｕ·δＴＮｄＳ）ｄｔ （４）

其边界条件为：
ｕ－ｕ＝ ０　 （在 Ｓｕ 上） （５）

其中，ｕ 为位移，ｕ 为边界位移，Ｖ 为体积，Ｓσ 为应

力边界面，Ｓｕ 为位移边界面，Ａ 为应变能函数，ｔ 为
时间，ρ 为物质密度，Ñ为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子；Ｆ 和 ＦＮ 分

别为保守和非保守主矢，Ｍ 和 ＭＮ 分别为保守和非

保守主矩，ｆ 为保守体积力，ｆＮ 为非保守体积力，Ｔ
为保守面积力，ＴＮ 为非保守面积力；Ｘｃ 为刚体质心

的矢径，Ｊ 为对质心的转动惯量（设为常量），θ 为

刚体的转角；Ｉ 为单位张量，ｎ 为边界面外法线；α
为热膨胀系数，ΔＴ 为温度增量．

可见，一类变量的非保守非线性刚⁃热⁃弹耦合

系统的动能为：

８８４
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非保守非线性刚⁃热⁃弹耦合系统的势能为：

Ｕ＝ －Ｆ·Ｘｃ－Ｍ·θ＋

∭
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非保守非线性刚⁃热⁃弹耦合系统的拟势能为：
Ｕｑｓ ＝ －ＦＮ·Ｘｃ－ＭＮ·θ－

∭
Ｖｑ

ｆＮ·ｕｄＶ－ ∬
Ｓσ

ＴＮ·ｕｄＳ （８）

非保守非线性刚⁃热⁃弹耦合系统的余虚功为：

δＱ＝∫ｔ１
ｔ０
［（Ｘｃ·δＦＮ＋θ·δＭＮ）＋

∭
Ｖｑ

ｕ·δｆＮｄＶ＋ ∬
Ｓｆ

ｕ·δＴＮｄＳ］ｄｔ （９）

根据如上的论述，式（１）可以变换为：

δπＨ－δＱ ＝ δ ∫ｔ１
ｔ０
（Ｔ－Ｕ）ｄｔ－δ ∫ｔ１

ｔ０
δＵｑｓｄｔ－δＱ

＝ ∫ｔ１
ｔ０
（ ∂Ｔ
∂Ｘ̇ｃ

·δＸ̇ｃ－ ∂Ｕ
∂Ｘｃ·δＸｃ）ｄｔ＋

∫ｔ１
ｔ０
（∂Ｔ
∂θ̇

·δθ̇－ ∂Ｕ
∂θ

·δθ）ｄｔ＋

∫ｔ１
ｔ０
（∂Ｔ
∂ｕ̇

·δｕ̇）－
∂Ｕ
∂ｕ

·δｕ）－

∫ｔ１
ｔ０
δＵｑｓｄｔ－δＱ＝ ０ （１０）

进行分部积分，可得：

∫ｔ１
ｔ０

∂Ｔ
∂Ｘ̇ｃ

·δＸ̇ｃｄｔ＝
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·δＸｃ
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ｄ
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∫ｔ１
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∂Ｔ
∂θ̇

·δθ̇ｄｔ＝
∂Ｔ
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·δθ
ｔ１

ｔ０

－ ∫ｔ１
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ｄ
ｄｔ

∂Ｔ
∂θ̇

·δθｄｔ

（１２）

∫ｔ１
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∂Ｔ
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·δｕ
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ｄ
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∂ｕ̇

·δｕｄｔ

（１３）

将式（１１）、（１２）和（１３）代入式（１０），按惯例在时

域边界 ｔ＝ ｔ０ 和 ｔ ＝ ｔ１ 处取 δｕ ＝ ０，δＸｃ ＝ ０，δθ＝ ０，可
得：
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ｔ０
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∫ｔ１
ｔ０
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因为：

∫ｔ１
ｔ０
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（１５）
进而可得：

δπＨ－δＱ ＝ δ ∫ｔ１
ｔ０
（Ｔ－Ｕ－Ｕｑｓ）ｄｔ－δＱ

＝ ∫ｔ１
ｔ０
－（ ｄ
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∂Ｔ
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考虑到 δｕ，δＸｃ 和 δθ 的任意性，由上式可得一类变

量的非保守非线性刚⁃热⁃弹耦合动力学的 Ｌａｇｒａｎｇｅ
方程组：

ｄ
ｄｔ

∂Ｔ
∂Ｘ̇ｃ

＋ ∂Ｕ
∂Ｘｃ－ＦＮ ＝ ０ （１７）

ｄ
ｄｔ

∂Ｔ
∂θ̇

＋∂Ｕ
∂θ

－ＭＮ ＝ ０ （１８）

ｄ
ｄｔ

∂Ｔ
∂ｕ̇

＋∂Ｕ
∂ｕ

－∭
Ｖ

ｆＮｄＶ－ ∬
Ｓσ

ＴＮｄＳ＝ ０ （１９）

２　 应用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程建立非保守非线性

刚⁃热⁃弹耦合系统的控制方程

　 　 以下，应用非保守非线性刚⁃热⁃弹耦合动力学
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Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程推导其控制方程．为此，需要推导计算

Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程中的有关动能和有关和势能的各项．
首先，推导计算 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程中的有关动能的

各项．考虑到
ｄ
ｄｔ

∂Ｔ
∂ｕ̇

中的 ｕ̇ ＝ ｄｕ
ｄｔ

， ｄ
ｄｔ

∂Ｔ
∂θ̇

中的 θ̇＝ ｄθ
ｄｔ

， ｄ
ｄｔ

∂Ｔ
∂Ｘ̇ｃ

中的 Ｘ̇ｃ ＝ｄＸｃ

ｄｔ
，则有：

ｄ
ｄｔ

∂Ｔ
∂ｕ̇

＝ ｄ
ｄｔ

∂
∂ｕ̇

｛ ∭
Ｖ

１
２
ρ ｄＸｃ

ｄｔ
·ｄＸｃ

ｄｔ
ｄＶ＋

１
２
ｄθ
ｄｔ

·Ｊ·ｄθ
ｄｔ

＋

∭
Ｖ

［ρ（ｄＸ
ｃ

ｄｔ
＋ｄθ
ｄｔ

×ｘ）·ｄｕ
ｄｔ

＋

１
２
ρ ｄｕ
ｄｔ

·ｄｕ
ｄｔ

］ｄＶ｝

＝ ｄ
ｄｔ

∂
∂ｕ̇ ∭Ｖ ［ρ（ｄＸ

ｃ

ｄｔ
＋ｄθ
ｄｔ

×ｘ）·ｄｕ
ｄｔ

＋

１
２
ρ ｄｕ
ｄｔ

·ｄｕ
ｄｔ

］ｄＶ

＝ ｄ
ｄｔ ∭Ｖ ρ（ｄＸ

ｃ

ｄｔ
＋ｄθ
ｄｔ

×ｘ＋ｄｕ
ｄｔ

）ｄＶ

＝ ∭
Ｖ

ρ［ｄ
２Ｘｃ

ｄｔ２
＋ｄ

２θ
ｄｔ２

×ｘ＋ｄθ
ｄｔ

×（ｄθ
ｄｔ

×ｘ）＋ｄ
２ｕ
ｄｔ２

］ｄＶ

（２０）
ｄ
ｄｔ

∂Ｔ
∂θ̇

＝ ｄ
ｄｔ

∂
∂θ̇

｛∭
Ｖ

１
２
ρ ｄＸｃ

ｄｔ
·ｄＸｃ

ｄｔ
ｄＶ＋ １

２
ｄθ
ｄｔ

·Ｊ·ｄθ
ｄｔ

＋

∭
Ｖ

［ρ（ｄＸ
ｃ

ｄｔ
＋ｄθ
ｄｔ

×ｘ）·ｄｕ
ｄｔ

＋

１
２
ρ ｄｕ
ｄｔ

·ｄｕ
ｄｔ

］ｄＶ｝

＝ ｄ
ｄｔ

∂
∂θ̇

［ ∭
Ｖ

ρ（ｄθ
ｄｔ

×ｘ）·ｄｕ
ｄｔ

ｄＶ＋

１
２
ｄθ
ｄｔ

·Ｊ·ｄθ
ｄｔ

］

＝ －∭
Ｖ

ρ ｄ
ｄｔ

（ｄｕ
ｄｔ

×ｘ）ｄＶ＋Ｊ·ｄ２θ
ｄｔ２

（２１）

ｄ
ｄｔ

∂Ｔ
∂Ｘ̇ｃ

＝ ｄ
ｄｔ

∂
∂Ｘ̇ｃ

｛ ∭
Ｖ

１
２
ρ ｄＸｃ

ｄｔ
·ｄＸｃ

ｄｔ
ｄＶ＋

１
２
ｄθ
ｄｔ

·Ｊ·ｄθ
ｄｔ

＋

∭
Ｖ

［ρ（ｄＸ
ｃ

ｄｔ
＋ｄθ
ｄｔ

×ｘ）·ｄｕ
ｄｔ

＋

１
２
ρ ｄｕ
ｄｔ

·ｄｕ
ｄｔ

］ｄＶ｝

＝ ｄ
ｄｔ

∂
Ｘ̇ｃ

［ ∭
Ｖ

ρ（ １
２

ｄＸｃ

ｄｔ
·ｄＸｃ

ｄｔ
＋

ｄＸｃ

ｄｔ
·ｄｕ

ｄｔ
）ｄＶ］

＝ ∭
Ｖ

ρ（ｄ
２Ｘｃ

ｄｔ２
＋ｄ

２ｕ
ｄｔ２

）ｄＶ （２２）

然后，推导计算 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程中的有关势能的各

项：
∂Ｕ
∂Ｘｃ ＝

∂
∂Ｘｃ｛－Ｆ·Ｘｃ－Ｍ·θ＋

∭
Ｖ

［Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）－

∂Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

·ＩαΔＴ－

ｆ·ｕ］ｄＶ－ ∬
Ｓσ

Ｔ·ｕｄＳ｝

＝ ∂
∂Ｘｃ（－Ｆ·Ｘｃ）＝ －Ｆ （２３）

∂Ｕ
∂θ

＝ ∂
∂θ

｛－Ｆ·Ｘｃ－Ｍ·θ＋

∭
Ｖ

［Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）－

∂Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

·ＩαΔＴ－

ｆ·ｕ］ｄＶ－ ∬
Ｓσ

Ｔ·ｕｄＳ｝

＝ ∂
∂θ

（－Ｍ·θ）＝ －Ｍ （２４）

∂Ｕ
∂ｕ

＝ ∂
∂ｕ

｛－Ｆ·Ｘｃ－Ｍ·θ＋

∭
Ｖ

［Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）－

∂Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

·ＩαΔＴ－

ｆ·ｕ］ｄＶ－ ∬
Ｓσ

Ｔ·ｕｄＳ｝

＝ ∂
∂ｕ

｛ ∭
Ｖ

［Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）－
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∂Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

·ＩαΔＴ－

ｆ·ｕ］ｄＶ－ ∬
Ｓσ

Ｔ·ｕｄＳ｝ （２５）

应用 Ｇｒｅｅｎ 定理，并考虑到边界条件（５），可得：
∂
∂ｕ∭Ｖ ［Ａ（ １

２
Ñｕ＋ １

２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）－

∂Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

·ＩαΔＴ］ｄＶ

＝ ∬
Ｓσ

（Ｉ＋ｕ Ñ）·［
∂Ａ（ １

２
Ñｕ＋ １

２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

－

∂２Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

２ ·ＩαΔＴ］·ｎｄＳ－

∭
Ｖ

（Ｉ＋ｕ Ñ）·［
∂Ａ（ １

２
Ñｕ＋ １

２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

－

∂２Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

２ ·ＩαΔＴ］·ÑｄＶ

（２６）
进而可得：

∂
∂ｕ

｛ ∭
Ｖ

［Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）－

∂Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

·ＩαΔＴ－

ｆ·ｕ］ｄＶ－ ∬
Ｓσ

Ｔ·ｕｄＳ｝

＝ －∭
Ｖ

｛［（ Ｉ＋ｕｅ
Ñ）·

∂Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

－

∂２Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

２ ·

ＩαΔＴ］·Ñ＋ｆ｝ｄＶ＋ ∬
Ｓσ

｛（Ｉ＋ｕ Ñ）·

［
∂Ａ（ １

２
Ñｕ＋ １

２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

－

∂２Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

２ ·

ＩαΔＴ］·ｎ－Ｔ｝ｄＳ （２７）
将推导计算有关动能和有关势能的各项的结

果代入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程中，可得：

∭
Ｖ

ρ（ｄ
２ｕ
ｄｔ２

＋ｄ
２Ｘｃ

ｄｔ２
）ｄＶ－Ｆ－ＦＮ ＝ ０ （２８）

－∭
Ｖｅ

ρ ｄ
ｄｔ

（ｄｕ
ｄｔ

×ｘ）ｄＶ＋Ｊ·ｄ２θ
ｄｔ２

－Ｍ－ＭＮ ＝ ０ （２９）

∭
Ｖ

ρ［ｄ
２Ｘｃ

ｄｔ２
＋ｄ

２θ
ｄｔ２

×ｘ＋ｄθ
ｄｔ

×（ｄθ
ｄｔ

×ｘ）＋ｄ
２ｕ
ｄｔ２

］ｄＶ－

∭
Ｖ

｛（Ｉ＋ｕ Ñ）·

［
∂Ａ（ １

２
Ñｕ＋ １

２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

－

∂２Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

２ ·ＩαΔＴ］·

Ñ＋ｆ＋ｆＮ｝ｄＶ＋ ∬
Ｓσ

｛（Ｉ＋ｕ Ñ）·

［
∂Ａ（ １

２
Ñｕ＋ １

２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

－

∂２Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

２ ·ＩαΔＴ］·

ｎ－Ｔ－ＴＮ｝ｄＳ＝ ０ （３０）
将式（３０）写成微分形式，应用可变函数选值的理
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论［５０］，可得：

∭
Ｖ

ρ（ｄ
２ｕ
ｄｔ２

＋ｄ
２Ｘｃ

ｄｔ２
）ｄＶ－Ｆ－ＦＮ ＝ ０ （３１）

－∭
Ｖｅ

ρ ｄ
ｄｔ

（ｄｕ
ｄｔ

×ｘ）ｄＶ＋Ｊ·ｄ２θ
ｄｔ２

－Ｍ－ＭＮ ＝ ０ （３２）

ρ［ｄ
２Ｘｃ

ｄｔ２
＋ｄ

２θ
ｄｔ２

×ｘ＋ｄθ
ｄｔ

×（ｄθ
ｄｔ

×ｘ）＋ｄ
２ｕ
ｄｔ２

－

（Ｉ＋ｕ Ñ）·［
∂Ａ（ １

２
Ñｕ＋ １

２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

－

∂２Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

２ ·ＩαΔＴ］·Ñ－

ｆ－ｆＮ ＝ ０ （在 Ｖ 中） （３３）

（Ｉ＋ｕ Ñ）·［
∂Ａ（ １

２
Ñｕ＋ １

２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

－

∂２Ａ（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

∂（ １
２

Ñｕ＋ １
２
ｕ Ñ＋ １

２
Ñｕ·ｕ Ñ）

２ ·ＩαΔＴ］·ｎ－

Ｔ－ＴＮ ＝ ０ （在 Ｓσ 上） （３４）
这就是一类变量的非保守非线性刚⁃热⁃弹耦合动

力学的控制方程．
应用类似方法，可得两类变量的非保守非线性

刚⁃热⁃弹耦合动力学的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程组为：
ｄ
ｄｔ

∂Ｔ
∂ｖｃ＋

∂Ｕ
∂Ｘｃ－ＦＮ ＝ ０ （３５）

ｄ
ｄｔ

∂Ｔ
∂ω

＋∂Ｕ
∂θ

－ＭＮ ＝ ０ （３６）

ｄ
ｄｔ

∂Ｔ
∂ｖ

＋∂Ｕ
∂ｕ

－∭
Ｖ

ｆＮｄＶ－ ∬
Ｓσ

ＴＮｄＳ＝ ０ （３７）

将相关的推导结果代入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程中，可
得：

∭
Ｖ

ρ（ｄｖ
ｄｔ

＋ｄｖ
ｃ

ｄｔ
）ｄＶ－Ｆ－ＦＮ ＝ ０ （３８）

－∭
Ｖ

ρ ｄ
ｄｔ

（ｖ×ｘ）ｄＶ＋Ｊ·ｄω
ｄｔ

－Ｍ－ＭＮ ＝ ０ （３９）

∭
Ｖ

ρ［ｄｖ
ｃ

ｄｔ
＋ｄω
ｄｔ

×ｘ＋ω×（ω×ｘ）＋ｄｖ
ｄｔ

］ｄＶ－

∭
Ｖｅ

｛（Ｉ＋ｕ Ñ）·［∂Ａ（Ｅ）
∂Ｅ

－ ∂２Ａ（Ｅ）
∂Ｅ２ ］·Ñ＋ｆ＋

ｆＮ｝ｄＶ＋ ∬
Ｓσ

｛（Ｉ＋ｕ Ñ）·［∂Ａ（Ｅ）
∂Ｅ

－ ∂２Ａ（Ｅ）
∂Ｅ２ ］·

ｎ－Ｔ－ＴＮ｝ｄＳ＝ ０ （４０）
式中，ｖｃ 为刚体平动速度，ω 为刚体转动角速度，ｖ
为弹性体变形速度，Ｅ 为非线性弹性体变形的应

变．
进而推导出两类变量的非保守非线性刚⁃热⁃

弹耦合动力学的控制方程：

∭
Ｖ

ρ（ｄｖ
ｄｔ

＋ｄｖ
ｃ

ｄｔ
）ｄＶ－Ｆ－ＦＮ ＝ ０ （４１）

－∭
Ｖ

ρ ｄ
ｄｔ

（ｖ×ｘ）ｄＶ＋Ｊ·ｄω
ｄｔ

－Ｍ－ＭＮ ＝ ０ （４２）

ρ［ｄｖ
ｃ

ｄｔ
＋ｄω
ｄｔ

×ｘ＋ω×（ω×ｘ）＋ｄｖ
ｄｔ

］－

（Ｉ＋ｕ Ñ）·［∂Ａ（Ｅ）
∂Ｅ

－ ∂２Ａ（Ｅ）
∂Ｅ２ ］·Ñ－ｆ－ｆＮ ＝ ０

（４３）

（Ｉ＋ｕ Ñ）·［∂Ａ（Ｅ）
∂Ｅ

－ ∂２Ａ（Ｅ）
∂Ｅ２ ］·ｎ－Ｔ－ＴＮ ＝ ０

（４４）

３　 应用举例

设有高速飞行器的非保守非线性刚⁃热⁃弹耦

合动力学模型，处于常线速度而有横向转动扰动的

飞行状态．如图 １ 所示，其舱段内的两个固定支座

（不可移动的支座）支撑的为 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁．设梁截面

面积为 Ａ，单位体积的质量为 ρ，梁的长度为 Ｌ．当高

速飞行器受到绕纵轴的转动扰动时，外载荷为由于

转动扰动导致的惯性力和重力，其合力为载荷集度

ｑ，并且，经受温度场 ΔＴ（ｘ，ｙ）＝ ａｘ＋ｂｙ＋ｃ 的作用．

图 １　 高速飞行器中两个固定支座支撑的梁

Ｆｉｇ．１　 Ｂｅａｍ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｙ ｔｗｏ ｆｉｘｅｄ ｓｕｐｐｏｒｔｓ ｉｎ ｈｉｇｈ ｓｐｅｅｄ ｖｅｈｉｃｌｅｓ
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我们采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程来研究梁的非保守非

线性刚⁃热⁃弹耦合动力学效应，可以采用两种途

径：一种是借助本文建立的非保守非线性刚⁃热⁃弹
耦合动力学 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，应用变分直接方法（包
括有限元素法），求得问题的近似的解析解或者数

值解；另一种是参照前面建立的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，推
导问题的控制方程，进而求得问题的解析解或者数

值解．以下，采用后一种思路来分析解决问题．
梁的复合受力状态有关的公式由控制方程

（３１）⁃（３４）来提供．
假设梁的剖面是对称的，形心坐标即为主坐

标，将以上方程用梁的有关参数表示，忽略 Ｃｏｒｉｏｌｉｓ
惯性力的影响，可得控制方程为：

ρＡ ∂２ｗ
∂ｔ２

＋ ∂２

∂ｘ２（ＥＩ
∂２ｗ
∂ｘ２ ）＋

∂２ｗ
∂ｘ２ ［ ∫ＡＥαｙΔＴｄＡ－Ｎｃｆ］ ＝ ｑ（在 Ｖ 域中） （４５）

力学边界条件为：

ＥＩ ∂
２ｗ
∂ｘ２ ＝ ０　 　 （在 ｘ＝ ０，ｘ＝Ｌ 处） （４６）

其中：ｗ 为横向位移，Ｅ 为弹性模量，Ｉ 为轴惯矩，Ｖ
为梁的体积．

（１）因为假设高速飞行器处于常线速度飞行

状态，可知牵连惯性力 ｆｃ ＝ －ρ ｄ２Ｘｃ

ｄｔ２
＝ ０．

（２）切向惯性力 ｆｔ ＝ －ρ ｄ２θ
ｄｔ２

×ｘ．还有一项－ρ ｄ２θ
ｄｔ２

×ｕ，我们可以做两种理解，一种理解为相对于梁的

横向位移 ｗ 的切向加速运动，另一种理解为切向惯

性力，我们采用后者．切向惯性力导致的载荷集度

ｑｔ ． 另外一部分载荷集度为重力导致的 ｑｇ，公式中

的 ｑ＝ ｑｔ＋ｑｇ ．

（３）法向惯性力 ｆｃｆ ＝ －ρ ｄθ
ｄｔ

×（ｄθ
ｄｔ

×ｘ）导致轴力

Ｎｃｆ ．引用文献［３２］的结果：

Ｎｃｆ ＝ ∫Ｌ－ｘ
ｐ

０
（ｘａ＋ｘｐ＋ｌ）ω２

ｚ Ａρｄｌ （４７）

这里请注意，文献［３２］中 Ｎｃｆ为拉力时为正，本算例

中由于温度变化导致的轴力：

ＮＴ ＝ ∫
Ａ
ＥαｙΔＴｄＡ （４８）

假设压力时为正．因此，式（４５）中，Ｎｃｆ前出现一个

负号．

还有一项－ρ ｄθ
ｄｔ

×（ｄθ
ｄｔ

×ｕ），我们可以做两种理

解，一种理解为相对于梁的横向位移 ｗ 的向心加速

运动，另一种理解为离心惯性力，我们采用后者．由
于一般说来 ｗ≪ｘ，在后面的分析中，我们忽略了这

一项的影响．

（４）－ρ ∂２ｕ
∂ｔ２

可以理解为相对惯性力，也可以理

解为弹性运动加速度与质量密度的乘积，我们采用

后者．这便是控制方程中 ρＡ ∂２ｗ
∂ｔ２

项的来源．

（５）位移边界条件：
ｗ ｘ＝０ ＝ ０ （４９）
ｗ ｘ＝Ｌ ＝ ０ （５０）
式（４５）是固定支座支持的 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁结构的

一般的动力学方程，去掉外载荷项 ｑ，得方程：

ρＡ ∂２ｗ
∂ｔ２

＋ ∂２

∂ｘ２（ＥＩ
∂２ｗ
∂ｘ２）＋

∂２ｗ
∂ｘ２［ ∫ＡＥαｙΔＴｄＡ－Ｎｃｆ］ ＝０

（５１）
这是结构特性方程，我们可以应用结构特性方程来

研究非保守非线性刚⁃热⁃弹耦合系统的振动角频

率，不失一般性．

将方程（５１）中含［ ∫
Ａ
ＥαｙΔＴｄＡ－Ｎｃｆ］的项变换

为：
∂２ｗ
∂ｘ２ ［ ∫ＡＥαｙΔＴｄＡ－Ｎｃｆ］≈βＥＩ ∂２

∂ｘ２（
∂２ｗ
∂ｘ２ ） （５２）

假设系统的一阶振动的解为：

ｗ＝ｓｉｎ πｘ
Ｌ

Ａｃｏｓωｔ＋Ｂｓｉｎωｔ( ) （５３）

将式（５３）代入式（５２），可得：

［ ∫
Ａ
ＥαｙΔＴｄＡ－Ｎｃｆ］（

π
Ｌ
）

２

≈βＥＩ （ π
Ｌ
）

４

（５４）

解得：

β ＝ －
［∫

Ａ
ＥαｙΔＴｄＡ － Ｎｃｆ］

ＥＩ （ π
Ｌ
）

２

＝ －
［∫

Ａ
ＥαｙΔＴｄＡ － Ｎｃｆ］

ＥＩ
（ Ｌ
π
） ２ （５５）

进而可得：

Ａρ ∂２ｗ
∂ｔ２

＋［ＥＩ－ ∫
Ａ
ＥαｙΔＴｄＡ（ Ｌ

π
） ２＋

３９４
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Ｎｃｆ（
Ｌ
π
） ２］ ∂２

∂ｘ２（
∂２ｗ
∂ｘ２ ）＝ ０ （５６）

将式（５３）代入（５６），经计算可得：

－Ａρω２＋［ＥＩ－ ∫
Ａ
ＥαｙΔＴｄＡ（ Ｌ

π
） ２＋

Ｎｃｆ（
Ｌ
π
） ２］（ π

Ｌ
） ４ ＝ ０ （５７）

进而可以求得梁的振动角频率为：

ω＝（ π
Ｌ
）

２ ＥＩ － ∫
Ａ
ＥαｙΔＴｄＡ （ Ｌ

π
）

２

＋ （ Ｌ
π
）

２

Ｎｃｆ

Ａρ
（５８）

可见，由于热效应项 ∫
Ａ
ＥαｙΔＴｄＡ 和惯性效应项 Ｎｃｆ

的存在，相当于结构的剖面刚度由 ＥＩ 变换为 ＥＩ

－ ∫
Ａ
ＥαｙΔＴｄＡ （ Ｌ

π
）

２

＋Ｎｃｆ（
Ｌ
π
）

２

．对应着 Ｎｃｆ （
Ｌ
π
）

２

＞０

相当于梁被刚化了；Ｎｃｆ （
Ｌ
π
）

２

＜０ 相当于梁被柔化

了；可以推知：如果 ∫
Ａ
ＥαｙΔＴｄＡ （ Ｌ

π
）

２

＞０，则相当于

梁被柔化了；如果 ∫
Ａ
ＥαｙΔＴｄＡ （ Ｌ

π
）

２

＜０，则相当于

梁被刚化了．因此，这里既存在动力刚化或柔化问

题，也存在热力刚化或柔化问题．

４　 结论

首先，建立非保守非线性刚⁃热⁃弹耦合系统的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 拟变分原理，从该拟变分原理出发，采用

Ｌａｇｒａｎｇｅ⁃Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系，成功地建立了非保守非线

性刚⁃热⁃弹耦合系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，进而，应用

Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程推导出非保守非线性刚⁃热⁃弹耦合动

力学的控 制 方 程． 讨 论 了 应 用 耦 合 动 力 学 的

Ｌａｇｒａｎｇｅ方程解决实际工程技术问题的途径，并且，
对比研究了动力刚（柔）化和热力刚（柔）化问题．
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