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时间尺度上约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性与守恒量∗
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（苏州科技大学 土木工程学院， 苏州　 ２１５０１１）

摘要　 研究时间尺度上约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性．基于时间尺度上 Ｐｆａｆｆ⁃Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 原理，建立了时间

尺度上带乘子形式的约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程．给出了时间尺度上的Ｎｏｅｔｈｅｒ 等式，定义了时间尺度上约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系

统 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性．提出并证明了时间尺度上约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理，该定理揭示了时间尺度上

Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性与守恒量之间的关系．给出定理的两个特例：时间尺度上 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统和经典约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系

统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理．文末给出算例以说明方法和结果的有效性．
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引言

时间尺度是实数集的任意非空闭子集．时间尺

度微积分将连续分析、离散分析以及量子分析等统

一于一体，为复杂动力学系统的研究提供了强有力

的数学工具［１－３］ ．Ｂａｒｔｏｓｉｅｗｉｃｚ 和 Ｔｏｒｒｅｓ 首先开展时

间尺度上 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性的研究，建立了时间尺度

上的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理［４］，该定理是对以往离散和连续

情形的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理的统一和拓展．罗一平等研究

了时间尺度上 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理［５］ ．傅
景礼等研究了时间尺度上非保守非完整系统的

Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性与守恒量［６］ ．宋传静和张毅研究并

利用时间重参法证明了时间尺度上 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统

的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理［７］ ．文献［８］基于时间重参法证明了

分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理．近年来，关于

时间尺度上约束力学系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理的研究取

得了一些进展［９－１６］ ．本文将进一步研究时间尺度上

约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性与守恒量，建
立系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理并采用与文献［７］不同的方

法给出了相应的证明．

１　 时间尺度上微积分及其基本性质

下面简单介绍文中涉及到的时间尺度上微积

分的一些基本概念和基本性质．更详细的介绍建议

读者参阅文献［１］ ．
时间尺度T是实数集ℝ 的任意非空闭子集．函数

σ：T→T和 ρ：T→T分别为向前和向后跳跃算子，定
义为 σ（ ｔ）＝ ｉｎｆ ｓ∈T：ｓ＞ｔ{ }和 ρ（ ｔ）＝ ｓｕｐ ｓ∈T：ｓ＜ｔ{ } ．
向前步差函数定义为 μ（ ｔ）＝ σ（ ｔ）－ｔ．如果 σ（ ｔ）＝ ｔ，
σ（ ｔ）＞ｔ，ρ（ ｔ）＝ ｔ 以及 ρ（ ｔ）＜ｔ，则点 ｔ∈T分别称为右

稠密、右发散、左稠密和左发散的．
如果 ｓｕｐ T是 有 限 且 左 发 散 的， 则 定 义

Tｋ ＝T ＼ ρ（ｓｕｐ T），ｓｕｐ T( ] ，否则Tｋ ＝T．
设 ｆ：T→ℝ ，ｔ∈Tｋ，如果给定任一 ε＞０，存在 ｔ

的一 个 邻 域 Ｕ， 使 得 对 所 有 ｓ ∈ Ｕ， 都 有

ｆ σ（ ｔ）( ) －ｆ（ ｓ）－ｆΔ（ ｔ） σ（ ｔ）－ｓ( ) ≤ε σ（ ｔ）－ｓ ，则
ｆΔ（ ｔ）为 ｆ 在 ｔ 的 Δ－导数．如果对所有的 ｔ∈Tｋ， ｆΔ

（ ｔ）都存在，则称 ｆ 在T上是 Δ－可微的．通常， ｆΔ（ ｔ）

也用
Δ
Δｔ

ｆ（ ｔ）表示．

函数 ｆ：T→ℝ 称为 ｒｄ 连续的，若 ｆ 在T中的右

稠密点连续，且在T中所有左稠密点的左极限存在．
在T上所有 ｒｄ 连续函数的集合记作 Ｃｒｄ ＝ Ｃｒｄ

T，ℝ( ) ．类似地，定义在T上的 Δ－可微且其 Δ－导
数 ｒｄ 连续的函数集合记作 Ｃ１

ｒｄ ＝Ｃ１
ｒｄ T，ℝ( ) ．

函数 Ｆ：T→ℝ 称为 ｆ：T→ℝ 的一个原函数，若
对所有的 ｔ∈Tｋ，有 ＦΔ（ ｔ）＝ ｆ（ ｔ） ．那么，ｆ 的不定积

分定义为 ∫ｆ（ ｔ）Δｔ ＝ Ｆ（ ｔ） ＋ Ｃ，其中，Ｃ 是任意常数．
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ｆ 的定积分定义为 ∫ｂ
ａ
ｆ（ ｔ）Δｔ ＝ Ｆ（ｂ） － Ｆ（ａ）， 其中，

ａ，ｂ∈T．
对于 Δ－可微函数 ｆ 和 ｇ，以下公式成立：
ｆσ（ ｔ）＝ ｆ（ ｔ）＋μ（ ｔ） ｆΔ（ ｔ） （１）
（ ｆｇ） Δ（ ｔ）＝ ｆΔ（ ｔ）ｇσ（ ｔ）＋ｆ（ ｔ）ｇΔ（ ｔ） （２）

∫ｂ
ａ
ｆ（ ｔ）ｇΔ（ ｔ）Δｔ ＝ ｆｇ( ) （ｂ） － ｆｇ( ) （ａ） －

∫ｂ
ａ
ｆΔ（ ｔ）ｇσ（ ｔ）Δｔ （３）

其中，ｆσ（ ｔ）＝ ｆ σ（ ｔ）( ) ，即 ｆσ ＝ ｆ σ．
时 间 尺 度 上 Ｄｕｂｏｉｓ⁃Ｒｅｙｍｏｎｄ 引 理［１］： 令

ｇ∈Ｃｒｄ，ｇ： ａ，ｂ[ ] →ℝ ｎ，如果对一切 η∈ Ｃ１
ｒｄ，且有

η（ａ）＝ η（ｂ）＝ ０，都成立 ∫ｂ
ａ
ｇＴ（ ｔ）ηΔ（ ｔ）Δｔ ＝ ０， 则

ｇ（ ｔ）＝ Ｃ，其中，常数 Ｃ∈ℝ ｎ ．

２　 时间尺度上约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程

时间尺度上 Ｐｆａｆｆ 作用量为

Ｓ ａμ ·( )( ) ＝ ∫ｔ ２
ｔ１

Ｒν ｔ，ａσ
μ( ) ａΔ

ν － Ｂ ｔ，ａσ
μ( )[ ] Δｔ

（４）
式中，ａσ

μ （ ｔ） ＝ ａμ σ( ) （ ｔ），ａΔ
μ （ ｔ） 是 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 变量

ａμ（ ｔ）的 ｄｅｌｔａ 导数；Ｂ：ℝ ×ℝ ２ｎ →ℝ 是 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函

数，Ｒμ：ℝ ×ℝ ２ｎ→ℝ 是 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数组．假设这些函

数都是 Ｃ１
ｒｄ函数，μ，ν＝ １，２，…，２ｎ．

时间尺度上 Ｐｆａｆｆ⁃Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 原理为［７］

δＳ ＝ δ∫ｔ ２
ｔ１

ＲνａΔ
ν － Ｂ( ) Δｔ ＝ ０ （５）

且满足交换关系

δａΔ
μ ＝ δａμ( ) Δ， μ＝ １，２，…，２ｎ( ) （６）

以及端点条件

δａμ ｔ＝ ｔ１
＝ δａμ ｔ＝ ｔ２

＝ ０， μ＝ １，２，…，２ｎ( ) （７）
由时间尺度上 Ｐｆａｆｆ⁃Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 原理（５），利用式

（６）和（７），可以得到

∫ｔ ２
ｔ１

{Ｒμ ｔ，ａσ
ρ（ｔ）( ) ＋ ∫ｔ

ｔ１

é

ë
ê
ê －

∂Ｒｖ τ，ａσ
ρ（τ）( )

∂ａσ
μ（τ）

ａΔ
ｖ（τ） ＋

∂Ｂ τ，ａσ
ρ （τ）( )

∂ａσ
μ（τ）

ù

û
ú
úΔτ } （δａμ） ΔΔｔ ＝ ０ （８）

如果 ａμ 是相互独立的， 则由时间尺度上

Ｄｕｂｏｉｓ⁃Ｒｅｙｍｏｎｄ 引理，由式（８）可得到时间尺度上

自由 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程

∂Ｒｖ ｔ，ａσ
ρ( )

∂ａσ
μ

ａΔ
ｖ －ＲΔ

μ ｔ，ａσ
ρ( ) －

∂Ｂ ｔ，ａσ
ρ( )

∂ａσ
μ

＝ ０，

　 　 μ，ν，ρ＝ １，２，…，２ｎ( ) （９）
如果 ａμ 不是相互独立的，而受到约束

ｆβ ｔ，ａσ
ρ( ) ＝ ０　 β＝ １，２，…，ｇ；ρ＝ １，２，…，２ｎ( )

（１０）
将式（１０）取变分，得

∂ｆβ
∂ａσ

ρ

δａσ
ρ ＝ ０　 β＝ １，２，…，ｇ( ) （１１）

将式（１１）的每一个方程乘以约束乘子 λβ，然后对 β
求和并积分，得

∫ｔ ２
ｔ１
λ β

∂ｆβ
∂ａσ

ρ

δａσ
ρ Δｔ ＝ ０ （１２）

由式（１２），并利用时间尺度上分部积分公式和端

点条件（７）以及交换关系（６），我们得到

０ ＝ ∫ｔ ２
ｔ１
λ β

∂ｆβ
∂ａσ

ρ

δａσ
ρ Δｔ ＝ δａρ∫ｔ

ｔ１
λ β

∂ｆβ
∂ａσ

ρ

Δτ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｔ２

ｔ１

－

∫ｔ ２
ｔ１
∫ｔ
ｔ１
λ β

∂ｆβ
∂ａσ

ρ

Δτ
æ

è
ç

ö

ø
÷ δａρ( ) ΔΔｔ

即

∫ｔ ２
ｔ１
∫ｔ
ｔ１
λ β

∂ｆβ
∂ａσ

ρ

Δτ
æ

è
ç

ö

ø
÷ δａρ( ) ΔΔｔ ＝ ０ （１３）

将式（８）和式（１３）相加，得

∫ｔ ２
ｔ１

{Ｒμ ｔ，ａσ
ρ（ｔ）( ) ＋ ∫ｔ

ｔ１

é

ë
ê
ê －

∂Ｒｖ τ，ａσ
ρ（τ）( )

∂ａσ
μ（τ）

ａΔ
ｖ（τ） ＋

∂Ｂ τ，ａσ
ρ（τ）( )

∂ａσ
μ（τ）

＋λβ

∂ｆβ τ，ａσ
ρ（τ）( )

∂ａσ
μ（τ）

ù

û
ú
úΔτ } δａμ( ) ΔΔｔ ＝ ０

（１４）
由 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法，并利用时间尺度上 Ｄｕｂｏｉｓ⁃
Ｒｅｙｍｏｎｄ 引理，由式（１４）得到

Ｒμ ｔ，ａσ
ρ （ ｔ）( ) ＋ ∫ｔ

ｔ１

é

ë
ê
ê －

∂Ｒｖ τ，ａσ
ρ （τ）( )

∂ａσ
μ（τ）

ａΔ
ｖ （τ） ＋

∂Ｂ τ，ａσ
ρ （τ）( )

∂ａσ
μ（τ）

＋ λ β

∂ｆβ τ，ａσ
ρ （τ）( )

∂ａσ
μ（τ）

ù

û
ú
úΔτ ＝ Ｃ （１５）

利用时间尺度上不定积分存在定理［１］，由式（１５）
得到

∂Ｒｖ ｔ，ａσ
ρ( )

∂ａσ
μ

ａΔ
ｖ －ＲΔ

μ ｔ，ａσ
ρ( ) －

∂Ｂ ｔ，ａσ
ρ( )

∂ａσ
μ

＝λβ

∂ｆβ ｔ，ａσ
ρ( )

∂ａσ
μ

， μ，ν，ρ＝ １，２，…，２ｎ( ) （１６）

方程（１６）是时间尺度上带乘子形式的约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
方程．如果系统非奇异，则由式（１０）和（１６），可解

出 λβ ＝λβ ｔ，ａσ
ρ( ) ．于是方程（１６）可写为

３８４
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∂Ｒｖ

∂ａσ
μ

ａΔ
ｖ －ＲΔ

μ －
∂Ｂ
∂ａσ

μ

＝Λμ， μ＝ １，２，…，２ｎ( ) （１７）

其中，

Λμ ＝λβ ｔ，ａσ
ρ( )

∂ｆβ ｔ，ａσ
ρ( )

∂ａσ
μ

（１８）

是与约束（１０）相应的约束反力．方程（１７）可称为

与时间尺度上约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统（１０），（１６）相应的

自由 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程．

３　 时间尺度上约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ
对称性

引进时间尺度上关于时间 ｔ 和变量 ａμ 的无限

小变换

ｔ＝ ｔ＋Δｔ， ａμ ｔ( ) ＝ａμ（ ｔ）＋Δａμ， μ＝ １，２，…，２ｎ( )

（１９）
其中，Δ 表示非等时变分．式（１９）的展开式为

ｔ＝ ｔ＋εξ０ ｔ，ａρ( ) ， ａμ ｔ( ) ＝ａμ（ ｔ）＋εξμ ｔ，ａρ( ) ，
　 　 μ，ρ＝ １，２，…，２ｎ( ) （２０）

其中，ε 是无限小参数，ξ０ 和 ξμ 是无限小生成元．
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性是指 Ｐｆａｆｆ 作用

量（４）在无限小变换（１９）下的不变性．类似于文献

［７］，对于时间尺度上约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统，如果存在

规范函数 ＧＮ ｔ，ａσ
ρ( ) 使得无限小生成元 ξ０ 和 ξμ 满

足 Ｎｏｅｔｈｅｒ 等式

∂Ｒｖ

∂ｔ
ａΔ
ν －

∂Ｂ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ξ０＋

∂Ｒｖ

∂ａσ
μ

ａΔ
ν －

∂Ｂ
∂ａσ

μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ξσμ ＋ＲμξΔ

μ －

ＢξΔ
０ －Λμ ξμ－ａΔ

μ ξ０( ) σ＋ＧΔ
Ｎ ＝ ０ （２１）

则对称性是相应自由 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统（１４）的 Ｎｏｅｔｈｅｒ
对称性．如果还满足限制方程

∂ｆβ
∂ａσ

ρ

ξμ－ａΔ
μ ξ０( ) σ ＝ ０　 β＝ １，２，…，ｇ( ) （２２）

则对称性是时间尺度上约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统（１０），
（１６）的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性．

４　 时间尺度上约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ
定理

对于时间尺度上约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统，由 Ｎｏｅｔｈｅｒ
对称性可直接找到 Ｎｏｅｔｈｅｒ 守恒量，有如下结果．

定理 １． 对于时间尺度上约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统

（１０），（１６），如果无限小变换（２０）相应于系统的

Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性，则

ＩＮ ＝Ｒμξμ－Ｂξ０－μ（ ｔ）
∂Ｒμ

∂ｔ
ａΔ
μ －

∂Ｂ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ξ０＋ＧＮ （２３）

是该系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性导致的守恒量．
证明：由于

Δ
Δｔ

ＩＮ ＝ＲΔ
μ ξσμ ＋ＲμξΔ

μ －ＢΔξσ０ －ＢξΔ
０ －

Δ
Δｔ

μ（ ｔ）
∂Ｒμ

∂ｔ
ａΔ
μ －

∂Ｂ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ξ

σ
０ －

μ（ ｔ）
∂Ｒμ

∂ｔ
ａΔ
μ －

∂Ｂ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ξΔ

０ ＋ＧΔ
Ｎ （２４）

文献［１７］证明了如下第二 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程

Δ
Δｔ

－Ｌ＋ ∂Ｌ
∂ｑΔｑ

Δ＋μ（ ｔ）∂Ｌ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －∂Ｌ

∂ｔ
（２５）

其中，Ｌ ＝ Ｌ ｔ，ｑσ（ ｔ），ｑΔ（ ｔ）( ) 是时间尺度上 Ｌａｇｒａｎｇｅ
函数．实际上，方程（２５）是能量方程．类似于方程

（２５）的证明，易知

Δ
Δｔ

Ｂ＋μ（ ｔ）
∂Ｒμ

∂ｔ
ａΔ
μ －

∂Ｂ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

＝ －
∂Ｒμ

∂ｔ
ａΔ
μ ＋

∂Ｂ
∂ｔ

－ΛμａΔσ
μ （２６）

将方程（２６）和 Ｎｏｅｔｈｅｒ 等式（２１）代入式（２４），并利

用方程（１７），得到

Δ
Δｔ

ＩＮ ＝ＲΔ
μ ξσμ ＋ＲμξΔ

μ －ＢξΔ
０ ＋

∂Ｒμ

∂ｔ
ａΔ
μ －

∂Ｂ
∂ｔ

＋ΛμａΔσ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 μ（ ｔ）
∂Ｒμ

∂ｔ
ａΔ
μ －

∂Ｂ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ξΔ

０ －
∂Ｒμ

∂ｔ
ａΔ
μ －

∂Ｂ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ξ０－

　 ＲμξΔ
Ｎ＋ＢξΔ

０ ＋Λμ ξμ－ａΔ
μ ξ０( ) σ

＝ＲΔ
μ ξσμ －

∂Ｒｖ

∂ａσ
μ

ａΔ
ｖ －

∂Ｂ
∂ａσ

μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ξσμ ＋Λμξσμ ＝ ０ （２７）

因此，式（２３）是该系统的守恒量．证毕．
定理 １ 可称为时间尺度上约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的

Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理．
如果约束（１０）不存在，则定理 １ 给出时间尺

度上自由 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理，有
定理 ２． 对于时间尺度上自由 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统

（９），如果存在规范函数 ＧＮ ＝ＧＮ ｔ，ａσ
ρ( ) 使得无限小

生成元 ξ０ 和 ξμ 满足 Ｎｏｅｔｈｅｒ 等式

∂Ｒｖ

∂ｔ
ａΔ
ν －

∂Ｂ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ξ０＋

∂Ｒｖ

∂ａσ
μ

ａΔ
ν －

∂Ｂ
∂ａσ

μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ξσμ ＋

ＲμξΔ
μ －ＢξΔ

０ ＋ＧΔ
Ｎ ＝ ０ （２８）

则系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性导致守恒量（２３） ．
定理 ２ 中，如取 ＧＮ≡０，则给出文献［６］的结

果．
如取T ＝ ℝ ，则 σ（ ｔ） ＝ ｔ，μ（ ｔ） ＝ ０，此时方程

（１６）给出
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∂Ｒｖ ｔ，ａρ( )

∂ａμ
ａ̇ν－

ｄ
ｄｔ
Ｒμ ｔ，ａρ( ) －

∂Ｂ ｔ，ａρ( )

∂ａμ

＝λβ

∂ｆβ ｔ，ａρ( )

∂ａμ
（２９）

方程（２９）是经典的约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程［１８］ ．此时，
定理 １ 退化为如下定理．

定理 ３． 对于经典约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统 （ １０），
（２９），如果无限小变换（２０）相应于系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ
对称性，则系统存在守恒量，形如

ＩＮ ＝Ｒμξμ－Ｂξ０＋ＧＮ ＝ｃｏｎｓｔ． （３０）
定理 ３ 是经典约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定

理，已由文献［１８］给出．

５　 算例

例． 设时间尺度为

T＝ ３ｍ＋１：ｍ∈ℕ{ } （３１）
系统的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数和 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数组分别为

Ｂ＝ １
２

ａσ
１( ) ２＋ ａσ

３( ) ２＋ ａσ
４( ) ２[ ] ，

Ｒ１ ＝ａσ
３ ，Ｒ２ ＝ａσ

４ ，Ｒ３ ＝Ｒ４ ＝ ０ （３２）
约束方程为

ｆ１ ＝ａσ
１ ａσ

３ －ｃ２１ ＝ ０，ｆ２ ＝ａσ
１ ＋ａσ

４ －ｃ２ ＝ ０ （３３）
试研究系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性与守恒量．

首先，计算前跳算子 σ（ ｔ）和步差函数 μ（ ｔ） ．由
时间尺度（３１），设 ｔ＝ ３ｍ＋１∈T，则

σ（ ｔ）＝ ｉｎｆ ３ｋ＋１：３ｋ＋１＞３ｍ＋１，ｋ∈ℕ{ } ＝ ３ｍ＋２ ＝ ３ｔ
（３４）

于是

μ（ ｔ）＝ σ（ ｔ）－ｔ＝ ２ｔ （３５）
其次，建立系统的运动微分方程．时间尺度上

约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程（１６）给出

－ ａσ
３( ) Δ－ａσ

１ ＝λ１ａσ
３ ＋λ２，－ ａσ

４( ) Δ ＝ ０，
ａΔ

１ －ａσ
３ ＝λ１ａσ

１ ，ａΔ
２ －ａσ

４ ＝λ２ （３６）
由方程（３３）和（３６），可求得

λ１ ＝ －
ａσ

３

ａσ
１

＋
ａσ

１ －ａ１

２ｔａσ
１

， λ２ ＝ －ａσ
１ ＋

ａσ
３( ) ２

ａσ
１

－
ａσ

１ ａσ
３ －ａ１ａσ

３

２ｔａσ
１

（３７）
由式（１８），得到约束反力为

Λ１ ＝ －ａσ
１ ，Λ２ ＝ ０，Λ３ ＝ －ａσ

３ ＋
ａσ

１ －ａ１

２ｔ
，

Λ４ ＝ －ａσ
１ ＋

ａσ
３( ) ２

ａσ
１

－
ａσ

１ ａσ
３ －ａ１ａσ

３

２ｔａσ
１

（３８）

Ｎｏｅｔｈｅｒ 等式（２１）给出

－ａσ
１ ξσ１ ＋ ａΔ

１ －ａσ
３( ) ξσ３ ＋ ａΔ

２ －ａσ
４( ) ξσ４ ＋ａσ

３ ξΔ
１ ＋ａσ

４ ξΔ
２ －

ＢξΔ
０ －Λ１ ξ１－ａΔ

１ ξ０( ) σ－Λ３ ξ３－ａΔ
３ ξ０( ) σ－

Λ４ ξ４－ａΔ
４ ξ０( ) σ＋ＧΔ

Ｎ ＝ ０ （３９）
方程（３９）有解

ξ１
０ ＝ ０，ξ１

１ ＝ １，ξ１
２ ＝ ξ１

３ ＝ ξ１
４ ＝ ０，Ｇ１

Ｎ ＝ ０ （４０）
ξ２
０ ＝ ０，ξ２

１ ＝ ０，ξ２
２ ＝ １，ξ２

３ ＝ ξ２
４ ＝ ０，Ｇ２

Ｎ ＝ ０ （４１）
生成元（４０）和（４１）都相应于系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称

性．由定理 １ 得

Ｉ１Ｎ ＝ａσ
３ ＝ｃｏｎｓｔ． （４２）

Ｉ２Ｎ ＝ａσ
４ ＝ｃｏｎｓｔ． （４３）

式（４２） 和 （ ４３） 是与生成元 （ ４０）， （ ４１） 相应的

Ｎｏｅｔｈｅｒ 守恒量．

６　 结论

时间尺度理论由于其统一性和拓展性特征，已
经在科学和工程的诸多领域得到广泛应用．本文提

出并研 究 了 时 间 尺 度 上 约 束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系 统 的

Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性与守恒量，建立了时间尺度上约束

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理．时间尺度上 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
系统和经典约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理都是

该定理的推论．由于时间尺度和 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的一

般性，因此，文章方法和结果具有普遍意义．
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