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摘要　 通过一阶线性映射可以从非定常完整约束系统的位形空间映射出一个时空 Π，并诱导出时空 Π 上的

附加几何结构（度规和联络），由此可以写出约束系统在时空 Π 中的运动方程．当一阶线性映射不可积时，时

空 Π 是一个 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｃａｒｔａｎ 空间；当一阶线性映射可积时，时空 Π 将退化为一个 Ｒｉｅｍａｎｎ 空间，且此时由这

种线性映射方法得到的时空 Π 中的运动方程等价于用广义坐标表示的约束系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程．

关键词　 一阶线性映射，　 非定常完整约束，　 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｃａｒｔａｎ 空间，　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１９⁃０５６

引言

分析力学研究约束问题的重要思想之一就是

将约束系统尽可能放在低维空间中描述，从而减少

运动微分方程的数目，使问题得以简化．目前实现

这一思想的方法有很多，其中最重要的是基于对称

性和守恒量的约化方法［１－７］ ．
上世纪 ９０ 年代，德国学者 Ｋｌｅｉｎｅｒｔ 及其合作者

提出了另一种使约束系统降维的方法．这种方法通

过构建约束系统的低维 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｃａｒｔａｎ 位形空间，
不仅减少了约束系统的运动微分方程数目，而且指

出了约束的非完整性与 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｃａｒｔａｎ 位形空间

挠率之间的相互联系［８－１０］ ．在我国学者随后的工作

中，将这种方法推广为约束系统位形空间之间的一

阶线性映射方法［１１，１２］ ．证明了当一阶线性映射可积

时，映射的像空间是一个无挠率的 Ｒｉｅｍａｎｎ 位形空

间；而当一阶线性映射不可积时，映射的像空间一

般来说是一个有挠率的 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｃａｒｔａｎ 位形空间．
当映射不满秩时，这种一阶线性非完整映射等价于

Ｋｌｅｉｎｅｒｔ 等人提出的方法，而当映射满秩时，一阶线

性非完整映射则可以从平直的位形空间直接映射

出一个同维数的 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｃａｒｔａｎ 位形空间．把这种

一阶线性映射方法应用于定常约束系统（包括非完

整约束问题和刚体问题）的研究中，取得了一些重

要研究成果［１３－１６］ ．
本文把上述一阶线性映射方法推广至非定常

完整约束问题的研究中．这种推广的关键在于，由
于约束显含时间，所以建立在约束系统位形空间 Ｍ
上的一阶线性映射的像空间 Π 不再仅仅是一个位

形空间，而是一个“时空”．通过一阶线性映射可以

诱导出时空 Π 的几何性质（度规和联络），并由此

写出约束系统在时空 Π 中的运动方程．通过算例可

以验证这种方法的有效性．
文中采用爱因斯坦求和约定，并对指标取值范

围作如下规定： ｉ，ｊ，ｋ，ｌ ＝ １，２，…，ｎ； μ，ν，ρ，σ，λ ＝
１，２，…，ｎ； α，β，γ＝ １，２，…，ｎ－１．为方便起见，本文

将只讨论系统仅受到一个非定常完整约束的情形，
相关方法和结论可以很容易地推广至系统受到多

个完整约束时的情形．

１　 非定常完整约束系统的一阶线性映射方法

设由 Ｎ 个粒子构成的约束系统的 ｎ 维（ｎ ＝ ３Ｎ）
平直位形空间 Ｍ 的坐标为（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），其度规

和联络分别为

ｇｉｊ ＝ δｉｊｍｉｎｔ［ ｉ
－１
３ ］＋１， Γｋ

ｉｊ ＝ ０ （１）

其中，两个相同的指标 ｉ 不求和，系统受到一个如

下形式的非定常完整约束
􀭴ｆ（ｘｉ，ｔ）＝ ０ （２）
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不失一般性，总可以把非定常完整约束（２）写成如

下形式：
ｔ＝ ｆ（ｘｉ） （３）

取非退化的一阶线性映射

π̇μ ＝ａμ
ｉ ｘ̇ｉ （４）

其中，ａμ
ｉ 是关于坐标 ｘｉ 的函数，且

πｎ ＝ ｔ （５）

ａｎ
ｉ ＝

∂ｆ
∂ｘｉ （６）

并记由坐标 π１，π２，…，πｎ( ) 所描述的空间为 Π，则
由式（４）可以反解出

ｘ̇ｉ ＝ ｂｉ
μπ̇μ （７）

根据一阶线性映射方法，利用映射（７）可由平直位

形空间 Ｍ 的度规和联络诱导出空间 Π 的度规和联

络，分别为

ｇμν ＝ｇｉｊｂｉ
μｂ ｊ

ν （８）

Γσ
μν ＝ｇσρｇｉｊｂｉ

ρｂ ｊ
μ，ν （９）

其中，ｂ ｊ
μ，ν ＝

∂ｂ ｊ
μ

∂ｑν ．

由 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法可得约束系统在其平直位

形空间 Ｍ 中的运动方程为

ｘ̈ｉ ＝ｇｉｊ Ｆ ｊ＋λ
∂ｆ
∂ｘ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１０）

其中，Ｆ ｊ 是系统所受主动力．由式（７）可得

ｘ̈ｉ ＝ ｂｉ
μπ̈μ＋ｂｉ

μ，νπ̇μπ̇ν （１１）
代入式（１０）后可得

ｂｉ
μπ̈μ＋ｂｉ

μ，νπ̇μπ̇ν ＝ｇｉｋ Ｆｋ＋λ
∂ｆ
∂ｘｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１２）

再考虑到式（８）和式（９），由式（１２）即得约束系统

在空间 Π 中的运动方程

Ｄ
ｄｔ

π̇σ( ) ＝ｇμσＦμ＋λｇμσｂｋ
μ

∂ｆ
∂ｘｋ （１３）

其中，Ｆμ ＝ ｂｉ
μＦ ｉ 为系统所受主动力在空间Π 中的表

达， ｇνσ( ) ＝ ｇμσ( ) －１，Ｄ
ｄｔ

是由联络（９）所定义的协变

导数，即有

Ｄ
ｄｔ

π̇σ( ) ＝ π̈σ＋Γσ
μνπ̇μπ̇ν （１４）

为方便讨论，我们将运动方程（１３）拆分成如下两

部分

Ｄ
ｄｔ

π̇α( ) ＝ｇμαＦμ＋λｇμαｂｋ
μ

∂ｆ
∂ｘｋ （１５）

Ｄ
ｄｔ

π̇ｎ( ) ＝ｇμｎＦμ＋λｇμｎｂｋ
μ

∂ｆ
∂ｘｋ （１６）

下面对以上结果作几点讨论：
１）由式（５）和式（６）可以看出，和定常约束系

统不同，对非定常约束系统来说，由隐含约束（３）
的一阶线性映射（４）所定义的空间 Π 不再仅仅是

一个位形空间，而是一个“时空” ．而约束系统在时

空 Π 中的运动方程也相应地分成了关于空间维度

的方程（１５）和关于时间维度的方程（１６） ．
２）可以看出，约束（３）并没有完全决定一阶线

性映射（４），因此在解决具体问题时一阶线性映射

（４）（以及由该映射所定义的时空 Π）的选择仍然

具有较大的任意性．在下面的讨论中将会看到，这
种任意性将会为我们解决问题带来方便．

３）从形式上看，约束系统在时空 Π 中的运动

方程（１３）中仍然显含约束反力，这样做似乎并没

有带来什么额外的好处．但容易证明，只要选择合

适的一阶线性映射，使得诱导出的时空 Π 的度规

矩阵可以写成

ｇμν( ) ＝
Ａ（ｎ－１）×（ｎ－１） ０（ｎ－１）×１

０１×（ｎ－１） Ｂ１×１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ （１７）

的形式，则有

ｇμαｂｋ
μ

∂ｆ
∂ｘｋ ＝ ０ （１８）

此时方程（１５）就可以写作不显含约束力的形式

Ｄ
ｄｔ

π̇α( ) ＝ｇμαＦμ （１９）

考虑式（５），由方程（１６）可得

Γｎ
μνπ̇μπ̇ν ＝ｇμｎＦμ＋λｇμｎｂｋ

μ
∂ｆ
∂ｘｋ （２０）

显然，只要由方程（１９）求出 ｎ－１ 个 πα，就可用式

（２０）直接求出乘子 λ 的表达式，并由此求出约束

反力．
４）容易证明，如果一阶线性映射（４）不可积，

则 ｎ－１ 个 πα 就构成了约束系统的一组准坐标，时
空 Π 一般来说是一个有挠率的 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｃａｒｔａｎ 空

间．如果一阶线性映射（４）可积，则 ｎ－１ 个 πα 就退

化为约束系统的一组广义坐标 ｑα，时空 Π 也随之

退化为无挠率的 Ｒｉｅｍａｎｎ 空间 Ｑ，此时方程（１９）等
价于约束系统用广义坐标表示的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程．

５）以上讨论的是系统仅受到一个非定常完整

约束的情形，但相关方法和结论可以很容易地推广

８６４
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至系统受到多个完整约束时的情形．主要理由是：
若系统受到多个非定常完整约束，则这些非定常完

整约束总可以等效于一个非定常完整约束和若干

个定常完整约束的组合．这样，只需将本文讨论的

一阶线性映射方法和已有的 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｃａｒｔａｎ 空间

之间的一阶线性映射方法相结合，即可处理系统受

到多个完整约束的情形．

２　 算例

例 １：如图 １，质量为 １ 的粒子约束在平面 Ｐ 上，在
重力场中，无摩擦地运动，若平面 Ｐ 绕着直角坐标

系 Ｏｘ１ｘ２ｘ３ 中的 ｘ３ 轴以角速度 ω ＝ １ｒａｄ ／ ｓ 匀速转

动，且 ｘ３ 轴与竖直方向的夹角为 θ，求粒子的运动．

图 １　 约束在平面 Ｐ 上的质点

Ｆｉｇ．１　 ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｐｌａｎｅ Ｐ

在直角坐标系 Ｏｘ１ｘ２ｘ３ 中平面 Ｐ 可以表示为

ｘ２

ｘ１ ＝ ｔａｎｔ （２１）

所以，粒子所受非定常约束可以表示为

ｔ＝ａｒｃｔａｎ
ｘ２

ｘ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ （２２）

粒子所受主动力在直角坐标系 Ｏｘ１ｘ２ｘ３ 中可以表

示为

Ｆ１ ＝ｇｓｉｎθ， Ｆ２ ＝ ０， Ｆ３ ＝ －ｇｃｏｓθ （２３）
下面我们先用传统分析力学方法求解，然后再

用本文提出的一阶线性映射方法求解．可以看出两

种方法所得结果是一致的．
解法一：

首先用广义坐标表示的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程求解．
定义如下广义坐标

ｑ１ ＝ （ｘ１） ２＋（ｘ２） ２ ， ｑ２ ＝ ｘ３ （２４）
即有

ｘ１ ＝ ｑ１ｃｏｓｔ， ｘ２ ＝ ｑ１ｓｉｎｔ， ｘ３ ＝ ｑ２ （２５）
则粒子的动能和广义力分别为

Ｔ＝ １
２ ｑ̇１( ) ２＋（ｑ１） ２＋ ｑ̇２( ) ２[ ] （２６）

Ｑ１ ＝ｇｓｉｎθｃｏｓｔ， Ｑ２ ＝ －ｇｃｏｓθ （２７）
代入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程可得粒子的运动方程为

ｑ̈１－ｑ１ ＝ｇｓｉｎθｃｏｓｔ

ｑ̈２ ＝ －ｇｃｏｓθ
（２８）

由此可以解得

ｑ１ ＝ ｃ１ｅ
－ｔ＋ｃ２ｅｔ－

１
２
ｇｓｉｎθｃｏｓｔ

ｑ２ ＝ － １
２
ｇｃｏｓθ·ｔ２＋ｃ３ ｔ＋ｃ４

（２９）

用广义坐标表示的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程不能直接求

出约束反力，要想求出约束反力必须采用乘子法．
由约束（２２）可得粒子在直角坐标系 Ｏｘ１ｘ２ｘ３ 中的

运动方程为

ｘ̈１ ＝ｇｓｉｎθ－λ ｘ２

（ｘ１） ２＋（ｘ２） ２

ｘ̈２ ＝λ ｘ１

（ｘ１） ２＋（ｘ２） ２

ｘ̈３ ＝ －ｇｃｏｓθ

（３０）

和约束联立后可以解得

λ＝ ２ｘ̇１ｘ̇２ （ｘ１）２－（ｘ２）２( ) －２ｘ１ｘ２ ｘ̇１( ) ２－ ｘ̇２( ) ２( )

（ｘ１）２＋（ｘ２）２ ＋

ｇｓｉｎθ·ｘ２ （３１）
尽管式（３０） 无法直接求解，但考虑式 （２５） 和式

（２９），由式（３１）可得

λ＝ ２ｃ２２ｅ２ｔ－ｃ２ｇｓｉｎθ ｃｏｓｔ－２ｓｉｎｔ( ) ｅｔ－ｇ２ｓｉｎ２θｃｏｓｔｓｉｎｔ＋

ｃ１ｇｓｉｎθ ｃｏｓｔ＋２ｓｉｎｔ( ) ｅ－ｔ－２ｃ１２ｅ
－２ｔ （３２）

由此即可由约束（２２）直接写出约束反力的表达式．
解法二

下面用一阶线性映射方法求解．
取如下映射关系：

ｑ１ ＝ （ｘ１） ２＋（ｘ２） ２

ｑ２ ＝ ｘ３

ｑ３ ＝ａｒｃｔａｎ
ｘ２

ｘ１
æ

è
ç

ö

ø
÷

（３３）

９６４
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则由式（３３）可得一阶线性可积映射

ｘ̇１ ＝ ｘ１

（ｘ１） ２＋（ｘ２） ２
ｑ̇１＋ｘ２ ｑ̇３

ｘ̇２ ＝ ｘ２

（ｘ１） ２＋（ｘ２） ２
ｑ̇１－ｘ１ ｑ̇３

ｘ̇３ ＝ ｑ̇２

（３４）

若将映射所得空间记作 Ｑ，则由式（８）计算可得空

间 Ｑ 的度规为

ｇ１１ ＝ｇ２２ ＝ １， ｇ３３ ＝（ｘ１） ２＋（ｘ２） ２ （３５）
其它 ｇμν ＝ ０；由式（９）计算可得空间 Ｑ 的联络为

Γ１
３３ ＝ － （ｘ１） ２＋（ｘ２） ２

Γ３
１３ ＝Γ３

３１ ＝ － １

（ｘ１） ２＋（ｘ２） ２

（３６）

其它 Γσ
μν ＝ ０．将以上所求空间 Ｑ 的度规和联络代入

式（１９）和式（２０），并考虑式（２３）和式（２５）即得约

束系统在空间 Ｑ 中的运动方程

ｑ̈１－ｑ１ ＝ｇｓｉｎθｃｏｓｔ

ｑ̈２ ＝ －ｇｃｏｓθ
（３７）

和

λ＝ ２ｑ１ ｑ̇１＋ｇｓｉｎθｓｉｎｔ·ｑ１ （３８）
可以看出，方程（３７）恰好就是粒子用广义坐标表

示的运动方程（２８）；将方程（２８）的解（２９）带入式

（３８）即可直接得出与约束（２２）所对应的乘子表达

式（３２） ．
例 ２：在三维欧式空间中运动的、质量为 １ 的粒子，
所受理想约束为（ｘ１） ２ ＋（ｘ２） ２ ＝ （ ｔ＋１） ２，所受主动

力的三个分量分别为 Ｆ１ ＝ － ｘ２

ｔ＋１
，Ｆ２ ＝

ｘ１

ｔ＋１
，Ｆ３ ＝ －ｇ，

求粒子的运动．
同样，用传统分析力学方法和一阶线性映射方

法分别求解，可以看出所得结果是一致的．
解法一：

首先用广义坐标表示的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程求解．
定义如下广义坐标：

ｑ１ ＝ａｒｃｔａｎ ｘ２

ｘ１ ， ｑ２ ＝ ｘ３ （３９）

即有

ｘ１ ＝（ ｔ＋１）ｃｏｓｑ１， ｘ２ ＝（ ｔ＋１）ｓｉｎｑ１， ｘ３ ＝ ｑ２ （４０）
则粒子的动能和广义力分别为

Ｔ＝ １
２

（ ｔ＋１） ２ ｑ̇１( ) ２＋ ｑ̇２( ) ２＋１[ ] （４１）

Ｑ１ ＝ ｔ＋１， Ｑ２ ＝ －ｇ （４２）
代入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程可得粒子的运动方程为

（ ｔ＋１） ｑ̈１＋２ｑ̇１ ＝ １

ｑ̈２ ＝ －ｇ
（４３）

由此可以解得

ｑ１ ＝ １
２ １＋

ｔ２－２ｃ１
ｔ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｃ２

ｑ２ ＝ － １
２
ｇｔ２＋ｃ３ ｔ＋ｃ４

（４４）

解法二：
下面用一阶线性映射方法求解．
取如下映射关系

ｑ１ ＝ａｒｃｔａｎ
ｘ２

ｘ１
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｑ２ ＝ ｘ３

ｑ３ ＝ （ｘ１） ２＋（ｘ２） ２ －１

（４５）

则由式（３３）可得一阶线性可积映射

ｘ̇１ ＝ －ｘ２ ｑ̇１＋ ｘ１

（ｘ１） ２＋（ｘ２） ２
ｑ̇３

ｘ̇２ ＝ ｘ１ ｑ̇１＋ ｘ２

（ｘ１） ２＋（ｘ２） ２
ｑ̇３

ｘ̇３ ＝ ｑ̇２

（４６）

若将映射所得空间记作 Ｑ，则由式（８）计算可得空

间 Ｑ 的度规为

ｇ１１ ＝（ｘ１） ２＋（ｘ２） ２，ｇ２２ ＝ｇ３３ ＝ １ （４７）

其它 ｇμν ＝ ０；由式（９）计算可得空间 Ｑ 的联络为

Γ１
１３ ＝Γ１

３１ ＝
１

（ｘ１） ２＋（ｘ２） ２

Γ３
１１ ＝ － （ｘ１） ２＋（ｘ２） ２

（４８）

其它 Γσ
μν ＝ ０．将以上所求空间 Ｑ 的度规和联络代入

式（１９）并考虑式（４５）即得约束系统在空间 Ｑ 中的

运动方程

（ ｔ＋１） ｑ̈１＋２ｑ̇１ ＝ １

ｑ̈２ ＝ －ｇ
（４９）

该方程恰好就是粒子用广义坐标表示的运动方程

（４３） ．
解法三：

值得一提的是，本例还可以用一阶线性非完整

映射方法求解．
取如下一阶线性非完整映射

０７４
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ｘ̇１ ＝ － ｘ２

（ｘ１） ２＋（ｘ２） ２
ｑ̇１＋ ｘ１

（ｘ１） ２＋（ｘ２） ２
ｑ̇３

ｘ̇２ ＝ ｘ１

（ｘ１） ２＋（ｘ２） ２
ｑ̇１＋ ｘ２

（ｘ１） ２＋（ｘ２） ２
ｑ̇３

ｘ̇３ ＝ ｑ̇２

（５０）

若将映射所得空间记作 Π，则由式（８）计算可得空

间 Π 的度规为

ｇ１１ ＝ｇ２２ ＝ｇ３３ ＝ １ （５１）
其它 ｇμν ＝ ０；由式（９）计算可得空间 Π 的联络为

Γ１
３１ ＝

１

（ｘ１） ２＋（ｘ２） ２
， Γ３

１１ ＝ － １

（ｘ１） ２＋（ｘ２） ２

（５２）
其它 Γσ

μν ＝ ０．将以上所求空间 Π 的度规和联络代入

式（１９）即得约束系统在空间 Π 中的运动方程

（ ｔ＋１） ｑ̈１＋ｑ̇１ ＝ ｔ＋１

ｑ̈２ ＝ －ｇ
（５３）

由该方程组可以解得

ｑ̇１ ＝ ｔ＋１
２

＋
２ｃ４－１
２（ ｔ＋１）

ｑ̇２ ＝ －ｇｔ＋ｃ５

（５４）

将式（５４）代入式（５０），并考虑到 ｑ３ ＝ ｔ 和约束条

件，可得

ｘ̇１ ＝ － ｘ２

ｔ＋１
ｔ＋１
２

＋
２ｃ４－１
２（ ｔ＋１）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｘ１

ｔ＋１

ｘ̇２ ＝ ｘ１

ｔ＋１
ｔ＋１
２

＋
２ｃ４－１
２（ ｔ＋１）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｘ２

ｔ＋１

ｘ̇３ ＝ －ｇｔ＋ｃ５

（５５）

该方程组的解为

　

ｘ１ ＝（ｔ＋１） ｃ１ｓｉｎ
１
２
＋
ｔ２－２ｃ４
２（ｔ＋１）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｃ２ｃｏｓ

１
２
＋
ｔ２－２ｃ４
２（ｔ＋１）

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｘ２ ＝（ｔ＋１） ｃ１ｃｏｓ
１
２
＋
ｔ２－２ｃ４
２（ｔ＋１）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｃ２ｓｉｎ

１
２
＋
ｔ２－２ｃ４
２（ｔ＋１）

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｘ３ ＝－ １
２
ｇｔ２＋ｃ５ｔ＋ｃ３

（５６）
考虑到约束条件后，有

ｃ１ ２＋ｃ２ ２ ＝ １ （５７）
容易看出，满足约束条件的式（５６）和解法一中求

得的结果等价．

３　 小结

和定常完整约束系统不同，对非定常完整约束

系统，通过隐含约束的线性映射所定义的空间 Π 不

再是一个位形空间，而是一个“时空”．但只要选取合

适的线性映射，使得时空 Π 的度规满足式（１７）的形

式，则同样可以实现约束（或约束力）的几何化．在映

射可积时，由这种线性映射方法得到的运动方程等

价于用广义坐标表示的约束系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程．
与此同时，这种线性映射方法显然更容易推广至非

完整的情形，例 ２ 中的解法三就验证了这种非完整

映射方法在处理非定常约束问题时的有效性．如何

将这种线性映射方法推广至非定常非完整约束问题

的研究中是一个值得继续研究的问题．
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