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摘要　 分析力学研究主要包括两个方面：物理意义的探究和数学方法的应用，两者应当协调发展．以拉格朗

日力学逆问题为例，以量纲分析为依据，指出分析力学研究应当重视物理意义的讨论：一是新的研究结果是

否具有正确的物理意义；二是有些新的结果和方法是否与物理规律相矛盾．举例说明得到的结论．
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引言

力学是物理学、天文学和许多工程科学的基

础，它的概念、规律和方法，它的理论体系，奠定了

经典物理学；对 ２０ 世纪新物理学，由力学发展起来

的最小作用量原理和对称与守恒理论等，仍然起着

基础性作用．从另一方面说，经典力学与分析数学

一直是相伴而生同步发展的，到了 ２０ 世纪力学理

论发展依然与数学进步密切相关，近年来分析力学

研究仍然取得一系列的重要成果，而数学的推动是

重要的动因．然而，这种情况也造成一种值得注意

的倾向，即在分析力学研究中偏重于问题的数学方

法的应用和发展，在一定程度上忽视了物理意义的

分析和讨论．
例如，把力学中的拉格朗日力学逆问题与数学

中的变分法逆问题几乎看作一个概念，多种多样的

构造拉格朗日函数的数学方法被提出来，得到了各

种各样的函数形式的拉格朗日函数，进而导出了相

应的哈密顿函数，但是，对这些函数并没有深入地

讨论，它们是否真的具有分析力学所要求的物理意

义．另一方面，逆问题的发展以及得到的新结果，对
传统的分析力学理论产生多方面的影响和冲击，不
少传统的观念被突破，结论需要修正，但是，对这种

情况也没有进行全面深入系统地分析和讨论．
本文将以拉格朗日力学逆问题为中心，通过两

个实例说明，分析力学研究与应用数学的研究应当

有所区别，前者应当重视物理意义的分析和讨论．
为了使讨论简单明晰，下面主要以量纲来代表问题

的物理方面，所以，在第一节给出量纲理论的简要

回顾；第二节给出谐振子运动方程、第一积分，以及

相应的拉格朗日函数和哈密顿函数；第三节讨论一

个二维系统的拉格朗日函数族；第四节讨论由等效

的拉格朗日函数引起的一些问题；第五节是小结．

１　 量纲及其法则要点

物理学中存在诸多不同的物理量，可以分成基

本量和导出量，在确定了单位制后，一个导出量能

够用若干个基本量的乘方之积表示出来，这个表达

式称为该物理量的量纲式［１，２］ ．量纲是物理学中的

一个重要问题，可以表征物理量的性质（类别），如
力学中的时间、长度、质量、动量、能量等．量纲分析

是物理科学中一种重要的研究方法，它根据各种量

所必须具有的形式来分析判断事物间数量关系所

遵循的一般规律，简而言之，就是可以在量纲法则

的原则下，分析和探求物理量之间关系．通过量纲

分析可以检查反映物理现象规律的方程在计量方

面是否正确，甚至可提供寻找物理现象某些规律的

线索，以指导在物理领域中建立数学模型或进行实

验．基本的量纲法则有两条：１）只有量纲相同的物

理量，才能彼此相加、相减和相等；２）指数函数、对
数函数和三角函数等函数的宗量应当是纯数量，即
其量纲应当为 １．量纲法则是量纲分析的基础，对力



动　 力　 学　 与　 控　 制　 学　 报 ２０１９ 年第 １７ 卷

学和物理学问题，若导出的公式不符合量纲法则，
那就应当深入讨论．下面讨论的实例，局限于力学

范围内，所以基本量仅有时间、长度和质量．

２　 谐振子第一积分和拉格朗日函数的量纲

分析

质量 ｍ 的小球和倔强系数 ｋ 的弹簧构成的谐

振子，其运动微分方程为

ｍｘ̈＋ｋｘ＝ ０ （１）
通常将上述方程改写为

ｘ̈＋ω２
０ｘ＝ ０ （２）

式中，ω２
０ ＝

ｋ
ｍ
．方程（２）可以看作单位质量小球构成

的振子的运动方程．方程（１）和（２）是实际的物理

方程，它们中各项量纲必须相同，这就是说 ω０ 的量

纲是［ Ｔ－１ ］ ．容易得到方程 （２） 的多个不同的积

分［３］，例如能量积分

Ｉ１ ＝
１
２
（ ｘ̇２＋ω２

０ｘ２） （３）

与之对应的拉格朗日函数是

Ｌ１ ＝
１
２
（ ｘ̇２－ω２

０ｘ２） （４）

从数学上，还可以构造其它积分，包括不显含时间

的积分，如
Ｉ２ ＝ ｌｎ（ ｘ̇２＋ω２

０ｘ２） （５）
下面利用文献［４］中钱德拉塞卡等提出的方

法，从 Ｉ２ 构造振子的拉格朗日函数．设对应的拉格

朗日函数为 Ｌ２，由于 Ｉ２ 与时间无关，直接取作雅可

比积分，即存在如下关系式

Ｉ２ ＝
∂Ｌ２

∂ｘ̇
ｘ̇－Ｌ２ ＝ ｐ２ ｘ̇－Ｌ２ （６）

进而导出

∂Ｉ２
∂ｘ̇

＝
∂ｐ２

∂ｘ̇
ｘ̇

ｐ２ ＝ ∫ｘ̇ １
ｘ̇

∂Ｉ２
∂ｘ̇

ｄｘ̇

解出 ｐ２ 后，代入式（６），即得到待求的拉格朗日函

数

Ｌ２ ＝ ｐ２ ｘ̇－Ｉ２ （７）
从数学理论上，解出的 ｐ２ 应当加上任意函数 ｆ（ｘ），
代入式（７）后，相当于得到一族规范等效的拉格朗

日函数，为了简化讨论，没有考虑任意函数 ｆ（ｘ） ．

文献［７］对钱德拉塞卡等提出的方法进行了

研究，并说明其理论基础是诺特定理的逆问题，同
时指出这种方法存在局限性．在对式（６） Ｉ２ 进行上

述程序的运算后，得到

ｐ２ ＝
２

ω０ｘ
ａｒｃｔｇ ｘ̇

ω０ｘ
（８）

Ｌ２ ＝
２ｘ̇
ω０ｘ

ａｒｃｔｇ ｘ̇
ω０ｘ

－ｌｎ（ ｘ̇２＋ω２
０ｘ２） （９）

上面谐振子的两个拉格朗日函数，如果从基本

的量纲法则分析，则可以表明第一个解是符合量纲

法则的，Ｉ１ 和 Ｌ１ 的量纲是能量量纲，Ｌ１ 是标准形式

的拉格朗日函数，它对时间积分的量纲是作用量量

纲．但是，第二个解在物理上是存在问题的．首先，Ｉ２
表达式不符合量纲法则，对数函数的宗量不是无量

纲的数，而是具有能量量纲；其次，ｐ２ 的量纲也不是

通常的力学动量量纲；再者，Ｌ２ 是非标准形式的拉

格朗日函数，而且其表达式前一项量纲为 １ 的纯

数，后一项是能量量纲宗量的对数，它对时间的积

分不具有力学（物理学）作用量的量纲，这就是说，
在传统的力学意义上，第二个解是不符合物理学要

求的．
根据第一个解，谐振子哈密顿函数为

Ｈ１ ＝
１
２
（ｐ２

１＋ω２
０ｘ２）　 （ｐ１ ＝

∂Ｌ１

∂ｘ̇
＝ ｘ̇） （１０）

在此基础上，可以进一步讨论其他物理问题，例如

谐振子量子化．但是，根据第二个解，导出的谐振子

的哈密顿函数为

Ｈ２ ＝ ｌｎ［ω２
０ｘ２ ｓｅｃ２（ １

２
ω０ｘｐ２）］ （１１）

显然，它也不符合量纲法则，不是物理量，更不能由

此讨论系统的量子化等．

３　 一个二维系统拉格朗日函数的量纲分析

研究二维非线性非保守系统［５－７］

ｍｑ̈１＋γ（ｑ１ ｑ̇２
１＋２ｑ２ ｑ̇１ ｑ̇２－ｑ１ ｑ̇２

２）＝ ０

ｍｑ̈２＋γ（ｑ２ ｑ̇２
２＋２ｑ１ ｑ̇１ ｑ̇２－ｑ２ ｑ̇２

１）＝ ０
（１２）

取变量 ｑ１，ｑ２ 为长度，量纲为［Ｌ］，ｍ 为质量，量纲

为［Ｍ］，那么，根据量纲法则，系数 γ 的量纲应为

［ＭＬ－２］ ．方程（１２）存在一个第一积分

Ｉ＝ ｌｎ（ ｑ̇２
１＋ｑ̇２

２）＋
γ
ｍ
（ｑ２

１＋ｑ２
２） （１３）

由此积分可以得到系统的一个拉格朗日函数族

４５４
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Ｌ＝Ｆ（ Ｉ）＝ Ｆ［ｌｎ（ ｑ̇２
１＋ｑ̇２

２）＋
γ
ｍ
（ｑ２

１＋ｑ２
２）］ （１４）

函数 Ｆ 是其宗量的任意连续可微函数．这个函数族

包括任意多个不同函数形式的系统拉格朗日函数，
例如

Ｌ１ ＝ ｌｎ（ ｑ̇２
１＋ｑ̇２

２）＋
γ
ｍ
（ｑ２

１＋ｑ２
２） （１５）

Ｌ２ ＝ｅｘｐ［ γ
ｍ
（ｑ２

１＋ｑ２
２）］

ｍ
２
（ ｑ̇２

１＋ｑ̇２
２） （１６）

从物理上来说，Ｌ２ 是标准形式的拉格朗日函数，它
是带有修正系数的动能，而且修正系数是指数函

数，其指数为坐标的函数，且量纲为 １，符合量纲法

则．与它对应的，有一个雅可比积分

Ｉ２ ＝ｅｘｐ［ γ
ｍ
（ｑ２

１＋ｑ２
２）］

ｍ
２
（ ｑ̇２

１＋ｑ̇２
２） （１７）

事实上，这个积分可以从式（１３）导出，即

Ｉ２ ＝
ｍ
２
ｅｘｐ（ Ｉ） （１８）

式（１７） Ｉ２ 也符合量纲法则，可以解释为质量

与位置相关粒子的动能．Ｌ２ 可以直接从 Ｉ２ 导出．
然而，式（１３）却不符合量纲法则，Ｉ 只是作为

数学上微分方程（１２）的一个第一积分，但没有物

理意义，严格说来，不能称为系统（１２）的一个守恒

量．Ｌ１ 是非标准形式的拉格朗日函数，式（１５）不符

合量纲法则，它没有确切的量纲，更不是能量的量

纲，只是一个数学上的函数；它对时间的积分不是

物理上的作用量，只是一个数学上的泛函．从微分

方程（１２）导出函数（１５），再从这个函数得到的泛

函导出运动微分方程，其根据是数学上的变分法及

其逆问题理论，严格说来，不是根据物理（力学）上
的最小作用量原理及其逆问题理论．

４　 与等效的拉格朗日函数相关问题的讨论

拉格朗日力学逆问题理论和方法得到的成果，
拓宽了拉格朗日系统的范围，使得很多非保守系统

运动微分方程能够写成拉格朗日方程形式；证明了

一个系统存在多种等效的拉格朗日函数；拉格朗日

函数可以写成动能项与势能项之差的标准形式，还
有各种各样非标准形式等．这些分析力学的新发展

使得经典力学某些原有的结论需要重新认识，内容

需要修正．
例如，在以文献［９］为代表的一些经典力学著

作中，讨论力学系统的对称性和守恒量时，是以拉

格朗日函数在某些变换下的不变性来定义对称性

的，其中时－空变换的对称性特别受到关注，因为这

些对称性对应着一些重要的物理量（能量、动量和

角动量）守恒．下列类似于准定理的陈述常见于某

些早期力学著作中：若∂Ｌ
∂ｔ

＝ ０，则系统的广义能量

Ｈ＝ ∂Ｌ
∂ｑ̇ｋ

ｑ̇ｋ－Ｌ守恒；若∂Ｌ
∂ｑｌ

＝ ０，则系统对应的广义动量

ｐｌ ＝
∂Ｌ
∂ｑ̇ｌ

守恒等．这里不去讨论系统广义能量和广义

动量在什么样的条件下是系统机械能量和机械

（角）动量，而是针对上述陈述提出如下问题：

若
∂Ｌ
∂ｔ
≠０，广义能量 ｈ＝ ∂Ｌ

∂ｑ̇ｋ
ｑ̇ｋ－Ｌ 是否一定不守恒？

仍然利用上述实例来讨论，引入谐振子系统 Ｌ１ 的

一个规范等效函数

Ｌ′１ ＝
１
２
（ ｘ̇２－ω２

０ｘ２）＋ ｄ
ｄｔ

（ １
２
ω２

０ｘ２ ｔ）＝ １
２ ｘ̇２＋ω２

０ｘｘ̇ｔ

（１９）

显然，
∂Ｌ′１
∂ｔ

≠０，但是，利用诺特定理，引入规范函

数，容易证明式（３）能量积分仍然成立，即谐振子

系统仍然存在能量守恒．相反地，式（９） Ｌ２ 不显含

时间，对应的积分是式（５）中的 Ｉ２，前面已经指出

它只是谐振子的一个运动积分，不是一个严格意义

上的物理量，不是系统能量守恒的表达式．
文献［７］多次指出，逆问题得到的结果使得对

原来力学著作中关于对称性与守恒量的论述应当

修正．上述例 ２ 是其中一个典型例子，说明式（１６）
中的拉格朗日函数 Ｌ２ 虽然具有旋转对称性，但是

系统的物理角动量

Ｊ＝ｍ（ｑ１ ｑ̇２－ｑ２ ｑ̇１） （２０）
却不是守恒量．为了便于讨论，ｑ１ 和 ｑ２ 看作平面直

角坐标，引入平面极坐标 ｒ 和 θ，利用坐标变换可以

将式（１６）中的 Ｌ２ 写成

Ｌ２ ＝ｅｘｐ（ γ
ｍ
ｒ２） ｍ

２
（ ｒ̇２＋ｒ２ θ̇２） （２１）

显然坐标 θ 是循环坐标，导出的对应的积分是

Ｊ′＝ｅｘｐ（ γ
ｍ
ｒ２）ｍｒ２ θ̇ （２２）

它不是系统的物理角动量表达式，类似于式（１７）
的理解，式（２２）可以解释为质量与坐标（位置）相

５５４
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关的粒子的角动量．
文献［１１］讨论了对拉格朗日系统诺特对称性

的两种不同的理解，一种是拉格朗日函数的不变

性，另一种是哈密顿作用量的不变性，且明确指出

后一种理解是合理的．在早期经典力学某些著作和

教材中，往往是根据前一种理解来讨论对称性与守

恒量的．分析力学新的发展，上述实例的讨论，支持

文献［１１］的结论，同时说明严格区分广义能量积

分（雅可比积分）与力学系统的物理能量守恒，区
分广义动量积分（循环积分）与力学系统的物理动

量和角动量守恒是必要的．

５　 小结

（１）上面以谐振子和二维非线性阻尼运动为

例，讨论了相关的变分法逆问题的结果，以及所带

来的力学研究范围的拓展．值得注意的是，如果仅

从数学方面来考虑，将力学系统运动方程看作纯粹

的微分方程，那么，上面导出的第一积分、拉格朗日

函数等数学表达式等都是被容许的，利用这样的拉

格朗日函数和哈密顿函数，应用分析力学中的方法

能够得到方程的解，事实上这种途径已经推广到求

解更为复杂的微分方程［４，８］ ．但是，从力学物理学方

面来看，这个过程中出现的多种数学结果都应当认

真从力学角度去讨论其意义，以区分出真正具有物

理意义的量，以及能够表达真实物理规律的数学表

达式．量纲法则是超越具体物理过程的基本物理规

律，适合利用这个法则来检验讨论中的数学表达

式，检验的结果表明有些表达式是违背量纲法则

的，这种表达式不具有物理意义，不能进一步讨论

某些物理学力学问题，例如量子化问题．
（２）讨论力学物理学问题时出现数学方法与

物理意义之间的矛盾是不可避免的．例如，实际存

在的物理量不可能是复值的，但是，当代力学物理

学研究中已经无法不利用复数了．应当重视的是，
在处理力学物理学问题时，对利用数学方法导出的

多种结果，要根据物理规律有所鉴别和选择，重视

物理意义的分析和物理规律的论证．还要利用新的

结果去讨论检验原有的理论，因为新的发展带来新

的高度和视野，可能有利于发现早期学科体系中被

掩盖的问题．
（３）当前分析力学研究中，除了拉格朗日力学

逆问题以及与之相关的等效的非标准形式的拉格

朗日函数等成果外，还有其它课题，包括一些热点

研究领域，也存在物理意义探讨不足的问题．在理

论研究中要求数学方法与理论解释总是同步协调

是不现实的，不能因为物理意义一时不明就反对或

怀疑问题数学方面的研究，同时也应当防止忽视对

力学物理学意义的解析，特别要防止某些数学结果

的不确切理解和误用．
（４）力学物理学与数学紧密相关，当然不能要

求讨论问题的每一步都满足物理规律，不能希望每

一个导出的数学表达式都具有确定的物理意义，但
作为物理学（力学）研究，最后结果应当回到力学

物理学上来．对于某些暂时无法用原有物理理论说

明的，但是在数学上又是严密论证合乎逻辑的结

果，应当努力探索新的解释，寻求对原有理论的突

破．在物理学发展的历史上，这种努力有很多著名

的成功事例．例如，对波函数的几率解释；对狄拉克

方程负能量解的理解，导致存在反粒子的预言等．
这从另一方面说明了物理意义的探讨的重要性．

（５）本文讨论仅局限于力学范围内，但是，现
在很多学科，包括社会科学领域，都重视建立数学

模型，特别是微分方程模型．这就使得在分析力学

中发展的许多理论和方法，在其它学科中也得到广

泛的应用［１２］ ．这意味着在利用分析力学理论和方

法研究这些学科问题时，也要重视相关学科意义的

分析和讨论．
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