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摘要　 研究受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的分数阶变分问题，建立具有这两种分数阶微分算子的广义分数阶受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ

方程．然后，给出具有这两种分数阶微分算子的分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程和分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程．最后，讨论广义

分数阶 Ｌｏｔｋａ⁃生化振子模型和广义分数阶 Ｈｏｊｍａｎ⁃Ｕｒｒｕｔｉａ 模型．
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引言

为处理系统中的耗散力，Ｒｉｅｗｅ［１］在 １９９６ 年引

入了分数阶导数．此后分数阶方面的研究主要基于

左（右）Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数［２，３］、左（右）
Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数［４－６］、Ｒｉｅｓｚ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分

数阶导数［７，８］、Ｒｉｅｓｚ⁃Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数［９］ 及联合

分数阶导数［１０，１１］ ． ２０１０ 年，Ａｇｒａｗａｌ［１２］ 给出了一些

新的分数阶算子，称为分数阶微分算子，上面提到

的四种分数阶导数均为其特例．
Ｇａｌｉｕｌｌａｎ［１３］ 曾指出，Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 力学是现代分析

力学的重要研究方向之一．Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 力学比 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
力学更广泛［１４］，且已经被应用于很多领域［１５］ ．最
近，Ｚｈａｎｇ［１６］ 基于 Ａｇｒａｗａｌ 提出的分数阶微分算子

研究了分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的变分问题，建立了相

应的运动微分方程．
受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的应用比 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统更广

泛［１７］ ．首先，受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程有广义力项，有助于

处理控制问题．其次，对于具有耗散力项的力学系

统，用受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统表示也更为方便．对于受迫

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系 统 的 研 究， 已 在 积 分 因 子［１８］、 对 称

性［１９，２０］、降阶法［２１］、平衡稳定性［２２］、梯度表示［２３］、
奇点分析［２４］等方面取得重要进展．

最近，基于 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数，分
数阶受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性与守恒

量［２５］及对称性的摄动与绝热不变量［２６］ 已有研究．

本文拟基于 Ａｇｒａｗａｌ 的分数阶微分算子研究受迫

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统，建立广义分数阶受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程．
本文结构安排如下：首先，列出分数阶导数的

定义及其性质；然后，建立具有分数阶微分算子的

广义分数阶受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程，并对其特例进行讨

论；最后，给出两个分数阶模型说明结果的应用．

１　 分数阶导数及其性质

这里简单回顾分数阶导数的定义及相关性质，
详细请参考文献［１２，１６］ ．

函数 ｆ（ ｔ）的左（右） Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶

导数、左（右） Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数、Ｒｉｅｓｚ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ⁃
Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数和 Ｒｉｅｓｚ⁃Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数分

别为

　 ＲＬ
ｔ１ Ｄ

α
ｔ ｆ（ｔ） ＝

１
Γ（ｎ － α）

ｄ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

∫ｔ
ｔ１
（ｔ － ξ）ｎ－α－１ｆ（ξ）ｄξ

（１）

　 ＲＬ
ｔ Ｄβ

ｔ２ｆ（ｔ） ＝
１

Γ（ｎ － β）
－ ｄ

ｄｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

∫ｔ ２
ｔ
（ξ － ｔ）ｎ－β－１ｆ（ξ）ｄξ

（２）

　 Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ ｆ（ｔ） ＝

１
Γ（ｎ － α）∫

ｔ

ｔ１
（ｔ － ξ）ｎ－α－１ ｄ

ｄξ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｆ（ξ）ｄξ

（３）

　 Ｃ
ｔ Ｄβ

ｔ２ｆ（ｔ） ＝
１

Γ（ｎ － β）∫
ｔ ２

ｔ
（ξ － ｔ）ｎ－β－１ － ｄ

ｄξ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｆ（ξ）ｄξ

（４）
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　 Ｒ
ｔ１Ｄ

α
ｔ２ｆ（ｔ） ＝

１
２Γ（ｎ － α）

ｄ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

∫ｔ ２
ｔ１

ｔ － ξ ｎ－α－１ｆ（ξ）ｄξ

（５）

　 ＲＣ
ｔ１ Ｄ

α
ｔ２ｆ（ｔ） ＝

１
２Γ（ｎ － α）∫

ｔ ２

ｔ１
ｔ － ξ ｎ－α－１ ｄ

ｄｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｆ（ξ）ｄξ

（６）
其中，Γ（∗）是 Ｇａｍｍａ 函数，α、β 是分数阶导数的阶

数，ｎ－１≤α，β＜ｎ，ｎ 为整数．
广义积分算子 Ｋα

Ｐ 定义为

Ｋα
＜ ｔ１，ｔ，ｔ２，ｐ，ｑ ＞ ｆ（ ｔ） ＝ ｐ∫ｔ

ｔ１
ｋα（ ｔ，τ） ｆ（τ）ｄτ ＋

　 ｑ∫ｔ ２
ｔ
ｋα（τ，ｔ） ｆ（τ）ｄτ

＝ Ｋα
Ｐ ｆ（ ｔ） （７）

其中，ｔ１＜ｔ＜ｔ２，Ｐ＝ ＜ｔ１，ｔ，ｔ２，ｐ，ｑ＞称为参数集，ｐ、ｑ 为

实数，α 为阶数，ｋα（ ｔ，τ）和 ｋα（τ，ｔ）称为依赖于参

数 α 的核．
由算子 Ｋα

Ｐ 的定义可得

Ｋα
Ｐ（ ｆ１（ ｔ）＋ｆ２（ ｔ））＝ Ｋα

Ｐ ｆ１（ ｔ）＋Ｋα
Ｐ ｆ２（ ｔ） （８）

Ｋα
Ｐ ｆ（ ｔ）＝ ｐＫα

Ｐ１
ｆ（ ｔ）＋ｑＫα

Ｐ２
ｆ（ ｔ） （９）

其中， Ｐ ＝ ＜ ｔ１， ｔ， ｔ２， ｐ， ｑ ＞， Ｐ１ ＝ ＜ ｔ１， ｔ， ｔ２， １， ０ ＞，
Ｐ２ ＝ ＜ｔ１，ｔ，ｔ２，０，１＞．

分数阶微分算子 Ａα
Ｐ 和 Ｂα

Ｐ 定义为

Ａα
＜ｔ１，ｔ，ｔ２，ｐ，ｑ＞ ｆ（ ｔ）＝ ＤｎＫｎ－α

Ｐ ｆ（ ｔ）＝ Ａα
Ｐ ｆ（ ｔ） （１０）

Ｂα
＜ｔ１，ｔ，ｔ２，ｐ，ｑ＞ ｆ（ ｔ）＝ Ｋｎ－α

Ｐ Ｄｎ ｆ（ ｔ）＝ Ｂα
Ｐ ｆ（ ｔ） （１１）

其中，Ｄ 是经典的求导算子，ｎ－１＜α＜ｎ，ｎ 为整数，
Ｐ＝ ＜ｔ１，ｔ，ｔ２，ｐ，ｑ＞．

显然，
Ａα

Ｐ（ ｆ１（ ｔ）＋ｆ２（ ｔ））＝ Ａα
Ｐ ｆ１（ ｔ）＋Ａα

Ｐ ｆ２（ ｔ） （１２）
Ｂα

Ｐ（ ｆ１（ ｔ）＋ｆ２（ ｔ））＝ Ｂα
Ｐ ｆ１（ ｔ）＋Ｂα

Ｐ ｆ２（ ｔ） （１３）
算子 Ａα

Ｐ 和 Ｂα
Ｐ 的分部积分公式分别为

∫ｔ ２
ｔ１
ｇ（ｔ）Ａα

Ｐｆ（ｔ）ｄｔ ＝ （ － １）ｎ∫ｔ ２
ｔ１
ｆ（ｔ）Ｂα

Ｐ∗ｇ（ｔ）ｄｔ ＋

∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
（ － Ｄ） ｊｇ（ｔ）Ａα－１－ｊ

Ｐ ｆ（ｔ）
ｔ２

ｔ１
（１４）

∫ｔ ２
ｔ１
ｇ（ｔ）Ｂα

Ｐｆ（ｔ）ｄｔ ＝ （ － １）ｎ∫ｔ ２
ｔ１
ｆ（ｔ）Ａα

Ｐ∗ｇ（ｔ）ｄｔ ＋

∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０
（ － １） ｊＡα＋ｊ－ｎ

Ｐ ｇ（ｔ）Ｄｎ－１－ｊ ｆ（ｔ）
ｔ２

ｔ１

（１５）
其中，Ｐ＝＜ｔ１，ｔ，ｔ２，ｐ，ｑ＞，Ｐ∗ ＝＜ｔ１，ｔ，ｔ２，ｐ，ｑ＞，ｎ－１＜α＜ｎ．

当 ｋα （ ｔ， τ） ＝ （ ｔ－τ） α－１ ／ Γ （ α）， ｋα （ τ， ｔ ） ＝

（τ－ｔ） α－１ ／ Γ（ α） 时，可得特例． 此时，当 Ｐ ＝ Ｐ１ ＝
＜ｔ１，ｔ，ｔ２，１，０＞时，有

Ａα
Ｐ１
ｆ（ ｔ） ＝ ＤｎＫｎ－α

Ｐ１
ｆ（ ｔ）

＝ １
Γ（ｎ － α）

ｄ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

∫ｔ
ｔ１
（ ｔ － τ） ｎ－α－１ ｆ（τ）ｄτ

＝ ＲＬ
ｔ１ Ｄ

α
ｔ ｆ（ ｔ） （１６）

Ｂα
Ｐ１
ｆ（ ｔ） ＝ Ｋｎ－α

Ｐ１
Ｄｎ ｆ（ ｔ）

＝ １
Γ（ｎ － α）∫

ｔ

ｔ１
（ ｔ － τ） ｎ－α－１ ｄ

ｄｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｆ（τ）ｄτ

＝ Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ ｆ（ ｔ） （１７）

当 Ｐ＝Ｐ２ ＝ ＜ｔ１，ｔ，ｔ２，０，１＞时，有
Ａα

Ｐ２
ｆ（ ｔ） ＝ ＤｎＫｎ－α

Ｐ２
ｆ（ ｔ）

＝ １
Γ（ｎ － α）

ｄ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

∫ｔ ２
ｔ
（τ － ｔ） ｎ－α－１ ｆ（τ）ｄτ

＝ （ － １） ｎ ＲＬ
ｔ Ｄα

ｔ２ ｆ（ ｔ） （１８）
Ｂα

Ｐ２
ｆ（ ｔ） ＝ Ｋｎ－α

Ｐ２
Ｄｎ ｆ（ ｔ）

＝ １
Γ（ｎ － α）∫

ｔ ２

ｔ
（τ － ｔ） ｎ－α－１ ｄ

ｄｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｆ（τ）ｄτ

＝ （ － １） ｎ Ｃ
ｔ Ｄα

ｔ２ ｆ（ ｔ） （１９）

当 Ｐ＝Ｐ３ ＝ ＜ｔ１，ｔ，ｔ２，
１
２
， １
２
＞时，有

Ａα
Ｐ３
ｆ（ ｔ） ＝ ＤｎＫｎ－α

Ｐ３
ｆ（ ｔ）

＝ １
２Γ（ｎ － α）

ｄ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

∫ｔ
ｔ１
（ ｔ － τ） ｎ－α－１ ｆ（τ）ｄτ ＋

１
２Γ（ｎ － α）

ｄ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

∫ｔ ２
ｔ
（τ － ｔ） ｎ－α－１ ｆ（τ）ｄτ

＝ １
２

ＲＬ
ｔ１Ｄ

α
ｔ ｆ（ ｔ） ＋ （ － １） ｎ ＲＬ

ｔ Ｄα
ｔ２ ｆ（ ｔ）[ ]

＝ Ｒ
ｔ１Ｄ

α
ｔ２ ｆ（ ｔ） （２０）

Ｂα
Ｐ３
ｆ（ ｔ） ＝ Ｋｎ－α

Ｐ３
Ｄｎ ｆ（ ｔ）

＝ １
２Γ（ｎ － α）∫

ｔ

ｔ１
（ ｔ － τ） ｎ－α－１ ｄ

ｄｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｆ（τ）ｄτ ＋

１
２Γ（ｎ － α）∫

ｔ ２

ｔ
（τ － ｔ） ｎ－α－１ ｄ

ｄｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

ｆ（τ）ｄτ

＝ １
２

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ ｆ（ ｔ） ＋ （ － １） ｎ Ｃ

ｔ Ｄα
ｔ２ ｆ（ ｔ）[ ]

＝ ＲＣ
ｔ１Ｄ

α
ｔ２ ｆ（ ｔ） （２１）

即，左（右）Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数、左（右）
Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数、Ｒｉｅｓｚ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶

导数和 Ｒｉｅｓｚ⁃Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数是分数阶微分算

子 Ａα
Ｐ 和 Ｂα

Ｐ 的特例．

２　 广义分数阶受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程

下面分别基于分数阶微分算子 Ａα
Ｐ 和 Ｂα

Ｐ，建立

广义分数阶受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程．

７４４
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２．１　 带有算子 Ａα
Ｐ 的广义分数阶受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程

考虑

ＪＡ（ａμ，ＦＡμ） ＝ ∫ｔ ２
ｔ１
［Ｒｖ（ ｔ，ａμ）·Ａα

Ｐａｖ － Ｂ（ ｔ，ａμ） ＋

ＦＡμ·ａμ］ｄｔ → ｅｘｔ （２２）
其中，满足的交换条件和边界条件分别为

δＡα
Ｐａｖ ＝Ａα

Ｐδａｖ （２３）

δａｖ
ｔ＝ ｔ１

＝ δａｖ
ｔ＝ ｔ２

＝ ０ （２４）

Ｂ（ ｔ，ａμ）是 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数，Ｒｖ（ ｔ，ａμ），ｖ ＝ １，２，…，２ｎ
是 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数组，ＦＡμ，μ ＝ １，２，…，２ｎ 为广义力，δ
表示等时变分，ｎ－１＜α＜ｎ．

由式（２２）得

δＪＡ ＝ ∫ｔ ２
ｔ１

é

ë

ê
ê

∂Ｒｖ

∂ａμ·Ａα
Ｐａｖ － ∂Ｂ

∂ａμ
＋ ＦＡμ

æ

è
ç

ö

ø
÷ δａμ ＋

Ｒｖ·δＡα
Ｐａｖ

ù

û

ú
ú
ｄｔ ＝ ０ （２５）

其中，由式（１４）（２３）（２４）可得

∫ｔ ２
ｔ１
Ｒｖ·δＡα

Ｐａｖｄｔ ＝ ∫ｔ ２
ｔ１
Ｒｖ·Ａα

Ｐδａｖｄｔ

＝ － ∫ｔ ２
ｔ１
δａｖ·Ｂα

Ｐ∗Ｒｖｄｔ ＋

Ｒｖ·Ａα－１
Ｐ δａｖ ｔ２

ｔ１

＝ － ∫ｔ ２
ｔ１
δａｖ·Ｂα

Ｐ∗Ｒｖｄｔ （２６）

值得注意的是，在式（１４）中，已令 ｎ＝１，此时，０＜α＜１．
将式（２６）代入式（２５）可得

δＪＡ ＝ ∫ｔ ２
ｔ１

∂Ｒｖ

∂ａμ·Ａα
Ｐａｖ － ∂Ｂ

∂ａμ
＋ ＦＡμ － Ｂα

Ｐ∗Ｒμ
æ

è
ç

ö

ø
÷·

δａμｄｔ ＝ ０ （２７）
因此，

∂Ｒｖ

∂ａμ·Ａα
Ｐａｖ－ ∂Ｂ

∂ａμ＋ＦＡμ－Ｂα
Ｐ∗Ｒμ ＝ ０，

μ，ｖ＝ １，２，…，２ｎ，０＜α＜１ （２８）
方程（２８）称为具有分数阶微分算子 Ａα

Ｐ 的广义分

数阶受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程．
注 １　 文献［１６］中的式（４０）和（５５）应该在条

件 ｎ＝ １ 和 ０＜α＜１ 下成立，但作者没有指出，这也导

致文献［１６］中的式（６８） ～ （７３）是多余的．
当 ｋα （ ｔ， τ） ＝ （ ｔ－τ） α－１ ／ Γ （ α）， ｋα （ τ， ｔ ） ＝

（τ－ｔ） α－１ ／ Γ（α）时，由参数集 Ｐ 的不同取值可以得

到不同形式的分数阶受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程．
情形 １　 当 Ｐ＝Ｐ１ ＝ ＜ｔ１，ｔ，ｔ２，１，０＞时，有
Ａα

Ｐ１
ｆ（ ｔ）＝ ＲＬ

ｔ１Ｄ
α
ｔ ｆ（ ｔ）， Ｂα

Ｐ∗
１
ｆ（ ｔ）＝ －Ｃ

ｔ Ｄα
ｔ２ ｆ（ ｔ） （２９）

将式（２９）代入方程（２８），可得

∂Ｒｖ

∂ａμ·
ＲＬ
ｔ１Ｄ

α
ｔ ａｖ－ ∂Ｂ

∂ａμ＋ＦＡμ＋Ｃ
ｔ Ｄα

ｔ２Ｒμ ＝ ０，

μ，ｖ＝ １，２，…，２ｎ，０＜α＜１ （３０）
方程（３０）称为具有左 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导

数的分数阶受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程．
情形 ２　 当 Ｐ＝Ｐ２ ＝ ＜ｔ１，ｔ，ｔ２，０，１＞时，有
Ａα

Ｐ１
ｆ（ ｔ）＝ －ＲＬ

ｔ Ｄα
ｔ２ ｆ（ ｔ）， Ｂα

Ｐ∗
２
ｆ（ ｔ）＝ Ｃ

ｔ１Ｄ
α
ｔ ｆ（ ｔ） （３１）

将式（３１）代入方程（２８）可得

∂Ｒｖ

∂ａμ·
ＲＬ
ｔ Ｄα

ｔ２ａ
ｖ＋ ∂Ｂ

∂ａμ－ＦＡμ＋Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ Ｒμ ＝ ０，

μ，ｖ＝ １，２，…，２ｎ，０＜α＜１ （３２）
方程（３２）称为具有右 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导

数的分数阶受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程．

情形 ３　 当 Ｐ＝Ｐ３ ＝ ＜ｔ１，ｔ，ｔ２，
１
２
， １
２
＞时，有

Ａα
Ｐ３
ｆ（ ｔ）＝ Ｒ

ｔ１Ｄ
α
ｔ２ ｆ（ ｔ）， Ｂα

Ｐ∗
３
ｆ（ ｔ）＝ ＲＣ

ｔ１Ｄ
α
ｔ２ ｆ（ ｔ） （３３）

将式（３３）代入方程（２８）可得

∂Ｒｖ

∂ａμ·
Ｒ
ｔ１Ｄ

α
ｔ２ａ

ｖ－ ∂Ｂ
∂ａμ＋ＦＡμ－ＲＣ

ｔ１ Ｄ
α
ｔ２Ｒμ ＝ ０，

μ，ｖ＝ １，２，…，２ｎ，０＜α＜１ （３４）
方程（３４）称为具有 Ｒｉｅｓｚ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶

导数的分数阶受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程．
２．２　 带有算子 Ｂα

Ｐ 的广义分数阶受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程

考虑

ＪＢ（ａμ，ＦＢμ） ＝ ∫ｔ ２
ｔ１
［Ｒｖ（ ｔ，ａμ）·Ｂα

Ｐａｖ － Ｂ（ ｔ，ａμ） ＋

ＦＢμ·ａμ］ｄｔ → ｅｘｐ （３５）
其中，满足的交换条件和边界条件分别为

δＢα
Ｐａｖ ＝Ｂα

Ｐδａｖ （３６）

δａｖ
ｔ＝ ｔ１

＝ δａｖ
ｔ＝ ｔ２

＝ ０ （３７）

Ｂ（ ｔ，ａμ）是 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数，Ｒｖ（ ｔ，ａμ），ｖ ＝ １，２，…，２ｎ
是 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数组，ＦＢμ，μ ＝ １，２，…，２ｎ 为广义力，δ
表示等时变分，ｎ－１＜α＜ｎ．

由式（３５）得

δＪＢ ＝ ∫ｔ ２
ｔ１

é

ë
ê
ê

∂Ｒｖ

∂ａμ·Ｂα
Ｐａｖ － ∂Ｂ

∂ａμ
＋ ＦＢμ

æ

è
ç

ö

ø
÷ δａμ ＋

Ｒｖ·δＢα
Ｐａｖ ù

û
ú
úｄｔ ＝ ０ （３８）

其中，由式（１５）（３６）（３７）可得

∫ｔ ２
ｔ１
Ｒｖ·δＢα

Ｐａｖｄｔ ＝ ∫ｔ ２
ｔ１
Ｒｖ·Ｂα

Ｐδａｖｄｔ

＝ － ∫ｔ ２
ｔ１
δａｖ·Ａα

Ｐ∗Ｒｖｄｔ ＋

８４４
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δａｖ·Ａα－１
Ｐ Ｒｖ

ｔ２

ｔ１

＝ － ∫ｔ ２
ｔ１
δａｖ·Ａα

Ｐ∗Ｒｖｄｔ （３９）

值得注意的是，在式（１５）中，已令 ｎ＝１，此时，０＜α＜１．
将式（３９）代入式（３８）可得

δＪＢ ＝ ∫ｔ ２
ｔ１

∂Ｒｖ

∂ａμ·Ｂα
Ｐａｖ － ∂Ｂ

∂ａμ
＋ ＦＢμ － Ａα

Ｐ∗Ｒμ
æ

è
ç

ö

ø
÷·

δａμｄｔ ＝ ０ （４０）
因此

∂Ｒｖ

∂ａμ·Ｂα
Ｐａｖ－ ∂Ｂ

∂ａμ＋ＦＢμ－Ａα
Ｐ∗Ｒμ ＝ ０，

μ，ｖ＝ １，２，…，２ｎ，０＜α＜１ （４１）
方程（４１）称为具有分数阶微分算子 Ｂα

Ｐ 的广义分

数阶受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程．
当 ｋα （ ｔ， τ） ＝ （ ｔ－τ） α－１ ／ Γ （ α）， ｋα （ τ， ｔ ） ＝

（τ－ｔ） α－１ ／ Γ（α）时，由参数集 Ｐ 的不同取值可以得

到不同形式的分数阶受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程．
情形 ４　 当 Ｐ＝Ｐ１ ＝ ＜ｔ１，ｔ，ｔ２，１，０＞时，有
Ｂα

Ｐ１
ｆ（ ｔ）＝ Ｃ

ｔ１Ｄ
α
ｔ ｆ（ ｔ）， Ａα

Ｐ∗
１
ｆ（ ｔ）＝ －ＲＬ

ｔ Ｄα
ｔ２ ｆ（ ｔ） （４２）

将式（４２）代入方程（４１）中可得

∂Ｒｖ

∂ａμ·
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ ａｖ－ ∂Ｂ

∂ａμ＋ＦＢμ＋ＲＬ
ｔ Ｄα

ｔ２Ｒμ ＝ ０，

μ，ｖ＝ １，２，…，２ｎ，０＜α＜１ （４３）
方程（４３）称为具有左 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的分数阶

受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程．
情形 ５　 当 Ｐ＝Ｐ２ ＝ ＜ｔ１，ｔ，ｔ２，０，１＞时，有
Ｂα

Ｐ２
ｆ（ ｔ）＝ －Ｃ

ｔ Ｄα
ｔ２ ｆ（ ｔ）， Ａα

Ｐ∗
２
ｆ（ ｔ）＝ ＲＬ

ｔ１Ｄ
α
ｔ ｆ（ ｔ） （４４）

将式（４４）代入方程（４１）中可得

∂Ｒｖ

∂ａμ·
Ｃ
ｔ Ｄα

ｔ２ａ
ｖ＋ ∂Ｂ

∂ａμ－ＦＢμ＋ＲＬ
ｔ１Ｄ

α
ｔ Ｒμ ＝ ０，

μ，ｖ＝ １，２，…，２ｎ，０＜α＜１ （４５）
方程（４５）称为具有右 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的分数阶

受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程．

情形 ６　 当 Ｐ＝Ｐ３ ＝ ＜ｔ１，ｔ，ｔ２，
１
２
， １
２
＞时，有

Ｂα
Ｐ３
ｆ（ ｔ）＝ ＲＣ

ｔ１Ｄ
α
ｔ２ ｆ（ ｔ）， Ａα

Ｐ∗
３
ｆ（ ｔ）＝ Ｒ

ｔ１Ｄ
α
ｔ２ ｆ（ ｔ） （４６）

将式（４６）代入方程（４１）中可得

∂Ｒｖ

∂ａμ·
ＲＣ
ｔ１Ｄ

α
ｔ２ａ

ｖ－ ∂Ｂ
∂ａμ＋ＦＢμ－ Ｒ

ｔ１Ｄ
α
ｔ２Ｒμ ＝ ０，

μ，ｖ＝ １，２，…，２ｎ，０＜α＜１ （４７）
方程（４７）称为具有 Ｒｉｅｓｚ⁃Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的分

数阶受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程．
注 ２　 方程（２８）和方程（４１）是本文的主要结

果．如果广义力 ＦＡμ ＝ＦＢμ ＝ ０，μ ＝ １，２，…，２ｎ，则由方

程（２８）和方程（４１）所得的结果与文献［１６］里的结

果是一致的．
注 ３　 当广义力满足 ＦＡμ ＝ＦＢμ ＝０，μ＝１，２，…，２ｎ

时，由情形 １－情形 ６ 所得的结果与文献［１０］里的

结果是一致的．但是，本文使用的方法比文献［１０］
使用的方法简单．

３　 特例

与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统比起来，
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统更为广泛．因此，在一定条件下，可由

本文的结果分别得到具有分数阶微分算子 Ａα
Ｐ 和

Ｂα
Ｐ 的分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程和分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方

程．
令广义力 ＦＡμ ＝ＦＢμ ＝ ０，μ ＝ １，２，…，２ｎ，则由方

程（２８）和方程（４１）可得

∂Ｒｖ

∂ａμ·Ａα
Ｐａｖ－ ∂Ｂ

∂ａμ－Ｂ
α
Ｐ∗Ｒμ ＝ ０，

μ，ｖ＝ １，２，…，２ｎ，０＜α＜１ （４８）
∂Ｒｖ

∂ａμ·Ｂα
Ｐａｖ－ ∂Ｂ

∂ａμ－Ａ
α
Ｐ∗Ｒμ ＝ ０，

μ，ｖ＝ １，２，…，２ｎ，０＜α＜１ （４９）
在变换

ａμ ＝
ｑμ，μ＝ １，２，…，ｎ

ｐμ－ｎ，μ＝ｎ＋１，ｎ＋２，…，２ｎ{ ，

Ｒμ ＝
ｐμ，μ＝ １，２，…，ｎ

０，μ＝ｎ＋１，ｎ＋２，…，２ｎ{ ， Ｂ＝Ｈ （５０）

下，由方程（４８）可得

Ｂα
Ｐ∗ｐｉ ＝ －

∂Ｈ（ ｔ，ｑ ｊ，ｐ ｊ）
∂ｑｉ

， Ａα
Ｐｑｉ ＝

∂Ｈ（ ｔ，ｑ ｊ，ｐ ｊ）
∂ｐｉ

，

ｉ，ｊ＝ １，２，…，ｎ，０＜α＜１ （５１）
方程（５１）称为具有分数阶微分算子 Ａα

Ｐ 的分数阶

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程．
在变换

ｐｉ ＝
∂Ｌ（ ｔ，ｑ ｊ，Ａα

Ｐｑ ｊ）
∂Ａα

Ｐｑｉ

， Ｈ＝ ｐｉＡα
Ｐｑｉ－Ｌ（ ｔ，ｑ ｊ，Ａα

Ｐｑ ｊ）

（５２）
下，由方程（５１）可得

∂Ｌ（ ｔ，ｑ ｊ，Ａα
Ｐｑ ｊ）

∂ｑｉ
－Ｂα

Ｐ∗

∂Ｌ（ ｔ，ｑ ｊ，Ａα
Ｐｑ ｊ）

∂Ａα
Ｐｑｉ

＝ ０，

ｉ，ｊ＝ １，２，…，ｎ，０＜α＜１ （５３）
方程（５３）称为具有分数阶微分算子 Ａα

Ｐ 的分数阶

９４４
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Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程．
类似地，在变换式（５０）下，由方程（４９）可得

Ａα
Ｐ∗ｐｉ ＝ －

∂Ｈ（ ｔ，ｑ ｊ，ｐ ｊ）
∂ｑｉ

， Ｂα
Ｐｑｉ ＝

∂Ｈ（ ｔ，ｑ ｊ，ｐ ｊ）
∂ｐｉ

，

ｉ，ｊ＝ １，２，…，ｎ，０＜α＜１ （５４）
方程（５４）称为具有分数阶微分算子 Ｂα

Ｐ 的分数阶

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程．
在变换

ｐｉ ＝
∂Ｌ（ ｔ，ｑ ｊ，Ｂα

Ｐｑ ｊ）
∂Ｂα

Ｐｑｉ

， Ｈ＝ ｐｉＢα
Ｐｑｉ－Ｌ（ ｔ，ｑ ｊ，Ｂα

Ｐｑ ｊ）

（５５）
下，由方程（５４）可得

∂Ｌ（ ｔ，ｑ ｊ，Ｂα
Ｐｑ ｊ）

∂ｑｉ
－Ａα

Ｐ∗

∂Ｌ（ ｔ，ｑ ｊ，Ｂα
Ｐｑ ｊ）

∂Ｂα
Ｐｑｉ

＝ ０，

ｉ，ｊ＝ １，２，…，ｎ，０＜α＜１ （５６）
方程（５６）称为具有分数阶微分算子 Ｂα

Ｐ 的分数阶

Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程．
注 ４　 方程（５６）与文献［１２］里的结果一致．

４　 应用

例 １　 Ｌｏｔｋａ⁃生化振子模型［１４］ 的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数

和 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数组分别为

Ｂ＝α２ａ１－α１ａ２－β１ｅｘｐａ２＋β２ｅｘｐａ１，

Ｒ１ ＝ － １
２
ａ２， Ｒ２ ＝

１
２
ａ１ （５７）

试建立带有分数阶微分算子 Ａα
Ｐ 的广义分数阶 Ｌｏｔｋａ⁃

生化振子模型．
由方程（２８）可得

１
２
Ａα

Ｐａ２－α２－β２ｅｘｐａ１＋ＦＡ１＋
１
２
Ｂα

Ｐ∗ａ２ ＝ ０

－ １
２
Ａα

Ｐａ１＋α１＋β１ｅｘｐａ２＋ＦＡ２－
１
２
Ｂα

Ｐ∗ａ１ ＝ ０ （５８）

方程（５８）为具有分数阶微分算子 Ａα
Ｐ 的广义分数

阶 Ｌｏｔｋａ⁃生化振子模型．
当 Ｐ＝Ｐ１ ＝ ＜ｔ１，ｔ，ｔ２，１，０＞时，由式（２９）和方程

（５８）可得

１
２

ＲＬ
ｔ１Ｄ

α
ｔ ａ２－α２－β２ｅｘｐａ１＋ＦＡ１－

１
２

Ｃ
ｔ Ｄα

ｔ２ａ
２ ＝ ０，

－ １
２

ＲＬ
ｔ１Ｄ

α
ｔ ａ１＋α１＋β１ｅｘｐａ２＋ＦＡ２＋

１
２

Ｃ
ｔＤα

ｔ２ａ
１ ＝ ０

（５９）
方程（５９）称为具有左 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导

数的广义分数阶 Ｌｏｔｋａ⁃生化振子模型．

当 Ｐ＝Ｐ２ ＝ ＜ｔ１，ｔ，ｔ２，０，１＞时，由式（３１）和方程

（５８）可得

－ １
２

ＲＬ
ｔ Ｄα

ｔ２ａ
２－α２－β２ｅｘｐａ１＋ＦＡ１＋

１
２

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ ａ２ ＝ ０，

１
２

ＲＬ
ｔ Ｄα

ｔ２ａ
１＋α１＋β１ｅｘｐａ２＋ＦＡ２－

１
２

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ ａ１ ＝ ０ （６０）

方程（６０）称为具有右 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导

数的广义分数阶 Ｌｏｔｋａ⁃生化振子模型．

当 Ｐ＝Ｐ３ ＝ ＜ｔ１，ｔ，ｔ２，
１
２
， １
２
＞时，由式（３３）和方

程（５８）可得

－ １
２

Ｒ
ｔ１Ｄ

α
ｔ２ａ

２－α２－β２ｅｘｐａ１＋ＦＡ１＋
１
２

ＲＣ
ｔ１Ｄ

α
ｔ２ａ

２ ＝ ０，

－ １
２

Ｒ
ｔ１Ｄ

α
ｔ２ａ

１＋α１＋β１ｅｘｐａ２＋ＦＡ２－
１
２

ＲＣ
ｔ１Ｄ

α
ｔ２ａ

１ ＝ ０

（６１）
方程（６１）称为具有 Ｒｉｅｓｚ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶

导数的广义分数阶 Ｌｏｔｋａ⁃生化振子模型．
注 ５　 当 ＦＡ１ ＝ＦＡ２ ＝ ０ 时，由方程（６１）得到的结

果与文献［１０］里的结果是一致的．
例 ２　 Ｈｏｊｍａｎ⁃Ｕｒｒｕｔｉａ 模型［２７］ 的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数

和 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数组分别为

Ｂ＝ １
２

（ａ３） ２＋２ａ２ａ３－（ａ４） ２[ ] ，

Ｒ１ ＝ａ２＋ａ３， Ｒ２ ＝ ０， Ｒ３ ＝ａ４， Ｒ４ ＝ ０ （６２）
试建立带有分数阶微分算子 Ｂα

Ｐ 的广义分数阶 Ｈｏｊ⁃
ｍａｎ⁃Ｕｒｒｕｔｉａ 模型．

由方程（４１）可得

ＦＢ１－Ａα
Ｐ∗ａ２－Ａα

Ｐ∗ａ３ ＝ ０， Ｂα
Ｐａ１－ａ３＋ＦＢ２ ＝ ０，

Ｂα
Ｐａ１－（ａ２＋ａ３）＋ＦＢ３－Ａα

Ｐ∗ａ４ ＝ ０，
Ｂα

Ｐａ３＋ａ４＋ＦＢ４ ＝ ０ （６３）
方程（６３）为具有分数阶微分算子 Ｂα

Ｐ 的广义分数

阶 Ｈｏｊｍａｎ⁃Ｕｒｒｕｔｉａ 模型．
当 Ｐ＝Ｐ１ ＝ ＜ｔ１，ｔ，ｔ２，１，０＞时，由式（４２）和方程

（６３）可得

ＦＢ１＋ＲＬ
ｔ Ｄα

ｔ２ａ
２＋ＲＬ

ｔ Ｄα
ｔ２ａ

３ ＝ ０， Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ ａ１－ａ３＋ＦＢ２ ＝ ０，

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ ａ１－（ａ２＋ａ３）＋ＦＢ３＋ＲＬ

ｔ Ｄα
ｔ２ａ

４ ＝ ０，
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ ａ３＋ａ４＋ＦＢ４ ＝ ０ （６４）

方程（６４）称为具有左 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的广义分

数阶 Ｈｏｊｍａｎ⁃Ｕｒｒｕｔｉａ 模型．
当 Ｐ＝Ｐ２ ＝ ＜ｔ１，ｔ，ｔ２，０，１＞时，由式（４４）和方程

（６３）可得

ＦＢ１－ＲＬ
ｔ１Ｄ

α
ｔ ａ２－ ＲＬ

ｔ１Ｄ
α
ｔ ａ３ ＝ ０， － Ｃ

ｔ Ｄα
ｔ２ａ

１－ａ３＋ＦＢ２ ＝ ０，

０５４
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－ Ｃ
ｔ Ｄα

ｔ２ａ
１－（ａ２＋ａ３）＋ＦＢ３－ＲＬ

ｔ１Ｄ
α
ｔ ａ４ ＝ ０，

－ Ｃ
ｔ Ｄα

ｔ２ａ
３＋ａ４＋ＦＢ４ ＝ ０ （６５）

方程（６５）称为具有右 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的广义分

数阶 Ｈｏｊｍａｎ⁃Ｕｒｒｕｔｉａ 模型．

当 Ｐ＝Ｐ３ ＝ ＜ｔ１，ｔ，ｔ２，
１
２
， １
２
＞时，由式（４６）和方

程（６３）可得

ＦＢ１－ Ｒ
ｔ１Ｄ

α
ｔ２ａ

２－ＲＬ
ｔ１Ｄ

α
ｔ２ａ

３ ＝ ０， ＲＣ
ｔ１Ｄ

α
ｔ２ａ

１－ａ３＋ＦＢ２ ＝ ０，
ＲＣ
ｔ１Ｄ

α
ｔ２ａ

１－（ａ２＋ａ３）＋ＦＢ３－ Ｒ
ｔ１Ｄ

α
ｔ２ａ

４ ＝ ０，
ＲＣ
ｔ１Ｄ

α
ｔ２ａ

３＋ａ４＋ＦＢ４ ＝ ０ （６６）
方程（６６）称为具有 Ｒｉｅｓｚ⁃Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的广

义分数阶 Ｈｏｊｍａｎ⁃Ｕｒｒｕｔｉａ 模型．
注 ６　 当 ＦＢ１ ＝ ＦＢ２ ＝ ＦＢ３ ＝ ＦＢ４ ＝ ０ 时，由方程

（６６）得到的结果与文献［１０］里的结果是一致的．

５　 结论

本文建立了具有分数阶微分算子 Ａα
Ｐ 和 Ｂα

Ｐ 的

广义分数阶受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程．作为特例，得到了具

有左（右） Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数、左 （右）
Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数、Ｒｉｅｓｚ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导

数、Ｒｉｅｓｚ⁃Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的分数阶受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
方程，以及具有分数阶微分算子 Ａα

Ｐ 和 Ｂα
Ｐ 的分数阶

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程和分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程．
具有分数阶微分算子 Ａα

Ｐ 和 Ｂα
Ｐ 的广义分数阶

受迫 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程、分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程及具有分

数阶微分算子 Ａα
Ｐ 的分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程是新结

果．具有分数阶微分算子 Ｂα
Ｐ 的分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方

程与之前所得结果是一致的．
作为应用， 文中对 Ｌｏｔｋａ⁃生化振子模型和

Ｈｏｊｍａｎ⁃Ｕｒｒｕｔｉａ模型进行研究，分别建立了具有分数

阶微分算子 Ａα
Ｐ 的广义分数阶 Ｌｏｔｋａ⁃生化振子模型

和具有分数阶微分算子 Ｂα
Ｐ 的广义分数阶 Ｈｏｊｍａｎ⁃

Ｕｒｒｕｔｉａ 模型．当这两个模型退化时，所得结果与之

前已有的结论是一致的．
分数阶微分算子 Ａα

Ｐ 和 Ｂα
Ｐ 具有统一的性质，因

为它们统一了左（右） Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导

数、左 （右） Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数、 Ｒｉｅｓｚ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ⁃
Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶导数和 Ｒｉｅｓｚ⁃Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数．同
时，它们也具有拓展的性质，因为它们可由核 ｋα 和

参数集 Ｐ 的不同取值而得到更多的结果．
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